
ГЛАВА 3 

ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ П О Т Е Н Ц И А Л Ы 
П Л О С К И Х Т Е Л 

Выход пробной точки из плоскости в трёхмерное пространство ставит перед нами новые 
задачи. 

В общем случае пространственный потенциал плоского тела с поверхностной плотно­
стью a Х2, х 3 ) даётся интегралом (1.22). 

§ ЗЛ. Тонкое круглое кольцо 

Дано гравитирующее одномерное круговое кольцо радиусом R с плотностью /хо- Действуя 
вначале прямым методом, заметим, что вклад в потенциал от элемента кольца dV на точку 
Р (г, хз) равен 

Как видно из рис. 25, 

(3.1) 

Рис 25. Круглое одномерное кольцо. Схема к 
расчёту потенциала в точке Р(г, хз) 

расстояние между пробной точкой и элементом интегрирования 

D = yJR2 + г2 + х\ - 2flrcos0' 

Интегрируя по всему кольцу, получим 

2тг 

<р(г,х3) = С^оД j -y/R2 + г 2 + х\ - 2Rr cos 0' 

(3.2) 

(3.3) 

Таким образом, пространственный потенциал тонкого круглого кольца равен 
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VWiw (г, Хз) = К ARr (3.4) 

В § 5.15 эта формула будет применена для нахождения потенциала боковой цилиндри­
ческой поверхности. 

В частности, в точках на оси симметрии г = 0, и поэтому потенциал даётся формулой 
(1.28), где М — 2nRfj,o — масса кольца. 

В экваториальной плоскости хз = 0, и потенциал (3.4) также упрощается 

. ч 4GfjLpR v ( 2у/Ш\ (*) 
при г < R 

при г > Я. 
(3.5) 

Эквипотенциали кольца показаны на рис. 26. Абсолютный максимум потенциала до­
стигается в точках самого кольца. 

Рис 26. Меридиональные сечения 
поверхностей равного простран­
ственного потенциала однородно­
го кругового колечка радиусом 
R = 5. Показана четверть мери­
диональной плоскости Огхз. Чёр­
ным кружком отмечено сечение 
самого кольца. Потенциал кольца, 
нормированный на С/хо, убывает 
по мере перехода от внутренних 
кривых к внешним и принимает 
значения: 7.85; 7.0; 6.25; 5.91; 5.57; 
5.23; 4.89; 4.55; 4.21; 3.87; 3.53; 
3.19 

Обратим внимание: потенциал во внешней фиксированной точке кругового кольца за­
данной массы зависит, в отличие от случая объёмного шара, от радиуса этого кольца1. 
Другими словами, внешний потенциал кольца нельзя заменить потенциалом материальной 
точки, расположенной в его центре (как можно это было делать для шаров и сферических 
оболочек в трёхмерном пространстве). Исходя из этого, уже сейчас важно заметить: чтобы 
создать тело, эквигравитирующее круглому кольцу, необходимо выйти из плоскости этого 
кольца1. 

То же самое методом дифференциации 

Этот метод, отличаясь принципиальной простотой (в этом одно из достоинств базовой фор­
мулы (2.197)), сталкивается, однако, с трудностями вычислительного характера. 

В данном подходе мы опираемся на потенциал однородного круглого диска. Возьмём, 
например, ИЗ (2.18) потенциал диска во опутрсттой точке. Подставляя его D (1107) и ута-

1 Внешний потенциал сплошного круглого диска также зависит от его радиуса* 
2 В га. 9 мы убедимся, что эквшрампяруюшие диску и кольцу стержни с мнимым распределением плотности 

действительно расположены перпендикулярно их главным плоскостям. 



78 ГЛАВА 3. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ПОТЕНЦИАЛЫ плоских ТЕЛ 

тывая, что цо = cdR> находим 

к̂ольца (г) = 4G> 0 

Принимая во внимание, что 
д Е E(fc)-K(fc) 
дк 

легко находим потенциал внутри кольца 

(3.7) 

<?кольца = 4G/i 0 K ( ^ } , (3.8) 

что совпадает с первой формулой из (3.5). 
Аналогично, используя выражение (2.23), можно определить потенциал кольца и во 

внешней компланарной точке. При этом надо учитывать (3.7) и то, что 

д К E(fc) K(fc) 
dk kVTH? k • 

Требуемый потенциал дается второй формулой из (3.5). 
З а д а ч а 3.1. Найти методом дифференциации внешний потенциал кольца в компла­

нарной точке и доказать, что он совпадает со второй из формул (3.5). 
Наконец, чтобы в целом определить пространственный потенциал круглого кольца, надо 

воспользоваться уже выражением общего потенциала однородного круглого диска (9.56) 
и (9.67). Но тогда, как мы уже предупреждали, расчёты с применением формулы (2.197) 
наталкиваются на немалые трудности. Убедитесь в этом самостоятельно! 

З а д а ч а 3.2. Указанным способом вычислить полный пространственный потенциал 
кольца и доказать, что результат эквивалентен выражению (3.4). 

§ 3.2. Потенциалы неоднородных круглых дисков 

Эта задача имеет важное практическое значение для астрономии. Рассмотрим круглый плос­
кий диск радиусом R с поверхностной плотностью а ( г ' ) . Выделим в нём элементарное 
тонкое колечко радиусом г' и толщиной dr'. Одномерная плотность вещества вдоль колечка 
будет равна р. (г') = о (г7) dr'. Подставляя теперь р, (г') в выражение (2.217), получим вклад 
в потенциал в точке (г, агз) от выделенного колечка 

= 4СМгО rr ( I 4гУ ) d r > ( З Л 0 ) 

Интегрируя теперь вклады от всех элементарных колечек диска, находим полный потенциал 
неоднородного круглого диска в точке (г, х 3 ) 

VW . ( r ,*3) = 4 G / ^ Ш = К ( - = Ш = ) dr'. (3.11) 

о V ( r + r ' ) 2 + *§ V V ( r + r ' ) 2 + x 3 / 
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В частном случае, на оси симметрии Охз (при г — 0) формула (3.11) даёт 

Уд»*.(0,х 3) = 2тгС / -7=4=5:. (3.12) 

Рассмотрим теперь потенциал неоднородного диска (3.11) в точках его главной плоско­
сти. Полагая в (3.11) 13 = 0, будем различать случаи внешней и внутренней точек. Имеем: 

Случай внешней точки 

(г' < R < г ) : 

л/г 
(г) = 4Gr / А: с (к) К (к) dk, (fc = £ < l ) . (3.13) 

Случай внутренней точки 

(О < г1 < г < R) : 

' / М * ) / Л -1 V W . (г) = 4GV IJ ко (к) К (fc) dk + J (fcj dk \ . (3.14) 

>° г/я к J 
В формулах (3.13) и (3.14) модуль А; относится к интервалу 0 < г ' < R < г, или (0 < г 7 < 
г < Д), а модуль fe — к интервалу г < г* < Я, причём 

fc = £ < l ; fc=I = £ < l . (3.15) 

Заметим, что при переходе от общей формулы (3.11) к двум (3.13) и (3.14) мы исполь­
зовали известное равенство 

К ( М ) = ( 1 + А : ) К ( Л ) - ( 3 1 6 ) 

Интересной и нетривиальной является следующая 
З а д а ч а 3.3. Найти внутренний потенциал неоднородного круглого диска с распре­

делением плотности п 

a ( r O = a o ( l - g ) U , (3.17) 
где п = 0, 1, 2, 3, .... 

Решение. Воспользуемся формулой (3.14). 
Сразу заметим: в случае п = О диск становится однородным, и в (3.14) мы приходим к 

уже известному результату (2.18). 
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При других n = 1,2,3,... , раскладывая выражение для плотности (3.17) по известной 
формуле бинома 

2i/1 
а (г ;) = (т0 1 + Е ( - 1 Г ^ ( ^ ) 2 , / (3.18) 

(3.21) 

и подставляя (3.18) в (3.14), с учётом замен г' = кг и г' = £, приходим в (3.14) к 
к 

вычислению интегралов вида 

Ia = J kaK(k)dk. (3.19) 
Показатель степени а в первом интеграле правой части (3.14) является положительным и 
нечётным, а во втором интеграле — отрицательным и чётным (пределы интегрирования в 
том и другом случаях различаются). 

Для нечётных а имеем дело с интегралами 
/ i ( f c ) - [E( f c ) - ( l - f c 2 )K ( f c ) ] , 

Ь (*) = | [(4 + к2) Е (fc) - (1 - к2) (4 + 3fc2) К (fc)], ( 3 2 0 ) 

h (к) = [(64 + 16fc2 + 9fc4) Е (fc) - (1 - fc2) (64 + 48fc2 + 45fc4) К (fc)], 

а для чётных а: 

i _ 2 {к) = £—, 

/ _ 4 (fc) = - д ^ з [(1 + 4*3) Е (к) + 2 (1 - fc2) К (fc)]. 

При подстановке пределов в те и другое интегралы находим, например, 

/1(0) = /з(0) = / 5 (0) = ... = 0, 

/ , ( 1 ) « § , / . ( 1 ) ( 3 . 2 2 ) 

/ _ 2 (1) = - 1 , /_4(1) = - | . 

Так, в самом простом частном случае n = 1 внутренний потенциал неоднородного 
круглого диска даётся выражением 

« - M - | « M ^ ( » - $ ) • ( * ) - ( ! - $ ) * ( * ) } • С И > 

Как видно, это выражение внутреннего потенциала сложнее, чем потенциал однородного 
диска (2.18) (см. также (3.26)). 

При распределении плотности с п = 2,3... в формуле (3.17) указанный подход также 
работает, но выражения для потенциала дисков становятся ещё более громоздкими. • 

В качестве другого примера рассмотрим следующую задачу. 
З а д а ч а 3.4. Найти пространственный потенциал однородного круглого диска 

радиуса R. 
Решение. 

Точка на оси симметрии 
Формула (3.12) сразу даёт известное 

Р л » (х 3 ) = 2TTG<T (y/R2 + x2

3 - |* 3 | ) • (3.24) 
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Точка внутри диска 

По формуле (3.14) получаем 

V W (г) = 4Gor {h +12} . (3.25) 

Здесь 

1 тг/2 1 if/2 тг/4 
dx -I 

2 f - l> COS X 
0 

I1=[kK(k)dk = Idyl Ы к -= f l z ^ U p ^ I 

г/Я * 0 r/R fc2Vl-fc2sinV 

Следовательно, для внутреннего потенциала по формуле (3.25) имеем 

Слиска (г) = 4Gcri? • Е » (г < Я) . (3.26) 

Этот результат совпадает с (2.18) и (9.61). 

Точка в плоскости диска, но вне его (г ̂  R) 

Формула (3.13) даёт 

Я/г ж/2 R/r 

^диска(г) = 4Gar / fcK(fc)dfc = 4G(7r / <fy> / fcdfc „ • = 
/ J J y/l -k2 sin2 ip 

тг/21 - 4/1 - ^Sin 2^ 
= 4Gar / ^ dtp. 

J sin о 
Беря этот интеграл по частям, находим 

(3.27) 

l - ^ - s i n > (3.28) 

Выражение (3.28) совпадает с (2.23) и (9.60), полученными другим способом. 
Но формулу (3.11) следует, конечно, проверить и в общем случае пространственного 

потенциала однородного диска, когда г ф 0 и хз ф 0. 
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Общий случай пространственной точки ( г ф О, Хз ф 0) 

D (3.11) 1Ш09М дело с днпйным интегралом3 

7Г 
2 Л 

О 

2 

(3.29) / - / » / . — — 

о о y ( r 4 - r ' ) 2 + a: |-4rr 'sin 2 v? 

Внутренний интеграл вычисляется просто; после этого имеем 

/ = а • Б - £^/^75 - Л , (3.30) 

где фигурирует интеграл, который и представляет теперь главные трудности, 
7Г 
2 

г / о 1 ^ + rcos2<p + Rad 
h=r I сое2^In dy>j (3.31) 

r cos2^+yr^ + z f 
и для краткости введено обозначение 

Rad = yjR2 + г 2 + х 2 4- 2Rrcos2<p. (3.32) 

Далее понадобятся величины 

а 2 = (Я + г ) 2 + ж 2, Ь2 = (Я - г ) 2 + я 2 . (3.33) 

Интеграл Д из (3.31) берём по частям и приводим его к виду 
/ 1 = / 2 + /з + / 4 , (3.34) 

где 
7Г 

h - - г 2 / 9 - -§ ( v ^ T 5 - w ) ; (3.35) 
J у/г2 + #§ 4-г cos 2^ ^ \ v / 

г -^2 ? sin 2 2y?rfy? 
/ з ~ г у л Т Т ^ Т Ш ' ( 3 3 6 ) 

sin22y?<fy> 
Rad (Я + г cos2y> + Rad)' 

Для нахождения h числитель и знаменатель в нём домножим на R + г cos 2<р — Rad и 
исключим затем sin 2 2(р из числителя. Часть интегралов тоща берётся, и мы получаем 

/ 3 = - f Я + а • Е (fc) + f f j * 3 ' - (3.38) 
^ z v r 2 + х\ 

3 Далее обозначения интегралов через l\, I2 предназначены только для данного подраздела. 
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где 
7Г 
2 

г 2 sin 2 2у? + ж?' 
о 

а модуль 
к ~~ а * 

Для взятия /3 заменим у? на новую переменную х 

х = Rad = yjR2 + г 2 + х§ 4- 2Дг cos 2</>, 

так что 
Х2_ Д2^ Г2^ Х2 ^ - X 2 ) (х 2~6 2) cos 2^ = — ; sin2<p 

2Яг ' — 2 Д г 
xdx xdx 

2Rr sin 2^ ^ ( a 2 - x 2 ) (x 2 - 62) 

Приводим I3 к виду 

Я = 4 Я 2 / ^-т 
J (а2 - х 

где а 2 и /?2 — корни квадратного уравнения 

3 w У (а2 - х2) (х2 - /?2) V(а2 - х2) (х2 - б2)' ь 

х4 - ( а 2 + Ь2) х2 + а2Ь2 - Ш2х2

3 = О, 

вида 

(0>) = \ [в* + 6 2 ± V ( f l 2 - 6 2 ) 2 + 1 6 i ? 2^] = ( Д ± \ / г 2 + ^ ) ' 

Представляя 

находим 

(а2-х2)(х2-02) 

V _ 4 Д У 

1 f а2 Р2 \ 
а2 - fP \а2 - х 2 р-х2)' 

(Щпик) Щп2,к]\ 
\ а 2 - Ь 2 / ? 2 - 6 2 / ' а ( а 2 - / ? 2 ) 

где параметры полных интегралов третьего рода суть 

а 2 (а 2 - Ь2) _ /?2 (а 2 - Ь2) 
П 1 ~ а 2 ( а 2 - Ь 2 ) : " 2 ~ а 2 ( / ? 2 - 6 2 ) ' 

а модуль к, в силу очевидного, 

я_Уа2 - Ь2 _ 2у/Ш 
К а а > 

тот же самый и дан в (3.40). 
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Подставляя теперь в (3.38), находим интеграл /з (3.36). 
Очередь за интегралом / 4 из (3.37). Действуя, как и в случае с / з , приводим Ц к виду 

Раскрывая скобки под интегралом, находим 

- f * ( i - ^ ) - * - K W - f - " W + 

(3.51) 

2а 
К(*) + Ля^ (Я / 5 + г / б ) , 

где интегралы 

2 
А = / . ^ (3.52) 

(г 2 sin 2 2у> -f я§) Rad 

/
cos 2^d^ 

(г 2 sin 2 2<р + аг§) Rad 

о 
7Г 
2 (3.53) 

остаются пока неизвестными. 
После замен (3.41) и (3.42) находим 

h = ^[l^-(R2 + r2+xl)h], (3.54) 

поэтому входящая в (3.51) искомая комбинация двух интегралов 

Ях 2 (RI5 + rh) = y И + (Я* " 7 - 2 ~ х з ) Л] (3.55) 

выражается через уже известный нам Г3 и другой интеграл Д. Последний имеет вид 
а 

15 = 4Д 2 / d x , (3.56) 
У ( а 2 - ж 2) (х 2 - /?2) V ( a 2 - * 2 ) (х 2 - Ь2) 

и равен 

4Я 2 

/ 5 = 
\ К ( к ) \^-0*) + а 2 ( а 2 - б 2 ) " Pif-V)) • ( 3 5 7 ) о ( а 2 - /?2) 

Собирая известное, находим /4 из (3.50) 

(3.58) 
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Объединяя / 2 , h, h, находим h из (3.31): 

R2 - г2 -: 
А = | ( Ы - - R 2а + ! Е <*> + 

, - / 3 + ( Д 2 - г 2 - х 1 ) / 5 2 _ _ 2 2 Д 2 6 2 fn[m,fc] _ П[п 2,А:]] 

+х2
3(д2-г2-х2) 2 Д 2 I K ( fc)f-L--0 + fc2n[ni'fcl - 9п[П2'Ц \ 

3 1 3 j a ( a 2 - / ? 2 ) \ W \ a 2 /32) +

а*(а2-Ъ2) |ЗЦf32-Ъ2))^ 
(3.59) 

В итоге, с учётом формулы (3.11), получим пространственный потенциал однородного 
круглого диска 

в виде 
Слиска (г, х3) = 4GaI (3.60) 

VWa (г, х 3 ) = 4G<7 ^ - | х 3 + Л
2 - г2 - х2 

2а 1 + 
4Д 2а 

K(fc) + fE(fc) + 

+х 2 ^ Щпик] 

a 2/? 2 / " v v ' 2 

Щп2,к] 

(а2 - Ь2) (д + (Р2 - Ь2) (д- v / ? 1 ^ ^ ) J J 

(3.61) 

В частных случаях: на оси симметрии (при г = 0) и в плоскости хз = 0 мы легко 
приходим в (3.61) к известным нам выражениям потенциала однородного круглого диска. 
Вообще, в этой книге выражение потенциала однородного круглого диска получено тремя 
разными способами (применение в этой книге принципиально разных способов — это не 
самоцель, а важный способ проверки более общих формул!). Здесь тонкий момент: три 
выражения ((3.61), (9.56) и (9.67)) различаются по форме; тем не менее, все они описывают 
пространственный потенциал однородного круглого диска и эквивалентны друг другу! Т 

З а д а ч а 3.5. Доказать эквивалентность выражений (3.61),(9.56) и (9.67). 
Разумеется, сказанное выше доказывает также справедливость общей формулы для 

потенциала неоднородного диска (3.11). 
В § 9.10 будет дан метод нахождения эквигравитирующих мнимых стержней для неод­

нородных круглых дисков. 

§3.3. Широкое кольцо или диск, заполненные розеточной орбитой или 
множеством кеплеровских эллипсов 

3.3.1. Введение 

Ещё Гаусс в 1814 г. в теории вековых возмущений предложил применять метод, не тре­
бующий разложения пертурбационной функции по степеням эксцентриситетов и наклонов 
орбит. Суть метода Гаусса — в остроумном усреднения массы возмущающей планеты. Ее 
орбита заменяется материальным эллиптическим кольцом, линейная плотность которого /х 
(масса на единицу длины) пропорциональна времени dt прохождения телом данного участка 
орбиты. Другими словами, линейная плотность колечка обратно пропорциональна скорости 
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тела в данной точке орбиты. Полная масса эллиптического гауссова кольца совпадает с 
массой самого движущегося тела. Данный метод позволил уверенно вычислять вековые 
возмущения первого порядка. 

Пространственный потенциал отдельного гауссова кольца в точке (г, хз) даётся 
интегралом 

2*г 
4>(r,V,Xz) — N / : 

J (1 + ecost/) v<*cos2 v' + 
dv' 

• /Jsinv' cost/ H- 7 cos г/ 4-<Jsinv' + /x 
, (3.62) 

где 
e2(xl + r2) r r 2е(я§ + г 2 ) r 

a = 2 - е cost;; в = —2-е sin v; 7 = 5 2-cosv; 
P 

* = -2§sint ; ; + p = a ( l - e 2 ) ; N = ^ x / T T 

(3.63) 

В частном случае кругового кольца всё значительно упрощается: кольцо становится одно­
родным, причём при е = 0, v = О, а = 0 = 0 интеграл (3.62) легко берётся, см. формулу 
(3.4). Однако для эллиптического кольца интеграл (3.62) не выражается через какие-либо 
известные функции4. 

Учитывая сложность задачи с отдельным кольцом Гаусса можно было бы заранее по­
считать бесперспективным любое усложнение данной задачи. Однако это не так: как мы 
сейчас покажем, конфигурация из очень большого числа таких колечек, образующая сплош­
ное неоднородное широкое кольцо, поддается анализу! 

Подчеркнём, что сейчас речь идёт о более 
общей, нежели у Гаусса, задаче. 

Дана система из одинаковых компланарных 
эллиптических орбит, имеющих один и тот же 
фокус, равномерно распределённых по азиму­
тальному углу оси апсид. Методом, указанным 
выше, масса каждого из движущихся по эллип­
сам тел (считаем массы всех тел одинаковыми) 
«размазывается» по соответствующей ей орби­
те и получается совокупность гауссовских эллип­
тических колечек. Переходя к пределу большого 
числа таких колечек, мы получим материальное 
неоднородное широкое круговое кольцо. И здесь 
важно заметить: именно такое широкое кольцо 
(или даже сплошной круглый диск) получается 

также в результате определённого ниже двумерного усреднения массы пробного тела, дви­
жущегося по известной в физике и астрономии розеточной орбите. Поэтому знание гра­
витационные свойства таких колец или дисков в небесной механике оказывается столь же 
важным, как и в случае с одномерным гауссовым колечком. 

» r/r. 
Рис. 27. Плотность в кольце, заполненном 
розеточной орбитой 

3.3.2. Постановка задачи 

Мы исходим из классического интеграла энергии в задаче двух тел. Бели центральная масса 
М достаточно велика, то интеграл энергии для малого, движущегося по кеплеровскому 
эллипсу тела имеет вид 

4 Однако частные производные от потенциала кольца Гаусса всё же выражаются через эллиптические интегралы 
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r;2 = G M ( £ - i ) . (3.64) 

Так как движение плоское, квадрат полной скорости тела есть сумма двух составляю­
щих 

v2 = v? + vl (3.65) 

причём азимутальная компонента скорости находится из закона сохранения углового мо­
мента материальной точки (е — эксцентриситет эллипса) 

WQ = VGMy/a{l-e2). (3.66) 

Подставляя (3.66) в (3.65), а последнее в (3.64), найдём радиальную компоненту скорости 
тела как функцию г 

УШу/{га-г) {т-тр) J r a = a ( l + e), 
vr = —7= 1 S v (3.67) ry/a \ rp = a (1 - e) 

В кольце на расстоянии (г, г + dr) от притягивающего центра движущееся тело находится 
в интервале времени 

dt ~ доля*. r d r (3.68) 
у/{га -г){г-гр) 

Составим теперь отношение dt к площади этого элементарного колечка 2nrdr; тогда, имея в 
виду уже множество указанных эллипсов с равномерно распределёнными по азимутальному 
углу линиями апсид, будем интерпретировать (в вековом приближении!) это отношение как 
поверхностную плотность 

<т(г) = - — = £ — — (3.69) 
V ( r a - г) (г - гр) 

неоднородного материального широкого кольца с внешним га и внутренним гр радиусами. 
На краях кольца плотность обращается в бесконечность (рис. 27), однако масса данного 
кольца конечна и легко вычисляется: 

= 2тгС / rdl = = ir2C(ra + г р ) . (3.70) 
J V ( r a - r ) ( r - r p ) 

Это соотношение позволяет выразить постоянную С через массу диска. Подчеркнём, что 
именно такое кольцо (или даже сплошной круглый диск) будет заполняться со временем и 
при движении отдельного тела по розеточной орбите. 

3.3.3. Пространственный потенциал кольца 

Итак, рассмотрим «изготовленное» двумя указанными выше способами материальное ши­
рокое кольцо с поверхностной плотностью (3.69). Найдём его гравитационный простран­
ственный потенциал. Для этого обратимся к общей формуле для потенциала плоского тела 
(1.22). Декартовы и цилиндрические координаты пробной точки и точки интегрирования 
связаны выражениями 

Xi = rcos0, х[ = r'cosfl, 
Х2 = т sin 0, х'2 = r'sinfl, (3.71) 
Хз = Хз, Хз = 0. 
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Применим здесь следующий упрощающий приём: ничего не теряя в общности, в этих 
формулах можно положить 0 = 0, так что расстояние между указанными точками будет 
равно 

D = у/г2 + х\ + г'2 - 2rr' cos 0'. 

Тогда потенциал кольца (1.22) записывается так: 

„ ( г , з д ) « с . < 7 t—fgL= Г—=Ж= 
J у/(Га ~ Г1) (г> - Г Р ) J s/r2 +Xi + Г'2 -rp О 

Внутренний интеграл здесь равен 

2rr' cos О* 

(3.72) 

(3.73) 

4г'г : / ^ = 4 . к ( / 
/ V 2 + *§ + r ' 2 - 2 r r ' cos в' 0 г + г / ) а + а л \]j (г' + г ) 2 + х2 

(3.74) 

где К(...) есть полный эллиптический интеграл первого рода. Следовательно, приводим 
выражение потенциала кольца к виду 

Го 

<p(r,x3) = 4G-C J 
r'dr1 

v/(r 0 - r0 (г* -
— , 1 - Т С Л / ^Zl l IZY (3.75) 

г Р ) ^ + г )
2
 + ж2 VV(r' + r) + *§/ 

Первая форма потенциала 

Делая в (3.75) замену переменной интегрирования 

Г — S111 (3.76) 

после некоторых упрощений преобразуем (3.75) к виду 

? (Га-Гр . Га+Гр\ I I /Г а - Гр . Г а+Г р\ 

/ , • К I л I гт; о V>(r,*3) = 4 G - C J 
V-R2 + *з N Л 2 4-х? 

где для краткости обозначено 

Д(7,г) = 7*а + Гр 

•sm7+ — г Ы. 

(3.77) 

(3.78) 

Такая форма потенциала кольца данного типа весьма компактна и удобна для численных 
расчётов. 

Вместе с тем, для изучения частных случаев выражению пространственного потенциал 
кольца (3.75) можно придать и другой вид. Но достигается это ценой весьма сложных 
преобразований. 
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Вторая форма потенциала 

Вернёмся к (3.75) и заменяя К (...) его стандартным интегральным представлением, при­
ведём выражение для потенциала кольца к виду 

р (г, хз) = 4G • С 1 r'dr' 7 , d l . (3.79) 

£ у/(Га-г')(г'-Гр) J v/ (r, + r ) 2 + r c 2 ^ 4 r , r s i n 2 7 

Во внутреннем интеграле квадратное алгебраическое уравнение под знаком последнего 
радикала 

г ' 2 - 2rV (2sin 2 7 - 1) + г 2 + х\ = 0 (3.80) 

имеет комплексные корни 

г' = - г cos 27 ± iyjr2 sin 2 27 + х§, (3.81) 

то выражение (3.79) запишем в требуемом для анализа виде 

V (г, хз) = 4G • С [ dj [ r'dr' (3.82) 
У У V(r a - г') (г' - гр) [г' - (А + iВ)] [г' - (Л - iB)] 

где 

Л = - г cos 27; 13 = yjr2 sin 2 27 + х§ . (3.83) 

Далее внутренний интеграл в (3.82) заменой 

t g 2 | = £ 2 * ! ^ (3 .84 , 

I COS 02 Г' - Гр 
где 

tg01 = ^ A tg02 = ^ f A t g0 2 <tg0 b * 2 <t f l , С 3 ' 8 5 ) 

может быть приведён к виду 

i = М / у ^ == = 5 / у ^ = . С 3 - 8 6 ) 
•> Vl-fc2sin20 * ^ \/l-fc2sm20 
"Я" U причём модуль здесь 

P = s i n 2 £ L ^ . (3.87) 

Кроме того, из (3.84) находим величину г' как функцию от переменной 0: 

о Й 
Га COS 01 + Гр COS 02 tgZ к 

г' (0) . (3.88) 
cos 011- cos 02*Б 2 
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Выразив здесь 
2в = 1-cosfl 

6 2 l + cos0' 

запишем г' (в) в необходимом для интегрирования виде 

COS 01 COS 02 r'(0) = 6 - 2 ( r e - r p ) 
(cOS0i-COS0 2 ) 2 a + C O S 0 ' 

где 

COS 01 + COS 02 ^ л 

а = — < -1, 
6 = 

COS 01 — COS 02 
raCOS0i +rpCOS02 

COS 01 — COS 02 
Ввиду очевидного 

вместо (3.89) имеем 

3

2 - 1 = 4 COS 01 COS 02 
(cos в\ — cos 0г) 2 

/ (д\ и ( Г » - Г Р ) a 2 - l 
г(в)-Ь 2 a + c a s £ > -

С учётом вида г' (в) из (3.92), интеграл (3.86) принимает вид 

\Zcos0i COS 02 
в <2Ь 

т/2 

/ сШ 
\/\ - к2 sin 2 в 

±ZlL(a2-l) \ I < L = 
г \J (a + cos0) V l - f c 2 s i 

ж/2 
f d£ 

{ (a-cos0)V7 

-.+ 

<</COs0l 00802 2b 

fc2sin20 

w/2 
I \/\-k2si 

IT/2 
- ( r a - r p ) ( a 2 - l ) a / — -

* (a 2 - < 

d0 

(3.89) 

(3.90) 

(3.91) 

(3.92) 

(3.93) 

{ (a 2 - cos 2 в ) Vl-k2sin2в 

Это 7 удаётся выразить через полные эллиптические интегралы первого и третьего рода 

{ 2ЙС (*) - (г. - г„)«П [ - ^ к ] } • (3.94) 

file:///Zcos0i
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Таким образом, гравитационный пространственный потенциал кольца (3.82) принимает 
вид 

1Г/2 
а ( г т \ - ^СМкмьца / / COS 01 COS 02 

^ 1 Г , Х з ) ^ т г 2 ( г а + гр)У V ^ s i n 2 2 7 + ^ (3.95) о 
x J 2 6 K ( f e ) - a ( r e ~ r p )n - _ i _ , f c ] | d 7 e 

где а и Ь из (3.90). Есть ещё полезное соотношение между а и Ь 

a + I / = _2$_ , v = I l ± l £ > i . (3.96) 
'"о "~ '"а ~ Гр 

С учётом (3.96) исключим величину 2Ь из (3.95), и тогда гравитационный пространственный 
потенциал кольца (3.82) можно представить также в форме 

( , = 4 G A ^ Т > ^ Г ^ {а ( К ft) - П Д1) + „К (k) } dr 

Л / ^ / r 2 s i n 2 2 7 + x§ 1 V W L a - 1 " W J 
(3.97) 

В силу соотношений (3.85) углы 0Х и 02 в общем случае зависят от переменной интегриро­
вания 7; то же относится и к модулю к. 

Выражение (3.97) (или эквивалентное ему (3.95)) представляет вторую форму записи 
пространственного потенциала кольца. Напомним, что первая форма была дана в (3.77). 
Хотя вторая форма выглядит даже более громоздкой, чем первая, однако это впечатление 
обманчиво; те преобразования, которые мы делали над интегралом (3.79) отнюдь не лишние 
и в некоторых предельных случаях (см. ниже) работать с выражением (3.97) значительно 
удобнее, чем с (3.77). 

На рис.28 показаны кривые равного потенциала, рассчитанные по формуле (3.77). 

3.3.4. Потенциал кольца на оси симметрии 

Если испытуемая точка находится на оси симметрии кольца Охз, то г = 0 и 

Л = 0, В = хз, cos 01 = Х з cos 02 = Х з 

а = 

J A ) W O V ^ , 

(3.98) 

Тогда подынтегральная функция в (3.97) от 7 вообще не зависит, и мы имеем значительное 
упрощение 

(3.99) 
В частности, при больших хз асимптотика величин такова: 

Л ^ О , | в | -»оо , к ( * ) - » | , П - » | . (3.100) 
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Рис 28. Линии равного по­
тенциала кольца (сечение 
кольца — жирной лини­
ей), заполняемого розеточ-
ной орбитой. Отношение 
внутреннего радиуса коль­
ца гр к внешнему га рав­
но 3 : 5. Потенциал 

4СМКОльца 
нормирован на — . 

7Г 1/Га 

Двенадцать изолиний (от 
внешних к внутренним) 
рассчитаны для потенци­
ала, начиная со значения 
6.127125 и кончая зна­
чением 15.8855 с шагом 
0.887125 

Рис. 29. Потенциал кольца на оси симметрии Рис 30. Сила притяжения на оси симметрии 
кольца. Модуль имеет максимум при некото-

хз 
р о м -

Член в квадратных скобках в (3.99) исчезает, и тогда 

* > Ы * ^ р , (З.Ю1) 

что и подтверждает правильность выражения потенциала (3.99). График функции (3.99) 
показан на рис. 29. 

На рис. 30 показана зависимость силы притяжения кольца на оси симметрии от х 3 ; 
характерно здесь наличие точки максимума силы (по модулю). 

О разложении в ряд потенциала кольца данного типа см. § 15.3. 
З а д а ч а 3.6. Попытайтесь найти потенциал диска на оси хз и прямо из выражения 

(3.77). При г = 0 имеем, казалось бы, значительное упрощение К (0) = ^ , но далее путь 
к цели преграждает интеграл 



3.3. КОЛЬЦО И ДИСК, ЗАПОЛНЕННЫЕ РОЗЕТОЧНОЙ ОРБИТОЙ 93 

2 
<р{х3) = 27гв-С / Д(7,0)^7 ( 3 1 0 2 ) 

~ 2 

где R (7,0) следует из (3.78) л/ш г = 0. Взять его — значит выполнить те преобразования, 
какие мы проделали выше над общим интегралом (3.79). 

Замечания 

Материал главы разработан автором. 
Первоисточник: Б. П. Кондратьев [21]. 
§ 3.1. Формула для пространственного потенциала тонкого круглого кольца — сравни­

тельно простая, но полезная для приложений. В следующем параграфе мы применим её для 
нахождения потенциала неоднородных круглых дисков, а в § 7.3 воспользуемся ею и для 
нахождения потенциала пустотелого кругового тора. 

§ 3.2. Хотя потенциалы неоднородных круглых дисков необходимы во многих задачах 
астрономии и физики, в общетеоретическом плане в этой области до сих пор мало что 
было сделано. Здесь, применяя формулу (3.4), впервые дано общее решение для дисков с 
произвольным распределением поверхностной плотности а (г). 

§ 3.3. Решение задачи о потенциале материального широкого кольца с плотностью 
(3.69) ранее не было известно: оно получено в работе автора [67]. На двумерный случай 
здесь обобщается идея Гаусса об эллиптических кольцах, однако в отличие от одномерной 
задачи Гаусса, двумерная проблема неожиданно оказывается более доступной для анализа. 
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Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К И Е П О Т Е Н Ц И А Л Ы 

Великолепный аналитик Кирхгоф в классической задаче о логарифмическом потенциале 
однородного эллиптического цилиндра не дал, однако, ничего нового. Потенциалы таких 
цилиндров он находил стандартным косвенным методом — из потенциалов однородных 
трёхосных эллипсоидов, устремляя большую полуось к бесконечности [18]. Другими сло­
вами, эллиптические цилиндры рассматривались у него как предельный случай трёхосного 
эллипсоида. И в этом Кирхгоф не одинок: на этот метод неизменно ссылаются и другие 
исследователи. Так обстоит дело, например, в современном руководстве [33]. Однако ука­
занный косвенный метод весьма ограничен и вообще не работает, если сечение изучаемого 
цилиндра не эллипс! 

Здесь разработан другой, более универсальный метод решения задач для цилиндров с 
бесконечной образующей. Метод этот—прямой в том смысле, что опирается он на исходные 
формулы (4.10) или (4.13); суть его заключается в интегрировании выражения логарифми­
ческого потенциала по области, ограниченной сечением цилиндрической фигуры тела. Но 
конкретное проведение вычислений требует даже для эллиптического цилиндра применения 
нестандартных приёмов нахождения интегралов. 

Напомним вначале, в чём состоит косвенный, или асимптотический метод. 

§ 4.1. Однородный эллиптический цилиндр: косвенный метод 

Дан неограниченный вдоль оси х\ эллиптический цилиндр с сечением 

Полагая этот цилиндр однородным, поставим задачу: исследовать его гравитационные свой­
ства. 

Теорема 1* Уровенные поверхности полной силы притяжения вне однородного эллип­
тического цилиндра представляются семейством софокусных с ним цилиндрических поверх­
ностей. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Выполним предельный переход а\ —• оо в формулах (6.10) для компонент притяжения 

(Fi,i*2, F3) трёхосного эллипсоида во внешней точке. Вначале убеждаемся, что F\ —> 0 и 
задача для цилиндра действительно становится двумерной. Сложнее обстоит дело с вычис­
лением двух остальных компонент силы притяжения. Делая предельный переход в интеграле 

«2 аз 
1 (а2 > а3). (4.1) 

оо 

F2 = — 2irGpa2a3X2 lim 01 ai—>oo 
(4.2) 
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в итоге получим выражение 

^ = - 4 7 ^ - ^ * 2 ( 1 -
4 + Х 

\ | а § + А 
(4.3) 

Тем же методом находим и компоненту 

Г 3 = - 4 7 Г ^ - ^ * 3 

, 1 

oj + A 
«2 + А 

- 1 (4.4) 

Формулы (4.3) и (4.4) представляют собой компоненты силы притяжения однородного ци­
линдра во внешней точке ж,-; здесь А — эллиптическая координата точки ж,-, являющаяся 
положительным корнем уравнения 

/¥•2 /у»2 
2 3 

а | + А а§ 4- А 
= 1. (4.5) 

(4.6) 

Полная сила притяжения вне цилиндра равна 

IF^ I = 4 т г С р ^ _ (y/aJ+X- y/aJ+X^j , 

где мы вновь учли уравнение (4.5). Итак, сила действительно зависит лишь от А . • 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. На поверхности цилиндра данного типа А = 0 и полная сила притяжения всюду 
имеет одно и то же значение 

= AitGp Q2Q3 
0.2 + Q>3 

(4.7) 

Теорема 2. Внутри однородного эллиптического цилиндра уровенные поверхности пол­
ной силы притяжения представляются семейством цилиндров, подобных геометрической 
границе тела. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 

Оно легко следует из того, что внутри цилиндра компоненты силы линейно зависят 
от координат. Действительно, на поверхности и внутри цилиндра выражения (4.3) и (4.4) 
сводятся (при А = 0) к 

F2 = -27Г(7/>Л2Я2? ^з = -27гОрЛзХз, (4.8) 

где коэффициенты даны в ( Ь З З ) . Тогда 

| * V i p | = 4тгСр «2 а\ 
(4.9) 

что, с учётом (4.3), и требовалось доказать. • 
В согласии с (4.8), гравитационный потенциал внутри однородного эллиптического 

цилиндра является квадратичной функцией от координат пробной точки и даётся известной 
формулой (1.32). 



96 ГЛАВА 4. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ ПОТЕНЦИАЛЫ 

§4.2. Однородный эллиптический цилиндр: прямой метод 

Вначале выведем общие формулы, на которые далее будем опираться. 

Для однородных тел с логарифмическим потенциалом формула (1.30) даёт 

<р = Gp [2тга2а3 In (2Я) 4- J], (4.10) 

где Н —> оо. Вычислению подлежит здесь только интеграл по площади сечения цилиндра 

J = — J J In ̂ (x2 - xf

2)2 + (хз - Xg)2j dx2dx*z. (4.11) 

Рис. 31. Схема к нахождению лога­
рифмического потенциала 

В случае внутренней точки выражение (4.11) 
представим контурным интегралом. Вводя поляр­
ные координаты с началом в испытуемой точке (см. 
рис. 31), а именно, х[ = х\ + £>cos0'; х2 = х% + 
+ D sin 0' и отбрасывая несущественную постоянную, 
приводим потенциал к виду 

2, *(*') 
4> = -2GpJde' J D\nDdD = 

о о 
2тг 

= -Gp J (R2 In R - d9'. (4.12) 
о 

Ho Rd6' = cos 7' • dV y так что 

4>{?2,хъ) = -Gp j ^ Й Ь й - | | cosV&L\ (4.13) 
где интегрирование проводится по контуру сечения 
фигуры. 

Выражение (4.13) можно рассматривать как некоторый аналог формулы (2.7) для 
случая логарифмического потенциала. 

Развитый выше прямой подход приложим к широкому классу задач. Например, его 
можно применять к однородным цилиндрам не только с эллиптическим, но и с более слож­
ными сечениями. И с методической точки зрения он необходим для проверки уже известных 
результатов. 

4.2.1. Внутренний потенциал 

Эта задача сводится к вычислению интеграла (4.11) по площади сечения (4.1). Исходим из 
тождества 

-21nD = 1 + £г [(х2 - я£)1п Л] + [(х3 - 4)In/?] 
дх'2 

и, подставляя (4.14) в (4.11), находим 

(4.14) 

J = тга2аз -f JV, (4.15) 
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где обозначено 

N= JJ l^[(x2-x2)lnD] + ^[(x3-x'3)^D]\dx2dx3. (4.16) 

'2 / 2 
a2 аз* 

Применяя формулу Грина (см. гл. 2, примеч. 1), получим контурный интеграл 

N= j> lnD[-(x3-x'3)dx'2 + (х2 - х'2) dx'3]. (4.17) 

12 /2 
2̂ . Х3 

2 ' 2 — 
аг аз Практическая ценность предлагаемого метода зависит от возможности выполнения инте­

грирования в последней формуле. 
Делая здесь подстановку 

х2 = а2 cos 0, х'3 = a 3 sin 0 (0 ^ 0 < 27г), (4.18) 

получим 
2тг 

N = i ^ [аз cos 0 • х 2 -f а2 sin 0 • х 3 - а 2 а 3 ] х 

о (4.19) 

de. х In ^(х2 — а2 cos 0) 2 + (хз - аз sin 0)2 

Задача сводится к вычислению определённого интеграла (4.19). Но обычным способом такой 
интеграл не берётся. Эта задача требует творческого подхода. 

Чтобы вычислить (4.19) в конечном виде, обратимся к методам функций комплексного 
переменного. Введём мнимую единицу и представим D в виде 

D2 = [(х2 - a 2 cos 0) 4- г (хз - аз sin 0)] • [(х2 - а 2 cos 0) - i (хз - аз sin 0)]. (4.20) 

Обозначив комплексную координату испытуемой точки через 

z = x2+ix3y (4.21) 

запишем 
In D2 = In [a2 cos 0 + га 3 sin 0 - z] 4- In [a2 cos 0 - ia3 sin 0 — z*], (4.22) 

где * — символ комплексного сопряжения. Интеграл (4.19) принимает форму 
2N = - a 2 a 3 {Ri + flj) + a 3 x 2 (R2 + Д£) 4- a 2 x 3 (Д 3 + #5) i ( 4 - 2 3 ) 

где 

Ri = У In (a 2 cos 0 + га 3 sin 0 - z) с!0, (4.24) 
о 

2тт 

R2 — J cos 0 In (a 2 cos 0 4- га 3 sin 0 - z) d0, (4.25) 

о 
2тг 

О 
Итак, требуется взять интегралы Д 2 и Дз. 

Аз = j sin 0 In (a 2 cos 0 4- газ sin 0 - z) d0. (4.26) 
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Вычисление интеграла (4.24) 

Перед нами стоит непростая задача, и в лоб она не решается1. Будем рассматривать этот 
интеграл как функцию параметра z. Производная от него по z равна 

dRi f 

dz J 

2тг 
dJB 

a2 cos в -f газ sin в - z' 
о 

(4.27) 

С помощью формул 

приводим (4.27) к виду 

cos в = ?—±r—; * sin в = - — ^ — (4.28) 

dQ 
dz 

l=2i<£ ; г - ^ , (4.29) 
/ (аг + аз) и - 2ги + {а2 - а 3 ) 

где и = егв и интеграл берётся по единичной окружности. Корни квадратного уравнения в 
знаменателе равны 

а2 + а3

 4 7 

При нахождении внутреннего потенциала цилиндра пробная точка z должна находиться 
внутри исходного эллипса. Легко понять, что корни и\>2 лежат тогда внутри единичной 
окружности. Учитывая это, находим вычеты подынтегрального выражения (4.29); они равны 

res/=——L=—; (4.31) 
u="i 2y/z2-al + di 

res / = 1 (4.32) 

Сумма вычетов (4.31) и (4.32) равна нулю, и в итоге получим 

^ 1 = 0. (4.33) 
dz 

Этот результат удивителен: интеграл (4.24), оказывается, вообще не зависит от пара­
метра 2, что изначально было вовсе не очевидно. 

Ввиду важности результата (4.33), докажем его ещё и другим способом. А именно, с 
помощью замен (4.28) представим подынтегральную функцию в (4.27) в виде 

/ = s * ( 4 - 3 4 ) 
(а2 + а 3 ) егв + (а 2 - а 3 ) е~гв - 2z 

и разложим её в ряд по степеням е~гв 

оо 
/ = £ > „ е - " * (4.35) 

71=1 
1 Найти вычет подынтегральной функции в (4.24) не удаётся. 
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Подставляя ряд (4.35) под знак интеграла в (4.24) и учитывая, что 

J e~inede = О (n = 1,2,...), (4.36) 

о 
мы вновь приходим к выводу (4.33). 

Таким образом, основываясь на замечательном свойстве (4.33), при вычислении инте­
грала (4.24) величину z под знаком логарифма можно положить равной нулю. Тогда находим 

2тг 

Ri (z) = Ri (0) = J In (a2 cos в 4- m 3 sin в) d6 = 

тг/2 

= 2 J In (a£ cos2 в 4- a 2 sin 2 0) d0 = 2тг In 2* + * ^ 

(4.37) 

Следовательно, 

fii-h Я? = 4 т г 1 п а 2 ^ а з . (4.38) 

Вычисление интеграла (4.25) 

Вначале интегрируем его по частям. Проинтегрированный член исчезает, и мы получим 
2тг 

= у a 2 s i n 2 g - m 3 s i n g c o S ^ g 

у а2 cos 0 4- газ sin в - г о 
Интеграл (4.39) можно представить в таком виде 

27Г 27Г 

д 2 (2) = а 2 / У г У" созбШ ( 4 4 0 ) 

у й 2 cos 0 4- газ sin в — z J а2 cos 0 4- газ sin в — z о о 
Но первый из интегралов в (4.40), который мы обозначим через Р , равен нулю: 

dRi lz) 
Р=--ЛП = 0, (4.41) 

поскольку по доказанному выше R\ из (4.24) не зависит от z. Следовательно, вместо (4.40) 
останется только интеграл 

2тг 

Я 2 (*) = -z ( п

с о Ш в . а . (4.42) 
J а2 cos 9 4" газ sin в — z о 

Подынтегральную часть в (4.42) с учётом подстановок (4.28) можно представить в виде 

ei0+e~ie = 1 i f g с~ш (443) 
(a2 + a3)eie+ (a2-a3)e-ie-2z <*2 + a 3

 n 

Но в силу (4.36) интеграл от ряда в (4.43) тоже равен нулю, так что 
2тг 

а2 + а3 

R2(z) = - ^ z . (4.44) 
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Таким образом, находим 

Д2 + Д2 = х2. (4.45) 
1 а2 + аз ' 

Вычисление интеграла (4.26) 

Поступая аналогично и с Д 3 (>г) из (4.26), находим 

Д з + Яз = - ^ * з . (4.46) 

Объединение (4.38), (4.45) и (4.46) даёт величину N из (4.23) 

* , _ f c { ^ t a « 4 S + _ 2 _ * + _ 2 _ ^ } . <4.47) 

Подставляя это N в формулу (4.15), в итоге приходим к выражению для внутреннего потен­
циала эллиптического цилиндра 

Йнутр (*2, хз) = nGp ^2а2а3 In - Л 2 х | - Л 3 х ^ , (4.48) 

где коэффициенты А2 и Аз даны в (1.33). 
Формулы для потенциала <р из (4.48) и (1.32) эквивалентны. 

4.2.2. Внешний потенциал 

Вновь обращаемся к вычислению интеграла (4.11), но действуем теперь иначе. С учётом 
(4.21), запишем D в виде D = \J{z- z') (z* - г'*). Тогда 

J = - jj [In (z - z1) + In {z* - z'*)\ dx'2dx'3 = Re J , (4.49) 

где 

Ho 

J = - 2 ^ In (z - *') а ^ а У 3 . (4.50) 
5 

ln(z - ^') = lnz + In ( l - т ) > ( 4 5 1 ) 

так что для случая внешней точки, т. е. при условии 

^ <1 (4.52) 

логарифм можно разложить в ряд 
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и представить ( 4 . 5 0 ) в виде 

оо 
Z~m 

т 
m=l 

J J z,mdx'2dx'3 

. s 

Формула ( 4 . 1 0 ) примет вид 

s s f c s ~1п ( 2 Я ) = - 2 l n & + ® + d ^ R e J -

Чтобы найти сумму J из ( 4 . 5 4 ) , рассмотрим вспомогательный интеграл 

I = II Z'MDX*DX'*-

S 
Преобразуем его к контурному 

/ = J J (х2 + 1Х3)Ш dx2dx3 = <j> (x2 + г х з ) т + 1 dx3, 
s 

и после параметризации уравнения эллипса ( 4 . 1 8 ) приводим к такому 

2тт 

/ = —^Ц- / (а2 cos в + га 3 sin 0 ) m + 1 cos Odd. m+1 J 
о 

Здесь мы имеем дело с интегралом вида 

1 = J(Acos9 + Bsin0)N cos9d9 (N - нечётное), 
о 

который берётся смещением начала отсчёта по 9 и оказывается равным полиному 

, Л (А2 + В2)% • 2тг— 

Следовательно, 
г а 3 / 2 2 \ Т г» V"* "т АУ ; 

* = 7 Т а 2 [йо - а з ) 2 ' 27Г- — 
m + 1 v 2 з ; ( т + 2)! 

^ . Л д ? - ^ ? . , > + 1> ! !, 
II' 

и после преобразований этого выражения получим 

г л ^2i/ л и 
I = na2a3j^-ja , 

где 
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причём биномиальный коэффициент равен 

г- - М [ 

2 V ' W 

Тогда сумма (4.54) записывается в виде 

J = тго2аз > —,——тх 

с комплексным х = Очевидно, при условии (4.52) выполняется 

(4.64) 

(4.65) 

Для нахождения суммы J используем вспомогательный ряд 
оо 

J\ = ^ C^vxv — 

с помощью которого J можно представить в виде 

г ( г \ 
J = 7га2а3 / I I (J\ - 1) dx j dx. 

о \o 
Таким образом, мы находим 

J = 7га 2а 3 

А так как 

1 , л/1 - 4.x , 1 - V I - 4х 
- l n x - f + 1п У 2.т 2х 1 + ^1 - 4 х 

l i m 
я—О 

1 УГ-4х , , 1-ч/Г-4х 
-т ; 1пх— Ып 

2z 2х 1 + VI - 4 х 

= - l + 7П, 

то величина J оказывается в итоге равной 

J = 7га 2а 3 

. , V I ~ 4т - 1 , 1 - V I - 4х 
1 - 7 г г - 1 п ж + - hln 

2х 1 + VI ~ 4х 

(4.66) 

(4.67) 

(4.68) 

(4.69) 

(4.70) 

(4.71) 

Теперь необходимо подставить найденное выражение J из (4.71) в (4.55). Делая это, 
после преобразований получим искомый внешний потенциал однородного эллиптического 
цилиндра 

у/а: 2 - п2 

2 "3 

(K-l)(x2-x2)-2L\x2x3\ 1 (К - I) 2 + L2 

Ч и п h "7 111 • 

(4.72) 

4 (К + 1)2 + Ь2)' 
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где обозначено 

K = J*±±.,L = J * ^ , (4.73) 

R = Va2 + б2; 
1 - 4 а Х ' 

6 = 8а 

г 4 ' (4.74) 

х 2 хз | 

Здесь г 2 = х 2 + х§. Кроме того, 

V I -Ах = К + iL, (4.75) 

и имеют место вспомогательные тождества 
\2 . т2 (К - \у + L2 = 1 - 2К + R; 

(К + I ) 2 + L2 = 1 + 2К + R; 
(4.76) 

Формула (4.72) решает поставленную задачу. 
Заметим, что внешний логарифмический потенциал однородного эллиптического цилин­

дра (4.72) может быть представлен также в виде 

Увнеши (х 2 , х 3 ) = 2irGpa2a3 /in 4 Я " ^ 

(4.77) 
x l - _ х | ЛГ(1 - Д ) г 4 _ 1 1 + R + 2K 

4 (4-а2)2 4 П 1 + Д - 2 ^ 

4.2.3. Свойства потенциала эллиптического цилиндра 

Заметим следующее. 
а) Хотя внешний потенциал (4.72) и был получен нами при ограничении (4.52), т. е. 

при г > а 2 , тем не менее сам потенциал не терпит разрыва на круге этого радиуса. 
Таким образом, потенциал (4.72), как и (4.77) существует всюду во внешнем пространстве 
эллиптического цилиндра. 

Далее: 
б) На границе цилиндра потенциал не терпит разрыва и внешний потенциал (4.72) 

сшивается с потенциалом внутренним (4.48). 
З а д а ч а 4.1. Доказать утверждение (б). 
в) Во внешней точке потенциал цилиндра (4.72) удовлетворяет уравнению Лапласа; 

внутренний же потенциал (1.32) удовлетворяет уравнению Пуассона. 
З а д а ч а 4.2. Доказать утверждение (в). 



104 ГЛАВА 4. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ ПОТЕНЦИАЛЫ 

г) Компоненты силы притяжения во внешней точке эллиптического цилиндра, согласно 
(4.72), оказываются равными 

F2 = - 4 T T G > а2аз х2 [1 - S], 

F3 = -4nGp-p«L-X3 

CLn — at 
i - 1 

(4.78) 

где 

З а д а ч а 4.3. Доказать, что выражения (4.3), (4.4) и (4.78) эквивалентны. 
Решение. Для этого сначала надо доказать вспомогательное равенство 

(4.79) 

5 = 
а 2 + A а2<52 - 03 
_ _ т .е .А= . (4.80) 

Остальное очевидно. • 

4 . 2 . 4 . Цилиндр с круглым сечением 

В пределе аз —• а2 эллипс сечения превращается в круг с радиусом R. В этом случае 
внутренний потенциал (4.48) принимает вид 

(г) = «Gp (2R* In ЫВ. _ . (4.81) 

Внешний логарифмический потенциал однородного круглого цилиндра следует из вы­
ражения (4.77): 

^„e I 1 1 „W = 27rG / > J R 2 ln^. (4.82) 

При сохранении массы на единицу длины М = npR2 этот потенциал не зависит от радиуса 
сечения цилиндра R. Следовательно, все такие цилиндры, включая и бесконечно тонкую 
нить, — эквигравитирующие. 

§ 4.3. Однородный цилиндр с лемнискатным сечением: 
внутренний потенциал 

На этой задаче, изложенной далее в двух параграфах, покажем, как работает предложенный 
выше прямой метод в тех случаях, когда цилиндр имеет более сложное, чем эллипс, сечение. 
Перед нами — однородный цилиндр с сечением в форме лемнискаты! 

Некоторые формулы для лемнискаты 

Лемниската,2 открытая Якобом Бернулли, является кривой 4-го порядка. В полярных коор­
динатах её уравнение 

2 Лемниската Бернулли — кривая, у которой произведение расстояний от каждой её точки до двух заданных 
точек (фокусов) постоянно и равно квадрату половины фокального расстояния. По форме напоминает восьмёрку 
на боку. Название восходит к античному Риму; ще так называли бантик, с помощью которого прикрепляли венок 
к голове победителя на спортивных играх. 
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г = aVcos20, (4.83) 

где для правой и левой петель лемнискаты соответственно 

-f<*<5 и - т < в < т - ( 4- 8 4 ) 

Полная площадь лемнискаты равна S = а2. В параметрическом виде форма лемнискаты 
описывается двумя уравнениями 

х[ = acos0\/cos20, х2 = asin0Vcos20. (4.85) 

Для дальнейшего существенно, что интегрирование вдоль левой петли лемнискаты заменой 
0 = 0 - 7г сводится к интегрированию по первому интервалу — ̂  ^ 0 ^ ^ при одновремен­
ной замене знака величины а в формуле (4.85), т. е. при 

х[ = — acos0Vcos 20, х2 — — a sin 0-\/cos20. (4.86) 

4.3.1. Постановка задачи 

Цилиндр с лемнискатным сечением заполним однородным гравитирующим веществом. Фор­
мулу (4.10) запишем сейчас в виде3 

з З г - ( и « н * ) - & «*> 
где N из (4.17) с интегрированием по площади лемнискаты. Высота цилиндра 2Н >̂ а, и 
далее эта постоянная рассматривается как величина, удобная для нормировки потенциала (р. 

Используя (4.85) и (4.86), после некоторых преобразований получим интеграл для N из 
(4.17): 

М = _ ^ + а Д 1 + ^ л 2 ) ( 4 . 8 8) 
а 

где введены обозначения 
i?Q = RQ + R$, 

R[ = Лх + Rt, (4.89) 

R2 = R2 ~h R2 , 
причём сами вспомогательные интегралы 

7Г 
/? 0 = ^ cos 20 In (z2 - а2еш cos 20) d0; (4.90) 

Д 1 = П j ^ b z - a e y ^ M . ( 4 9 1 ) 

Vcos20 Inz 4- ae*Vcos20 

Я 2 = f4 • J ^ I n ^ a e ^ v ^ o g ^ ( 4 9 2 ) 

Vcos20 In2 + ae*Vcos20 

3 Для лемнискатного цилиндра оси декартовых координат имеют индексы «1» и «2». 
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Здесь z = х\ +гх2 (г — мнимая единица), х\ и #2 есть координаты испытуемой точки внутри 
лемнискаты. Символ << + >> обозначает комплексное сопряжение. В формуле (4.88) учтён 
вклад в потенциал в испытуемой точке от обеих (левой и правой) петель лемнискаты. 

Таким образом, поставленная задача сводится к вычислению сложных (справочники 
здесь абсолютно не помогают) определённых интегралов (4.90) — (4.92). 

4.3.2. Нахождение вспомогательных интегралов 

Преобразование интегралов До и R'Q 

Вначале рассмотрим интеграл До из (4.90). Интегрируя его по частям, при замене 

и = In (z2 - а2еш cos 20); sin 20 (4.93) 

z — a e cos 20 

имеем 

Полагая теперь 

приводим Д0 к виду 

а; = sin 20, (4.95) 

/+1 -2х>/Т^о? + 1 (1 - 2х2) r d r 

До = 21п*+ / —-Г 1 (4-96) 
У_! C + iD y/T^tf 

где введены следующие обозначения: 

С = Ь2-р2-2(1-х2); D = 2(bp-x\/l-x2^ , (4.97) 

а нормированные координаты испытуемой точки таковы: 
Ъ=£Х1; р=^х2. (4.98) 

Умножим подынтегральную часть в (4.96) на С — iD. Затем, чтобы избавиться от мни­
мости, найдём комплексно-сопряжённый интеграл Rg и сложим оба выражения; получим 

а2 

+2 

Я£ = Яо + До =21п 

^D(l-2x2)-2CxVT^ x d x 

2(b2 + p2) 

(4.99) 

C2 + Dh2 V T ^ 2 " 

Интеграл (4.99) является уже вещественной величиной. 

Преобразование интегралов R\ и R[ 

Делая подстановки 

и = ^ ж - ae'- 'Vcosg. „ = / j p | J ^ = ^^faffi ( 4 Л 0 0 ) 

2 + ae , 9\/cos2^ У Vcos20 
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и интегрируя по частям интеграл Ri из (4.91), находим 

sin0e 3 i e 

Ri = 2ш; . f4 sin 
7 - £ z2-a2 

-d6. 
i2e2iecos2e 

Вновь делая здесь подстановку (4.95) и принимая во внимание, что 

s in в — 

после некоторых преобразований имеем 

xdx 

eie - e~ie 

2i ' 

R = J - У + 1 A + i B 

1 V2J-1 C + iD Vl-x2 

где 
A = b (l - 2x2 - v x l - х-2) - px (2\/1 ~ x2 - l ) ; 

В — bx (2y/l~x2-l)+P(l-2*2-\/l - s 2 ) , 

107 

(4.101) 

(4.102) 

(4.103) 

(4.104) 

причём С и D даны в (4.97). Избавляясь от мнимости в знаменателе (4.103) и складывая с 
R*, мы вновь получим вещественный интеграл 

р ' - р _ l 0+ - л/о / АС Л- BP xdx 
R l - R 1 + R l -V2J_^ c 2 + d 2 

V I - x 2 

Преобразование интегралов R2 и R'2 

После несложных преобразований, для R2 из (4.92) имеем 

г+1 
Д 2 

1_ Г1 А±гВ 
^ У . , C + iD 

xdx 

так что 

Здесь 

В # xdx 
D2 уТ^?' 

А = р (l - 2х 2 + \/1 - ж 2 ) + 6х (2\/1 - х 2 + l ) , 

В = рх (2\/\ - х2 + l ) - Ь ( l - 2х 2 + у/1 - х 2 ) . 

(4.105) 

(4.106) 

(4.107) 

(4.108) 

Преобразование N из (4.88) 

Подставляя и з (4-99), i?'x из (4.103) и R'2 из (4.107) в (4.88) и сокращая на общий 
знаменатель, получим 

^ = / - 2 1 п 
2 ( б 2 + р 2 ) 

(4.109) 
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где интеграл I имеет вид 

т. Г 
у/Т^х* (С2 + D2) J-i V T ^ i ^ + D2) 

с дополнительными обозначениями 

(4.113) 

Т = ЬА + рА + 4 x 2 \ / l - x 2 ; Ti = bB + pB- 2х (l - 2х2) . (4.111) 

С учётом известного можно записать: 

Т = -y/l-x2C2 + СТ"; Ti = -yJ\-x2D2 + DT{, (4.112) 

где 

Т' = (р 2 + б 2) (1 - 2х 2 ) + 26рх - 2 \ / l - х 2 (1 - Зх 2 ) ; 

Т{ = х [-2 (2 - Зх 2 ) + 2 (Ь2 +Р2) VlTx2 +р2- б 2] . 

Тогда для / получим 
r+i с т , + D T , 

1=-2+ ) 1 -dx. (4.114) 
J-i у/1 - х2 (С2 + D2) 

Числитель в подынтегральной части (4.114) допускает дальнейшее упрощение 

T' = xD + T";Tl = -x + T" (4.115) 

с обозначениями 
Г " = 2 х 2 л / Г ^ 2 + (р 2 + Ь2) (1 - 2х 2) - 2 л / Г ^ 2 (1 - Зх 2 ) , (4.116) 

Т{' = - 2 х (1 - х 2 ) + 2хs/T^x 2 (Ь2 + р 2 ) - 2х (2 - Зх 2 ) . (4.117) 

В результате, 

J-i VT=t*(C2 + D2) 

Числитель в (4.118) равен 

к = С2 + D2 = F (х 2 ) - 86р • xv^l - х 2 , (4.119) 

где 

F (х 2 ) = (Ь2 + р 2 ) 2 + 4 (1 + р2 - Ъ2) (1 - х 2 ) . (4.120) 

Необходимо, однако, сделать этот знаменатель чётной функцией от х, для чего умножим 
подынтегральное выражение в (4.118) на фактор 

fe' = F (x 2 )+8bp-xVl-x 2. (4.121) 

Тогда в (4.118) все интегралы от чётных функций исчезают, и после преобразований мы 
получим 

i l = -i + I1 + (b2+p2)l2, (4.122) 
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где 
1 F (х2) • [(4s2 - 1) (Ь2 - р 2 ) + 2 (1 - 2х 2)] + Ш 2 р 2 х 2 (4д 2 - 3) 

F2 (х 2 ) - 64Ь 2р 2х 2 (1 - х2) 
dx; (4.123) 

. F (х 2 ) • [(1 +р2- Ь2) х2 - U + 2 ^ ) 1 + 16ft2p2x2 (1 - х 2 ) 
7 , = / - Ь L1 Ах (А 

Jo VT=1? [F2 (х2) - 6 4 6 W (1 - х 2 ) ] ' 
124) 

Таким образом, для N из (4.109) мы теперь имеем 

N 1 11„ 
^ = - 2 " 2 1 п 

а 2 ( б 2 + р 2 ) 
+ / i + h- (4.125) 

Нахождение интегралов 1\ и 12 

После многих преобразований подынтегральные части в 1\ из (4.123) и 12 из (4.124) можно 
представить в форме 

j, = х 4 - aix2 + bi = 1 + (fl2 - Q i ) x 2 H - 6 i -Ь2 

1 х4 — а2х2 + 62 х 4 — агх 2 + Ь2 ' 

7 1 х 4 - а х 2 + / ? ^ 1 / ( а 2 - а ) а : 2 + ( ^ - 6 2 ) \ 
2 ±хА-а2х2 + Ъ2 1 ^ х 4 _ а 2 Х 2 + б 2 J 4 « 

со следующими коэффициентами: 

_ Q{5Q + W + 1) + 3E 

(4.126) 

(4.127) 

ai = 4 (Q2 + Е) 

_ Q (4Q + Ж) + 2Д 
° 2 ~ 2 (Q 2 + Я) 

(1 + Q) (4Q + W) 
16 (Q2 + E) ' 

. (4Q + W)2 

u2 = —г г И 1б(С?2 + Я) 

Q(6Q + W + 2) + 4 £ а (1 + Q)(4Q + W) OL 

° 4 ( Q 2 + tf) ^ ~ 8(<?2 + S) _ 2 f t 1 ' 

(4.128) 

где для краткости мы переобозначили некоторые функции от нормированных координат 6 и 
р испытуемой точки 

Q = l + p 2 - 6 2 ; W = ( 6 2 + p 2 ) 2 ; S = 4 26 2p 2 . (4.129) 

С учётом вида подынтегральных частей /{ из (4.126) и 12 из (4.127) находим выражения 
интегралов 1\ и 12: 

(4.130) 

(4.131) 

h = 1 + (а2 - oi) Ф2 + {bi - Ы * i ; 

где 

/2 = 4 | f + (а2-а)Ф2 + (/3-Ь2)Ф'1 

ф 1 = ^ Ф* ; 
Jo х 4 - а2х2 + 62' 

(4.132) 
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Ф2 f1 x2rfx 
Jo х4 - d2X2 + i 

(4.133) 

Jo 
dx 

4.3.3. Внутренний потенциал 

\ / l - x2 (x4 - a2x2 + 6 2 ) ' 

fl x2dx 
Jo y/l — x2 (x4 — 1 (x4 - a2x2 + b2) 

(4.134) 

(4.135) 

Подставляя интегралы из (4.130) и (4.131) в (4.125) и затем в (4.88), после громоздких, но 
элементарных преобразований, получим следующее выражение нормированного потенциала 
цилиндра: 

+ (02 - а х ) Ф 2 - i (б 2 + р2) I f + (аз - а) Ф 2 + (/? - Ь2) Ф[ 

(4.136) 

Зависимость £>Внутр от координат испытуемой точки 6 и р проявляется двояким образом: 
в явном виде и неявно, через коэффициенты oi , «2,61,62, а, /?. Заметим, что последние 
величины входят также в интегралы Ф\> Ф2у Ф[у Ф 2 из (4.132)—(4.135). 

Важно отметить, что указанные интегралы Фь Фг, Ф[} Ф 2 из (4.132)—(4.135) выражают­
ся через элементарные функции. 

Нахождение интегралов Ф\, Ф 2 , Ф^, Ф 2 

Для этого необходимо исследовать биквадратное уравнение 

х4 - а2х2 + 62 = О, 

имеющее решение 
2 _ а 2 ± i / o | - 4 6 2 

х = 
Дискриминант здесь равен 

d=aj-Ab2 = -р2Ь2 
(р2 + Ъ2)2 + 2(р2-Ь2) 

( 1 + р 2 - 6 2 ) 2 + 46 2 р 2 
<0. 

(4.137) 

(4.138) 

(4.139) 

На оси симметрии при р = 0 и на границе лемнискаты этот определитель оказывается 
равным нулю: 

d = 0 ДЛЯ { ' 7 ° i 2 x 2 0/12 2 ч Ь ( 4 Л 4 0 ) 

Во всех других внутренних точках лемнискаты он оказывается отрицательным. Такимоб-
разом, в общем случае уравнение (4.137) имеет внутри лемнискаты комплексные корни, 
за исключением двух вырожденных случаев (4.140), где корни вещественные. Необходимо 
рассмотреть эти три случая по отдельности. 
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Первый вариант вырожденного случая р = О 
В этом случае, как мы выяснили, d = 0 и поэтому 

хА - а2х2 4- Ь2 = (х2 - 7)2 = О, 

где 

2 4(1 - б 2 ) < 

В данном вырожденном варианте 

f= 2 . , 6 2 <1; 0 < Ь < \ / 2 . 
2 \ / Ь ^ Т 

Ясно, что точка 6=1 является сингулярной. 

Теперь находим интегралы: 

Jo 
dx 

(х2-чУ = < 

ф 2 

Jo 
x2dx 

1 + _ 1 _ ь Т + 1 

2 Г 2 ( Г 2 - 1) 4 Г 3 Т-1 

г- Н — — arc tan 4: 
2 f 2 ( f 2 + l ) 2 Г 3 Т 

1 
2 (Т 2 - 1) 4Т Г - 1 

+ - — arc tan 4: 
[ 2 ( Г 2 Ч-1) 2Т Т 

(ж 1 + 2Т 2 I 

* i = f 
Jo 

dx 
3/2 

л/1 - x 2 (x 2 - 7)" 
= < 

4 Г 3 ( Г2 _ j) 

тг 1 - 2Т2 

4 f 3 ( f 2

 + l ) 3 / 2 J 
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Если мы подставим теперь полученные интегралы (4.145)—(4.148) в (4.136) и учтём 
разности коэффициентов 

( 2 - б * ) 3

 2 _ f e 2 

(4.149) 
Ь 2 ( 2 - 6 2 ) Ь 2 ( 2 - Ь 2 ) 

4 (1 - Ь2) ' " 16 ( 1 - й 2 ) 2 ' 

тогда после преобразований и дальнейших упрощений получим простую формулу 

9 = in | + * i - г £ (2 + 6 2 а: 2 ) , (4.150) 

где 

7 1П г, ДЛЯ Ь < 1 

* i = { >, (4.151) 
^ arcctgT, для о > 1 

* 2 = £ , Ь ^ 1 . (4.152) 

Второй вариант вырожденного случая в (4.140) 

В этом случае испытуемые точки находятся на границе лемнискаты. Тогда коэффициенты 
(4.128) заметно упрощаются: 

ai = | sin 2 20; a 2 = 2 sin 2 20; 
(4.153) 

6i = i sin 4 20; 62 = sin420. 

Таким образом, действительно d = a2 — 4ft2 = 0. Угол 0 изменяется в тех же пределах (4.84). 
Далее, 

х 4 - а2х2 + Ь2 = (х2 - Г 2 ) 2 (4.154) 
с 

T 2 = ^ = s i n 2 2 0 < l , (4.155) 

так что интегралы (4.132)—(4.135) оказываются такими: 
ф 1 = 2 _ + 1 l n l + sin2fl, 

sin 2 40 4 sin 3 20 1 - s in 20' 

ф = 1 1 . 1 +sin 20. (4.156) 
2 2cos220 4sin20 l - s i n 2 0 ' 

Ф; = 0; Ф'2 = 0. 
Подставляя выражения (4.153) и (4.156) в (4.136), после преобразований мы получаем 

потенциал на границе цилиндра 

~ 7г пл 11 cos 20 1 • пп 1 1 + sin 20 / А , с - ч Увнуф = - 1 cos 20 - | In - - sm 20 • In 1 _ g i n 2 g • (4-157) 
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Общий случай d < О 

Рассматривая случай комплексных корней в уравнении (4.137), введём следующие обозна­
чения: 

q4 = 62; cos а = «2 = _£2_ 1 

Ясно, что уравнение 

имеет корни 

Поэтому выражение 

2Vh 2q2 

х4 - а2х2 + Ь2 = х4 - 2g 2x 2 cos а + д 4 = О 

7i,2 = <?2e± , a. 

к = 1 1 
ж 4 - 02Ж2 + 62 ж 4 - 2д 2ж 2 cos a + q4 

мы можем представить в виде 

_ 1 ( 1 1 1 
(ж2 - 71) (ж2 - 72) 2ig 2 sina \^ж2 - q2eia ж2 - q2e l a 

Дальнейшее разложение на простейшие дроби даёт здесь 

к = 
4iq3 sin а \х — qe 2 

2q3 sin a 

qsma — xsin ^ 

-qe 2 J 

a 

^x + ge*2 x + qe %2 ) J 

g sin a -f x sin ^ 

( x - g c o s | ) + ^ 2 s i n 2 | (x + gcos | ) - h g 2 s i n 2 | 

Если мы подставим теперь к под знак интеграла (4.132), то получим 

Aq° sin а 

Тем же самым способом мы находим и выражение для функции 

2̂ 
к' = 

х4 - а2х2 + Ь2 

И в конечном итоге получим интеграл (4.133) в виде 

, v — и Ф2 = : . Aq sin a 

В формулах (4.164) и (4.165) мы обозначили 

g 2 + 2gcos£ + l 
и — sin 77 In 

2 g 2 - 2 g c o s | + l 

(4.158) 

(4.159) 

(4.160) 

(4.161) 

(4.162) 

(4.163) 

(4.164) 

(4.165) 

(4.166) 
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l - g c o s | l + g c o s | \ 
v = 2 cos ~ arctan h arctan I . (4.167) 

2 1 9Sinf qsinf j 
В отличие от Фх и Ф 2 , интегралы Ф'х из (4.134) и Ф 2 из (4.135) содержат в знаменателе 

радикал \/1 — х2, вследствие чего эти последние интегралы найти труднее, чем два первых. 
Тем не менее, и для интегралов Ф[ и Ф 2 находится способ вычисления. 
Нахождение Ф'г 

Вначале вернемся к Ф[ и представим ее в форме 

* i = Т1Г^- ( p i (Я) - Pi (-Я)), (4Л68) 2q* sin а 

где 

ос 
Рг (Я) = Г - ^ ё ^ — < 4 1 6 9 > 

Jo 

r i , g s i n a - x - s i n ^ 
ах * 

у/1 - х2 х2 - 2gxcos ̂  + q2 

От радикала у/1 — х 2 избавимся подстановкой 

! - V r ^ f ' I = TT?' < 4 ' 7 0 ) 

После преобразований получим 

Px(g) = 2 ^g sin a - s i n ^ Фх + ^gsina + s i n ^ Ф 2 | , (4.171) 

где мы ввели обозначения 
? ! = / = = — , (4.172) 

Jo сгг4 + C2t2 + С3 

ф - / 1

= — (4.173) 
Jo C1t4 + C2t2 + C3 

с коэффициентами 

Сг = 1 + 2gcos | + g 2; С 2 = - 2 ( l - g 2 ) ; С 3 = 1 - 2gcos | + g 2 . (4.174) 

Таким образом, мы сводим интеграл (4.169) к комбинации двух определённых интегра­
лов типа Фх и Ф2 из (4.132) и (4.133). Конкретно, мы имеем дело со случаем 

4 С 1 С 3 > С 2

2

) (4.175) 

когда уравнение _ 
C 1 t 4 - h C 2 t 2 + C 3 = 0 (4.176) 



4.3. ОДНОРОДНЫЙ ЦИЛИНДР, ВНУТРЕННИЙ ПОТЕНЦИАЛ 

имеет комплексные корни. Введём обозначения (см. также (4.158)) 

С l - 2 g c o s | + g 2 

Сг l + 2gcos§ + q2 
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(4.177) 

cos a = — 
1-я2 

2\JcXCZ \ / 9 4 - 2 g 2 c o s a + l 
(4.178) 

после чего с учётом решений (4.164) и (4.165) сразу получаем для интегралов (4.172) и 
(4.173) следующие выражения: 

Здесь 

Ф 1 = 
и + V 

ACxq sin a 
> v 2 — 

V — U 
4C 1 gsina 

_ q2 + 2qcos% + l 
и = sin — In = 

1 g 2 - 2 g c o s | + l 

(4.179) 

(4.180) 

v = 2cos^ arctan -
1 - g c o s | 

? s i n | 
4- arctan • 

l + g c o s | 

? s i n | 

Далее, для второго члена в (4.168) сразу имеем 

Pi = ~ ^gsina + s i n ^ Фх + sin a - s i n ^ Фг| , 

(4.181) 

(4.182) 

где интегралы Ф\ и Фг получаются из Ф1 и Фг соответственно изменением знака величины 
q. Конкретно, при 

q->-q (4.183) 
мы также имеем 

q->h С х ^ С з , (4.184) 
Я 

причём _ 
а = а; и— и (4.185) 

и v заменяется на v. Следовательно, мы имеем решения 

Фх = — ; Ф 2 = 
4Cigsina ACiq sin а 

(4.186) 

где v получается из v заменой q —* =, а именно 



Aq cos ^ 

Здесь 

P2 (q) = Г T . 
Jo V I - x 2 (ж 2 - 2gxcos | + q2\ 

./0 

сводится к 

или 
Ф 2 = L ^ L (и + 5) . (4.196) 

8 g c o s | ^ - 3 — - V J 

Здесь взаимно уничтожаются величины гГ. 

8gcos^Cig sin а 

(4.188) 
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Если теперь подставить Ф ь Ф 2 , Ф1 и Ф 2 из (4.179) и (4.186) в Р\ (q) из (4.171) и P i (-q) 
из (4.182), и затем последние в (4.168), тогда имеем 

Ф'х = - r - i — gsina ( Фх+ Ф 2 + Ф Х + Ф 2 )+ 
q*sina I \ ) 

+ s i n | ^ - Ф х + Ф2 + Ф! - Ф г ^ | , 

или, после простых преобразований и упрощений, 

2gcosf ( l + g 2 ) + g 2 - l 
Ф'х = =J-\ J- — (v + v). (4,189) 

SCiq3q cos I -sin a 4 y 

Следует подчеркнуть, что величины и в (4.189) взаимно сократились. 

Нахождение Ф 2 

Прежде всего, для Ф 2 из (4.135) мы теперь имеем 

*2 = —Цг [Ъ (?) - 2̂ (-9)] • (4.190) 

(4.191) 

Делая подстановку (4.170), получаем 

/ И « ) = 2 ( Ф ! - Ф 2 ) (4-192) 

с известными уже Ф1 и Ф2 из (4.179). Таким образом, интеграл 

xdx (4.193) 
VI-х2 (х2 + 2gicos | + g 2) 

Р 2 ( - 9 ) = 2 ^ Ф 1 - Ф 2 ) (4.194) 

с известными Ф1 и Ф 2 из (4.186). В результате мы находим 

Ф 2 = Ц- (Ф1 - Ф 2 - Фа + Фг) , (4.195) 
2<?cos| V / 
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Как нам известно, 
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?<1 , (4.197) 

тогда, как легко видеть, величины v из (4.181) и v из (4.187) определяются следующими 
равенствами 

V = 2 COS 77 ± 7 г — arctan 
l-q 

(4.198) 

„ - 2 9 s i n | 
v = 2 cos т£ • arctan —, 

2 1 - g 2 

где знак берётся в соответствии с 

+7г для sin % > О 

Следовательно, 

—я- для sin 77 < 0. 

U + V = ± 2 7 T C O S ^ . 

(4.199) 

(4.200) 

(4.201) 

нии имеем 

Подставляя здесь (v + из (4.201) в (4.189) и (4.196), после очевидных преобразова-

2gcosf ( l + ? 2 ) + g 2 - l 

s i n f 8 C i 9

3 g 3 c o s | 

i -2 
1 - 9 

s i n f SCiqq cos I 

(4.202) 

(4.203) 

Таким образом, подставляя найденные интегралы ФьФг из (4.164), (4.165) и инте­
гралы Ф^Фг из (4.202), (4.203) в основную формулу (4.136), мы получим окончательное 
выражение для потенциала однородного цилиндра с лемнискатным сечением в произволь­
ной внутренней точке. Основная формула (4.136) с двумя её специальными вариантами 
(4.150) и (4.157) и даёт общее решение поставленной задачи в элементарных функциях. 

Обсуждение 

Из предыдущих формул легко видеть, что найденный потенциал является симметрической 
функцией по отношению как к оси Ох\> так и к оси Ох2. Действительно, 

<?внутр = Йшутр (р 2 , Ь2). (4.204) 

Это свойство потенциала является прямым следствием геометрической симметрии лемнис­
каты. 
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В центральной точке 

в̂нутр — О, 
dfa 

= 0, — = 0, при Ь = р = 0, 
db dp 

(4.205) 

т. е. в центре лемнискаты приведённый потенциал и компоненты силы притяжения равны 
нулю. 

Кривые равного потенциала внутри гщлиндра показаны на рис. 32. 

Рис. 32. Кривые равного потенциала £>Внугр = const. Два семейства кривых разделены сепаратрисой 5 : 
внутри неё изопотенциали замкнутые, а вне — разомкнуты и выходят на контур цилиндра. Потенциал 
возрастает от внутренних кривых к внешним (цифры от 7 до 1) 

§4.4. Однородный цилиндр с лемнискатным сечением: 
внешний потенциал 

Дан однородный гравитирующий цилиндр с лемнискатным сечением (4.83). Его потенциал 
в точке (хьхг) даётся выражением (2.1). Расстояние между испытуемой точкой (х^Хг) и 
точкой интегрирования (х'^х^) представим так 

D = \z-z'\ = \/{z-z'){z* -z'*), (4.206) 

где 

z = xi + ixi\ z1 = x'i + ixf

2 
(4.207) 

и * — символ комплексного сопряжения. Потенциал (2.1) приводится тогда к виду 

^ - a 2 In (2Я) = -\JJ{\n{z-z') + In (z* - z'*)}dx[dx' = 

= - R e JJ\n{z- z') dx\dx'. 
(4.208) 

In (z - z1) запишем в форме 

l n ( z - z ' ) = lnz + ln ( I - Y ) ' 

и в случае внешней точки 
^ <1 
2 

(4.209) 

(4.210) 
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используем разложение в степенной ряд 

Подставляя (4.211) в (4.209) и (4.208), имеем 

- a2 In (2Я) = - R e L2 Inz - ±z~m Jf z'™dx\dx'2 

В полярных координатах для интеграла в скобках имеем 

J = J J z,rndx\dx'2 = J J rmeiw*rdrdB = J eimedO J r m + 1 d r , 
о 

или, с учётом (4.83), 

J 

После замены 

имеем 

• = -2—« /со82+ (2в)егшЧв. т + 2 у 4 7 

е г т * = cos (т0) + г sin (га0) 

J = ат+2 

т + 2 

5тг 

У cos 2 + 1 (20) cos (т0) d0 + ^ cos 2 + 1 (29) cos (m0) d0 

Г 4 
Зтг 
4 
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(4.211) 

(4.212) 

(4.213) 

(4.214) 

(4.215) 

> , (4.216) 

так как 

cos 2 (2в) sin (тв) d6 = 0. 

Подстановка 
<9 = 0 - 7 Г 

приводит последний в (4.216) интеграл к виду 

5тг 
4 

(4.217) 

(4.218) 

J cos™ + 1 (20) cos (тв) d0 = (-1)"* J cos™*1 (20) cos ( т в ) dB. (4.219) 
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Следовательно, 

пт+2 т Г cos 2 + 1 (20) cos (m6)d0. 

Полагая здесь 

получим 
т = 2IA v = 1,2,3,..., 

J = 2 Q ^ + 1 / cos"4"1 (20)cos(2i/0)d0. 

После новой замены 

имеем 

гр = 2в 

J = ^ C O S ^ 1 COS (!/• 

(4.220) 

(4.221) 

(4.222) 

(4.223) 

(4.224) 

Этот интеграл равен 

fl2(*+D (у+1)1 = up2v 
v + 1 (2и + 1)!! (2i/+ 1)!" 

(4.225) 

Подставляя J из (4.225) в (4.212), мы, с учётом (4.221), получим потенциал в виде 

в̂нешн 
2GpdA 

или же 

</>в: 

- k « - ( k - ! i | f ( f ) ] . < « * > 

- 2 ^ " 1 П ( < — J = - 1 - 2 l n - ^ + 2 R \5 l2^T jT S ' ( 4 2 2 7 ) 

где 

s — 2а2 

(Ь + гр) 

Таким образом, следует просуммировать ряд, 

(2̂ +1)! 

(4.228) 

(4.229) 

(4.230) 

который входит в потенциал (4.227). 



4 . 4 . ОДНОРОДНЫЙ ЦИЛИНДР, ВНЕШНИЙ ПОТЕНЦИАЛ 1 2 1 

Нахождение суммы N 

Чтобы просуммировать рад N из (4.230), обратимся к известному ряду 

0 0 (v\)2 22и 

( a r c S i n x ) ^ 2 X : ( 2 t / ; i

;

) ! ( t / + 1 ) x 2 - + 2 , х < 1 . (4.231) 

Дифференцируя его по х, найдём 

dx < « - » > ' - * ± f ^ T X - _ * { , + £ - M L . ( 4 Т } , (4.2,2, 

где 

«г / ,ч2 
arcsinx 

x v T ^ F £ j ( 2 i / + l ) ! 

Разделив это выражение на 4х 2 : 

arcsm х - ^ = Е 7 ^ М " - (4.234) 4 x 3

v T ^ 2 ' 4х 2 £ j ( 2 v + l)! 

и интегрируя по s = 4х 2 , получим 

Обратим теперь внимание, что в правой части выражения (4.235) стоит ряд для N из (4.230) 
при конкретных 

5 = 4х 2 = ^ — ; х = т - ^ . (4.236) 
(6 + гр) 2 Ь + гр 

Таким образом, для N имеем уже приемлемую формулу 

N = 2 I | _ й Я £ ^ _ <fe, . (4.237) 
, x V l - x 2 

которая легко интегрируется: 

[_zx<02=dx= /jnx-ilZZarceinxl , (4.238) 
У x V l - x 2 [ J 0 

так что искомая сумма будет равна 

7V = - 2 | ^ 1

Д

 x 2 a r c s m x | = - 2 arcsinx - l | . (4.239) 



122 ГЛАВА 4. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ ПОТЕНЦИАЛЫ 

Итоговое выражение для потенциала цилиндра 

С учётом (4.239), для потенциала <£Внешн из (4.227) имеем 

1, Ь2+р2 

в̂нешн — ~2 4 - Re | v T ^ ^ P } . (4.240) 

Но так как (см. (4.236)) 

A r 2 ^ = \/(b + ip)2-l = i\Jl-(b + ipf 

ТО 

arcsina: = 4 In г 
1 

Ь + *Р V (Ь + ip)' 

и выражение в фигурных скобках (4.240) равно 

1 i + i\Jl- {Ъ + ipf 
4-In : : 
t o-t-гр 

I i + iJl-(b + ipf 

После очевидных преобразований 

где 

\Jl - (b + гр)2 = \Jx - iy = К - iL, 

\T — X 

r = \Jx2 + y2\ x = l- b2+p2; у = 2bp, 

логарифм запишем в виде 

i + i\Jl - (Ь + ip)2 

In Ц — . = -ln(b + ip) + ln{L + i(l + K)}} 

так что 

b + ip 

^ / ^ ^ a x c | n £ = ( к _ iL) - I l n ( b 2 + p 2 ) - i a r c t a n 

+ | In [ i 2 + (1 + AT)2] + г arctan 

+ 

и поэтому 

Re 

+L I arctan * " t ^ — arctan ? 

(4.241) 

(4.242) 

(4.243) 

(4.244) 

(4.245) 

(4.246) 

(4.247) 

(4.248) 

(4.249) 

Окончательно, потенциал фкяешя из (4.240) выражается через элементарные функции 
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1 , пЬ2+Р2 ! ^ , L 2 + (1 + K)2 

Увнешн = ~ о 1 п л ПК 1 п " 
2 4 2 + , 4 . 2 5 0 , 

-L (arctan * — arctan 

Обратим внимание, что величины L из (4.245) и у из (4.246) имеют одинаковые 
знаки. Именно поэтому в формулах (4.248)—(4.250) при условии L > 0 аргумент ^ взят 
по модулю. 

Важно следующее: хотя формула (4.250) и была получена при условии (4.210), т. е. при 
Ь2 + р2 ^ 2, но на границе лемнискаты 

ft2+p2 = 2 (4.251) 

внешний потенциал, как легко видеть, не имеет разрыва. Следовательно, формула (4.250) 
представляет потенциал однородного лемнискатного цилиндра во всём внешнем для него 
пространстве. 

На бесконечности 

lim фшешн = -оо , (4.252) 

что при используемой нормировке и следовало ожидать. 
При «посадке» испытуемой точки на центр лемнискатного сечения, т. е. при (ft, р) —> 0, 

выполняются соотношения 

х - > 1 , у - * 0 , г - > 1 ; Д Г - » 1 , L->0 , (4.253) 

и потенциал в центральной точке равен 

lim В̂нешн = 0. (4.254) 

Разумеется, этот результат не противоречит заключению (4.205). 

§ 4.5. Логарифмические потенциалы оболочек 

4.5.1. Метод дифференциации для цилиндров 

Тонкие оболочки возникают, как мы знаем из § 2.10, при эллиптической стратификации 
сечения цилиндров бесконечной длины. Внешний или внутренний логарифмический потен­
циал элементарных цилиндрических оболочек плотности рис полуосями эллиптического 
сечения а2 ^ аз находим по формуле (ср. с (2.197)) 

dm, (4.255) 
m=l 

где ц̂ил(ж2,̂ з) есть соответственно внешний (4.72) или внутренний (4.48) потенциал 
однородного эллиптического цилиндра, причём в исходных потенциалах предварительно 
делается замена 

<А>б (ж) = 

о-2 —* а2т> <*з —• азтпаз ( т ) . ( 4 . 2 5 6 ) 
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4.5.2. Элементарный цилиндрический гомеоид 

При произвольном аз ( т ) нахождение потенциалов оболочек, и внешнего особенно, явля­
ются трудоёмким делом. В некоторых важных частных случаях вычисления всё же удаётся 
довести до конца. В итоге приходим к следующим результатам. 

Теорема 3. Логарифмический потенциал в полости однородного цилиндрического го-
меоида не зависит от координат испытуемой точки. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
В данном случае or3 (га) = 1, так что при гомотетической замене полуосей коэффици­

енты потенциала 

А2 = 2а 3 А ^ _ 2а 2 

не будут зависеть от параметра га; следовательно, при взятии производной от потенциала 
(4.48) по га в (4.255) исчезнут оба члена, зависящие от координат (х2у хз) • • 

Следствие 1. В полости двумерного однородного цилиндрического гомеоида (как тол­
стого, так и тонкого) сила притяжения отсутствует. Для цилиндрических гомеоидов, как 
и для трёхмерных эллипсоидальных, выполняется, следовательно, аналог теоремы Ньюто­
на для трёхмерного случая (§ 5.8). 

Теорема 4. Логарифмический потенциал однородного элементарного цилиндрического 
гомеоида с полуосями а2 ^ аз и массой на единицу длины Мгом во внешней точке (х2,хз) 
даётся выражением 

4>га* (Х2,Х3) = МгаиС jconst + In ̂ | } ' (4.257) 

где 

5 = 
а\ + А 

(4.258) 

а А — эллиптическая координата точки (х2,х3), являющаяся положительным корнем 
квадратного уравнения 

/у.2 /м2 
2 + 3 _ i 

а\ + А а\ + А 
(4.259) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
В правую часть общей формулы (4.255) следует подставить внешний потенциал одно­

родного эллиптического цилиндра из (4.72). Делая в последнем замену полуосей (2.192), 
получим 

<рп>м (яг>#з) = 2irGpa2asdm I 
( * § - * з ) £ - 2 | * 2 * з | ^ 

const Н s 1-

(ai-ol) 2 L d m d m 

aj-aj 

, 1.1 + R-2K 
+ 2 Ш 1 + Д + 2ЛГ f' 

(4.260) 

где К, /у, R даются в (4.73) и (4.74). 
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Все производные вычисляются в точке т = 1. Конкретно, находим 

dK 4 - а\ 

dL = Ч-Ч 
dm Дг 4 

причём здесь учитывались соотношения 

Ь = 2Kb, 

[2K\x2x3\ + L(xl-xl)], 

^ = -2(а1-4)^~Л, 
dm 

dm v 2 з ; г 4 

Подставляя производные (4.262) в (4.261), после многих преобразований получим 

VW, (*2 ) *з) = MG jconst + i In i ± | ^ M + 

,К \. , .„ ,^1-4] 2L\x2X3\I + R\ 

Разность последних членов в (4.263) можно записать в виде 

гр К_ 
~ R 

с2 ~~ х \ х<5 Д/д У»4 
1 + i R - 1 ) - G ^ - 7 f - l ^ { R - a H R - 1 ) l 

а2 а з (а?> - а§) 
Выделяя внутри квадратных скобок члены при R, с учётом тождества 

г 

можно доказать, что эти члены в сумме (которую обозначим через J) исчезают: 

х\ - х\ г 4 (1 - о) 
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(4.261) 

(4.262) 

(4.263) 

(4.264) 

(4.265) 

I = R 
4 - 4 (4 - 4)2 

= о. (4.266) 

Оставшееся от (4.264) выражение имеет вид 

гр К_ 
~ R 

1 _ х2 ~ х \ , 
г% г» I 

г 4 о r 4(a 2 + 62) 
(4.267) 

« 2 - е ! (a^-ai)2 ( a 2 - a § ) 2 

Подставляя сюда а и 6 из (4.74), после тождественных преобразований доказываем, что 

Т = 0. (4.268) 
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Таким образом, вид потенциала (4.263) значительно упрощается: 

У>п>м (х 2 ,х 3 ) = M r o M G jconst + i l n i + д + 2JT} ' (4.269) 

где величины К = К (х2, хз) и Д = R (х2,хз) даны в (4.73) и (4.74). Остаётся доказать ещё 
тождество 

(4.270) г 2 (1 + R ± 2К) = ^ + а%±у/\ + а 2 ) , 

после чего потенциал гомеоида приводится к требуемому (4.257). • 

З а д а ч а 4.4. Доказать тождество (4.270). 
Следствие 2. Поскольку внешний потенциал цилиндрического гомеоида зависит толь­

ко от А, геометрическое место точек равного потенциала даётся семейством эллипсов, 
софокусных границе (4.1). В частности, на самой границе А = 0 и (ргом обращается в 
постоянную. 

4.5.3. Элементарный цилиндрический фокалоид 

Рассмотрим элементарные цилиндрические фокалоиды. При софокусном расслоении полу­
оси промежуточного эллипса в сечении, согласно § 2.10, таковы: 

а2 —> а2т, аз —» а2 у/т2 — е2 

а масса тонкого фокалоида при т = 1 на единицу длины цилиндра 

аз Мфок = т г / } ^ | (а\ + a 2 ) dm. 

(4.271) 

(4.272) 

Рис. 33. Кривые равного потенциала внутри эле­
ментарного плоского фокалоида. Центр — неустой­
чивая седловая точка: потенциал возрастает от 
центра к поверхности в секторах с осью симмет­
рии Ох2, но убывает в секторах с осью симметрии 
Охз 

Теорема 5. Потенциал однородного элементарного цилиндрического фокалоида с по-
луосями аз < 02 и массой на единицу длины4 МфоК на внутреннюю точку (х2ухз) равен 

Ч>фок (х2,Хз) = Мфакв < Const - 2е 2 
Х2 2 •"'З 

( 1 + g ) a « 2 + * 
(4.273) 

4 Поэтому с размерностью в формуле (4.273) всё в порядке. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 

Берём внутренний потенциал однородного эллиптического цилиндра (4.48) и делаем в 
нем замену полуосей (4.271). При этом коэффициенты 

А2 (га) = v ; А3 (т) = * т , (4.274) 
т + ymz — ez т + \Jmz — ег 

в отличие от гомеоида, уже зависят от га. Применяя метод дифференциации (4.255), после 
несложных выкладок с учётом выражения массы М^к из (4.272), из общей формулы (4.255) 
получим требуемый результат. • 

Следствие 3. Согласно (4.273), геометрическим местом точек равного потенциала 
внутри фокалоида будет семейство равносторонних гипербол. 

Следствие 4. Сила притяжения внутри цилиндрического фокалоида линейно зависит 
от координат точки 

F 2 = —- х2\ F 3 = - i х 3 . (4.275) 
( l + g) (а 2 + а§) ( l + g) ( а 2 - f a 2 ) 

Направление силы гравитации совпадает с вектором градиента потенциала. При е = О 
получается оболочка кругового цилиндра, внутри которой силы отсутствуют. 

Теорема 6. Потенциал однородного элементарного цилиндрического фокалоида с по­
луосями аз < а2 и массой на единицу длины МфоК на внешнюю точку (х2) хз) равен 

Ч>фок (х2, х 3 ) = 2GM<poK (га) • F (х 2 , х3), (4.276) 
где 

, К , , ) = ^ - 4 4 + И ^ . к 1 ± | ± » . (4.277, 
у/Щ^Ц а2-а2 ( a 2 - a 2 ) 2 4 1 + 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Замена (4.271) приводит внешний потенциал (4.77) к виду 

в̂нешн ( т , х2, хз) = 2GM (га) • F (х 2 , х 3 ) , (4.278) 

где М(т) = 7гр а | ту/т2 - е2 — масса на единицу высоты цилиндра. Мы не ошиблись 
написав, что функция F(x2lx3) не зависит от параметра га: действительно, входящая в 
(4.77) комбинация а2 - а2 после замены (4.271) не изменяет своего значения. Остальное 
просто: применяя метод дифференциации (4.255), с учётом выражения массы МфоК из (4.272) 
сразу получим требуемый результат (4.276). • 

Результат (4.276) примечателен: функция F(x 2 ,X3) входит и в выражение внешнего 
потенциала (4.77) сплошного цилиндра. Следовательно, при одинаковых массах софокус-
ный слой и сплошной цилиндр одинаково притягивают внешние предметы. При разных 
массах двумерных однородных софокусных тел следует говорить о пропорциональности их 
внешних потенциалов. Вернёмся к выражению (4.276); интегрируя его от до га» > щ, 
получаем соотношения 

2GM(mx) 2GM(m2) *'' 2GM(ra<) 1 2 > 3 ) 1 ' } 

(М(гщ) есть масса г-той оболочки). Тем самым доказана следующая теорема: 
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Теорема 7. Потенциалы произвольных по размерам двумерных соосных однородных 
софокусных оболочек (как толстых, так и тонких) на фиксированную внешнюю точку 
относятся как массы этих тел. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. В частном случае п = е = л 1 1 при интегрировании в (4.276) по интерва­

лу е ^ га ^ rrti учитываются все оболочки сплошного цилиндра. Таким образом, понимая под М (га») 
массу сплошного однородного эллиптического цилиндра, приходим в (4.279) к двумерному аналогу 
классической теореме Маклорена — Лапласа5. 

Замечания 

Глава разработана автором. 
Первоисточник: [20] и [21]. 
§ 4.1. В литературе сведения о притяжении однородного эллиптического цилиндра 

неполны и разрознены. Содержание теоремы 7 представляется новым. 
§ 4.2. Внимание учёных прошлого в применении прямого подхода концентрировалось 

на эллипсоиде, а цилиндр находился в тени. Возможно, ввиду важности и принципиально­
сти темы попытки делались и для цилиндра, но безрезультатные. Так или иначе, но отсут­
ствие прямых методов в исследовании притяжения тел с логарифмическим потенциалом — 
существенный пробел в теории. Развитый здесь прямой метод нахождения потенциалов 
однородного цилиндра эффективен не только с методической точки зрения. Он применим, 
например, и к цилиндрам с более сложными, чем эллипсы, сечениями. 

§§ 4.3,4.4. Рассмотрена ещё одна задача на применение прямого метода, развитого вы­
ше. Вычисления трудоёмкие, но результат приятен: внешний и внутренний потенциалы для 
однородного цилиндра с лемнискатным сечением выражаются через элементарные функции. 

§ 4.5. Поставлены и решаются новые задачи о потенциалах тонких цилиндрических 
оболочек. Доказана теорема, являющаяся расширенным вариантом классической теоремы 
Маклорена — Лапласа для двумерных цилиндрических тел. Интересно сравнить гравитиру-
ющие свойства таких оболочек со свойствами плоских гомеоидов и фокалоидов, изученных 
в гл. 2. 

5 См. теорему 6 в главе 5. 
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П О Т Е Н Ц И А Л Ы СЛОЕВ И ОБОЛОЧЕК 

Вначале мы рассматриваем однородные (плотность объёмная!) эллипсоидальные оболочки. 
Вводится понятие элементарной эллипсоидальной оболочки1 и исследуются её геометриче­
ские свойства. Затем оболочка наполняется однородным веществом и изучаются её грави­
тационные свойства. 

Как объект исследования тонкие оболочки интересны, конечно, сами по себе. Кроме 
того, последующий их синтез позволяет получать оболочки конечной толщины и слои­
сто-неоднородные эллипсоиды в целом. Общие формулы иллюстрируются не только на 
гомеоидах и фокалоидах, но и на других типах элементарных эллипсоидальных оболочек. 

§ 5.1. Эллипсоидальная стратификация т е л 

Рассмотрим однопараметрическое семейство соосных (и, следовательно, концентрических) 
эллипсоидальных поверхностей S (т) 

А + ^ 4 ^ + ^ 4 г ^ = ™ \ (5.1) 
а\а\ (т) а^о^ (т) а з а з ( ш ) 

где параметр га непрерывно изменяется в интервале 

О ^ m m i n < m ^ 1. (5.2) 

Пусть семейство (5.1) ограничивается сверху эллипсоидом 5 (1) 

Л JI „2 Хо Хо 
Н—| Н—1 = 1; а1^а2^а3. (5.3) 

а{ а\ а\ 

Тогда функции а* (т) должны удовлетворять граничному условию 

а<(1) = 1, 1 = 1,2,3. (5.4) 

При любом допустимом га должны выполняться очевидные неравенства 

oti (га) > 0, mai (т) < 1. (5.5) 

Потребуем теперь, чтобы через каждую внутреннюю точку проходила одна, и только 
одна поверхность семейства (5.1). В связи с этим: 

а) все oti (wi) должны быть однозначными функциями от га, не имеющими точек раз­
рыва; допускается лишь конечное число точек разрыва у производных этих функций; 

1 Конечно, гомеоиды и фокалоиды были известны ещё классикам. Но подчеркнём: здесь мы говорим именно 
о расширенном семействе элементарных эллипсоидальных оболочек, где гомеоиды и фокалоиды — лишь частный 
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б) все три полуоси сцга а* (га) промежуточной поверхности S (га) должны монотонно 
возрастать с увеличением га и 

£-[таг(т)] > 0. (5.6) 

Из трёх функций cti (га) независимых будет только две (так как из трёх отношений 
полуосей эллипсоида только два отношения являются независимыми), и далее без огра­
ничения общности положим a i = 1. Полуоси промежуточного эллипсоида 5 (га) будут 
соответственно 

aira, а2т а2 (га), а$т аз (га). (5.7) 
Если ramin = 0, объём эллипсоида (5.3) расслаивается семейством (5.1) полностью, 

но если хотя бы одна из функций с*2 (га) или аз (га) обращается в нуль при некото­
ром ттт > 0 — расслоение объёма будет неполным. Далее мы встретимся со случаями 
как полного, так и неполного расслоения. 

Геометрическую форму эллипсоида S (га) будем характеризовать сжатиями и эксцен­
триситетами трёх главных его сечений 

( \ 1 "3 V"*7 , ч \ л (aj(™>)\ dj (га) 
M m ) ' ^ V W ' e V ~ V ^ / 9 ( 5 ' 8 ) 

(t,j) = (1.2);(2,3);(l,3). 

По аналогии с отношениями полуосей, независимыми из трёх являются только два сжатия 
(или два эксцентриситета). Например, 

eis (m)-ei2 (т) 
£23 ( т ) = — - — — Т Г ч — • С5-9) 

1 - £"12 (га) 

При указанном расслоении форма эллипсоида S (га) может изменяться шестью спо­
собами. С двумя из них мы имеем дело, если все три производные от эксцентриситетов 
промежуточного сечения имеют одинаковые знаки (убедитесь, что это возможно!), т. е. 

^ е ^ ( г а ) > 0 или -^ец^ (га) < 0. (5.10) 

А именно, в первом случае имеет место тотальное сплющивание поверхности S (га) одно­
временно по всем трём главным сечениям, а во втором — тотальная сферизация. Фактически 
одинаковые знаки у производных от ei2 (га) и е2з (wi) (только в таком сочетании индексов!) 
уже гарантируют тот же знак и для -у^е\з (га). Но могут быть и такие случаи эллип-
соидальной стратификации, когда вдоль серии оболочек сферизация по одному сечению 
сопровождается сплющиванием по двум другим (и наоборот). Характерным для этих слу­
чаев является то, что производные функций ei2 (га) и егз (тп) должны иметь разные знаки; 
конкртено, различаем четыре случая неполной сферизации (сплющивания): 

£ e i 2 ( m ) > 0 ) £e23(m)<0, £ e 1 3 ( m ) } > ° 0 ' (5.11) 

e i 2 ( m ) < 0 , i ^ 6 2 3 ( m ) > 0 , i k e i 3 ( m ) } <o! ( 5 1 2 ) " 
Все варианты стратификации с осевой симметрией (сфероидальных) следуют из рассмот­
ренных выше. 

Л 
dm 
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§ 5.2. Элементарные эллипсоидальные оболочки 

131 

Определение 1. Две поверхности семейства (5.1), разделённые бесконечно малым значением 
параметра dm, образуют элементарную эллипсоидальную оболочку. 

Геометрические свойства элементарной оболочки определяются видом функций а 2 ( т ) 
и а 3 ( т ) . 

Уравнение нормали к внешней стороне оболочки S (т) в точке х\0^: 

К 1 - * ) (*?)" '- (*•- '•) 
,(°) -1 

а^т2о^ (т) 
-1 (5.13) 

(т) 

Толщина элементарной оболочки в месте протыкания её нормалью равна отрезку нормали 
между граничными поверхностями, т. е. 

dr = ^Е(*Г>-*<) 2 = 

= ( * i 0 ) - * l ) 

(5.14) 

1 + 
a r ( 0 ) 4 ,<°) 

+ 
ХЮ) <4<4(т) \XW) a*a£(m)' 

где Xi — точка, в которой нормаль «протыкает» внутреннюю поверхность. Преобразу­
ем (5.14). Подставляя соотношения (5.13) в уравнение внутренней стороны S(m-dm) 
рассматриваемой оболочки, в линейном по координатам приближении найдём величину 

c r m + ( 

dx\ = х^ — х\ = 
2 / 
dlna2(m) / CL2QC2 (т) dm 

d In аз (m) 
dm 

of 

a? 

ДО) Д О 
• dm, 

a^al (т.) O3Q3 (m) 

(5.15) 

с помощью которой искомое выражение записывается в виде 

771 + 

dr(m, ж 0) = ( 
, ( ° ) 

<i2Ct2 (т) I dm 
In аг (m) + X \ J / - l n a 8 ( m ) a 3a 3(m) / dm 

\ 
x 2 

,(0) 

aloft (m) + aial (m) 

Объём элементарной оболочки и её главные моменты инерции 

4 d dV (m) = 371411 a 2 a 3^^ [m3a2 (m) a3 (̂ 1)] dm, 

•dm. (5.16) 

(5.17) 
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din (га) = ^nPaia2asai"^ [тъа2 (га) а3 (га) а2 (га)] dm. (5.18) 

Если заполнить элементарную оболочку однородным веществом с плотностью р(т), то 
масса её будет равна 

dM (m) = р (га) dV (га). (5.19) 
Далее остановимся подробнее на трёх конкретных типах оболочек: гомеоид, фокалоид 

и оболочка равной толщины на осях симметрии. 

§5.3. Гомеоид 

Гомеоид есть оболочка, ограниченная подобными эллипсоидами. Расслоение объёма эллип­
соида (5.3) на элементарные гомеоиды осуществляется при а2 (т) = а 3 (га) = 1; в этом 
случае уравнение семейства эллипсоидальных поверхностей (5.1) имеет вид 

/т»2 —2 
х 1 , х 2 , х 3 ЙПП2Ш Т + Т + "Т = m ' aj a2 

(5.20) 

полуоси промежуточной эллипсоидальной поверхности S (га) при этом просто равны а^т 
и эксцентриситеты (5.8) 

ei2 = 
\ 

1 о f е 1 3 = 
а? 

1 _ * | 
,2 а' 

(5.21) 

от га не зависят. 
Толщина элементарного гомеоида с поверхностью S (га), как это легко видно из общей 

формулы (5.16), равна 

где 
Л"гом (то) = / (га) • (5.22) 

/ ( г а , ж 0 ) = 
г(о) 

a?ra2 + а2т2 aim2 

-1/2 

(5.23) 

есть длина перпендикуляра, опущенного из центра оболочки на плоскость, касательную в 
точке х\0^ к эллипсоиду с полуосями а{т. Следовательно, согласно формуле (5.22), толщина 
гомеоида пропорциональна длине этого перпендикуляра2; в частности, на осях симметрии 
dr{ = ai dm. 

Объём и главные моменты инерции гомеоида суть 
dVroM (га) = Ьжа\а2аъ1г?dmy (5.24) 

[din (га)] г о м = i d M r o M (га) • a?ra2, (5.25) 

где dM^ — масса однородной элементарной оболочки, полученной при подстановке (5.24) 
в (5.19). 

2 Принимая такую пропорциональность за характерное свойство, мы далее распространяем понятие гомотети-
ческой оболочки и на тела неэллипсоидальной формы, см. об этом § 8.1. 
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З а д а ч а 5.1. Доказать, что косинус угла между внешней нормалью N ( ̂ , Щ, Щ-) к 
V а{ а\ аз / 

поверхности гомеоида S (1) в точке Х{ и радиусом-вектором г (xi, х2, х 3 ) пропорционален 
толщине оболочки в этой точке и равен 

соз(г ,Л0 = 1 ^ т г о м = 4 . (5.26) 

З а д а ч а 5.2. Доказать, что объём элементарного гомеоида с поверхностью 5(1), 
вычисленный по формуле 

dV (1) = Jj ы dS, (5.27) 

совпадает с величиной 47raia2a3dm, полученной из (5.24) при т = 1. 
Решение. Заметим, что элемент поверхности равен 

dS = r2dw 
cos (г, N)1 (5.28) 

где а\о — телесный угол бесконечно малого конуса с вершиной в начале координат, 
a cos(r,iV) даётся формулой (5.26). Вводя сферические координаты, уравнение эллипсои­
дальной поверхности 5(1) запишем в виде 

Тогда для объёма оболочки получаем выражение 

•к/2 я/2 

= 1. (5.29) 

dV(l)=dmJJr3du, = 8dmJ J s i n f l f s i n 2 + *L*) + " " W , 

интегрируя его сначала по 0, а затем по <р, получаем искомый результат. Т 
Расслоение эллипсоида (5.3) на элементарные гомеоиды осуществляется полностью, 

без появления особых отрезков или площадок. 

§ 5.4. Геометрические места равной толщины в гомеоиде 

Представляет интерес следующая задача. 
З а д а ч а 5.3. Исследовать геометрические места точек равной толщины элементар­

ного гомеоида. 
Решение. Искомые места представляют собой пересечение двух соосных эллипсоидов: 

эллипсоида, получаемого из формул (5.22), (5.23): 

4 + 4 + 4 = Ь г т Ы 2 - c o n s t - ( 5 - 3 0 ) 

и эллипсоида (5.3), являющегося поверхностью оболочки. Места пересечения этих двух 
эллипсоидов будут представлены кривыми четвёртого порядка. Для квадрата обратной тол­
щины гомеоида имеют место неравенства 
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i < c 2 = 
т 2 

dm 

1_ 
Умножим теперь (5.3) на с 2 и вычтем из (5.30): 

dTi™ (1,ж) 
(5.31) 

(5.32) 

^ 0 ^ 0 

Это уравнение конической поверхности с вершиной в центре гомеоида. Направляющая 
кривая такого конуса и есть линия равной толщины оболочки. Знаки коэффициентов в 
(5.32) определены с учётом неравенств (5.31). Средний коэффициент может иметь разные 
знаки: конус (5.32) будет охватывать ось Ох\ (если с < 1/а2) или ось Ох3 (если с > 1/а2). 
В промежуточном случае 1/с = а2 конус распадается на две плоскости 

I «з х3 = ±х1щ 

1 (5.33) 

проходящие через среднюю ось Ох2; соответствующие кривые равной толщины оболочки 
вырождаются в два эллипса. Рис. 34 кривых равной толщины гомеоида очень напоминает 
рисунок полодий на эллипсоиде инерции, хорошо известный в динамике твёрдого тела. 
Совершенно разные задачи иллюстрируются одним и тем же рисунком! 

Рис. 34. Семейства замкнутых кривых четвёртого 
порядка на эллипсоидальной поверхности, разде­
лённых двумя проходящими через среднюю ось Х2 
плоскими эллипсами. Расчёты сделаны по формуле 
(5.32) для семи значений параметра т и полуосях 
ai = 7, 0.2 = 5, аз = 3 

С физической точки зрения однородный гравитирующий гомеоид на эллипсоиде 
замечателен тем, что он представляет поверхностный слой равного потенциала (так 
называемый уровенный слой, см. § 5.8). Именно по этой причине электрический заряд 
в проводящем эллипсоиде «всплывает» и распределяется на его границе с поверхностной 
плотностью, пропорциональной толщине элементарного гомеоида3. Очевидно, найденные 
линии равной толщины гомеоида суть не что иное, как линии равного заряда на 
поверхности заряженного проводящего эллипсоида. Если же условиться, что каждый 
элемент гомеоида светится, это будут и кривые равной светимости. Т 

§5*5. Фокалоид 

Элементарным фокалоидом называется оболочка, ограниченная двумя бесконечно близкими 
софокусными эллипсоидами. В нашем случае для совпадения фокусов у всех трёх главных 

3 В связи с этим см. пример в § 8.4. 
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эллипсов промежуточной поверхности S (т) должны выполняться следующие соотноше­
ния: 

a i [ ( m + dm)2 - га2 J = а 2 (m + dm)2 ^а2 (т) + ~ | ^ ^ m ^ ~~ rn2ot\ (т) 

(т + dm)2 ^аз (т) + ~ ^ ~ ^ т ^ - га2 а 2 (т) 

откуда следуют дифференциальные уравнения для функций а 2 (га) и аз (ш) 

(5.34) 

ai (m) &% (га) + m-p-ai (m) am = ^ (* = 2,3). 

Решая их, находим 

Поверхность 5 (m) при софокусном расслоении имеет полуоси 

aim, aiy^rn 2 - е ? 2 ( 1 ) , aiyJm2 -е\ъ (1), 

(5.35) 

(5.36) 

(5.37) 

причём для эксцентриситетов главных сечений граничной поверхности (1) справедливо 
неравенство e i 3 (1) > e i 2 (1). Очевидно также, что 

е 2 з(1) < a 2 (га) < 1, 0 < а 3 (га) < 1, 
eis(l) 

где ехз (1) ^ т ^ 1. Эксцентриситеты промежуточной поверхности таковы: 

(5.38) 

, ч e i 2 ( l ) , , e i 3 ( l ) , ч ei2 (т) = m , ехз (m) = — — , е 2 3 (m) = 
m 2 - e ? 2 ( l ) • 

(5.39) 

Легко убедиться, что здесь мы имеем дело со вторым в (5.10) случаем, описывающим 
сферизацию поверхностей 5 ( т ) по всем трём сечениям. 

При софокусном расслоении эллипсоида (5.3) площадь, ограниченная эллипсом 

ЯГ? Я/о 
1 • + • 2 

а\е\3 (1) а\е\г (1) = 1, (5.40) 

остаётся нерасслоенной. В частных случаях вытянутого (ai > а2 = аз) или сжатого 
(ai = a 2 > a3) сфероидов этот эллиптический диск вырождается в отрезок х\ = ± \ / a i ~~ а*2 

или в круг радиусом у/а2 — a 2 4 . 
4 Уже здесь важно подчеркнуть (подробнее см. в гл. 9), что указанные нерасслоённые геометрические места в 

виде дисков и отрезков после заполнения их веществом по определённому закону плотности могут представлять 
собой эквигравитирующие тела для исходных эллипсоидов и сфероидов. 
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Толщина элементарного фокалоида с внешней поверхностью 5 (га) согласно формулам 
(5.16) и (5.36) даётся выражением 

б^Гфок ( т , х ° ) = 
(aim2 - а\ + а\)2 (а\т2 -а\+ а\)2 

dm 
.(0)2 Л0)2 .(0)2 т 

(5.41) 

+ ^ а 4 т 4 ( a?rn2 - a? + al) 2 (a\m2 - a? + a§) 2 

Толщина на осях симметрии удовлетворяет неравенствам 

a 2 mdm a\mdm 
a\dm ^ 

<*/a2ra2 - a 2 + a^ \Ja\m2 - а\-\-а\ 
(5.42) 

Следовательно, у фокалоида наибольшая толщина — на конце короткой оси, а наименьшая — 
на конце длинной (у гомеоида — наоборот!). 

В частном случае для фокалоида с границей 5 (1) из (5.41) следует 

a an a 3 

(5.43) 

Очевидно, что толщина фокалоида на эллипсоиде обратно пропорциональна длине перпен­
дикуляра Is. Согласно формулам (5.43) и (5.22), для фокалоида и гомеоида с конгруэнтными 
внешними поверхностями 5(1) толщины связаны простым соотношением 

drr0M (1) • с!гфОК (1) = const = (aidm) , 

т. е. обратно пропорциональны друг другу. 
Объём элементарного фокалоида с поверхностью 5 (т): 
эллипсоидального 

(5.44) 

dm; 

с формой сжатого сфероида (а\ — а2 ^ аз, ехз = е) 

с^фок (m) = ^ 7 r a i ^ ~ [ т 2 у / т 2 — е 2j dm. 

Объём элементарного эллипсоидального фокалоида с поверхностью 5 (1) 

а? а? 
с?Ц)ок (1) = ^а\а2а3 1 + -4- + -4 1 dm, 

(5.45) 

(5.46) 

(5.47) 

очевидно, больше объёма гомеоида из (5.24). 
5 Забегая вперёд, заметим, что именно по этому признаку в § 5.13 понятие фокалоида удаётся обобщить и на 

оболочки неэллипсоидальной формы. 

file:///Ja/m2
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Главные моменты инерции однородного элементарного фокалоида 

Wu (1)]фок = \<Ш** •«? + § Wit (1)U • (5-48) 

З а д а ч а 5.4. Вычислить объём элементарного фокалоида другим методом, используя 
формулу (5.27) с подстановкой в неё выражения (5.43). 

3 а д а ч а 5.5. Рассмотреть на поверхности фокалоида изолинии равной толщины этой 
оболочки. 

Решение. Оно аналогично решению задачи 5.3 для гомеоида. С помощью формул (5.3) 
и (5.43) найдём уравнение конической поверхности: 

al V aiJ а2 V а 2 / а з * 2 - А ) = а (5.49) 

> О ^ 0 <0 

где величина К пропорциональна толщине фокалоида и 

1 <fr+o, (1) 1 

*г * * e * ( 5 5 0 ) 

Рис. 34 иллюстрирует решение данной задачи. • 

§ 5.6. Оболочка равной толщины на осях симметрии 

Этот тип оболочки является промежуточным между гомеоидом и фокалоидом. Чтобы эллип­
соид (5.3) расслаивался на такие оболочки, функции а 2 ( т ) и аз (ш) должны удовлетворять 
дифференциальным уравнениям 

т JLа. (m) + a i (ш) = (г = 2,3), (5.51) 
am и г 

решения которых 

« 2 М = ё - Й - 1 ) 4 - « з ( - ) = ё - ( Й - 1 ) 4 - ( « 2 ) 

З а д а ч а 5.6. Вывести уравнения (5.51). 
Поверхность S (т) имеет полуоси 

aim, ai (m - e i 2 (1)), аг{т- eu (1)) • (5.53) 

Очевидно (ср. с (5.38)), 

^ S < a 2 ( m ) < l , 0 < a s ( w i ) < l ; e i s ( l ) < m < l - (5.54) 

Профили сжатий слоев задаются функциями 

£12(!) „ / _ \ _ £ 1 3 ( 1 ) , / _ч _ g!3 (1) - 1̂2 (1) 
m - £ : i 2 ( l ) 

, ч

 C12VA/ / \ с 13 К*; , ч ^13 W — 1̂2 V х ; / г с с \ 
1̂2 (m) = — £ 1 3 (т) = ——, £ 2 3 ( т ) = _ _ , 1 Ч , (5.55) 

демонстрирующими тотальную сферизацию поверхности S (т) с ростом т. 
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Расслоение на такие оболочки является неполным. Нерасслоенной остаётся площадь, 
ограниченная эллипсом 

X2 

а\е\3 (1) а\е\ъ (1) = 1. (5.56) 

В частных случаях сжатого и вытянутого сфероидов этот эллипс вырождается в круг пло­
щадью 7г (а\ — аз)2 или в отрезок на оси Ох\ длиной 2 (а\ - аз). 

Толщина оболочки рассматриваемого типа даётся выражением 

1 + г<°)2 ai — аз 

dr06 (га, х°) = 
(aim — ai -f аг) з х 2 

r(o)2 
(aim — ai -f аз) зх3 dm 

N 
2 2 

,(°) 
(aim — ai 4- аг) + 

,(0) 
п2 

(aim — ai + аз) 

m 
(5.57) 

З а д а ч а 5.7. Доказать, что толщина оболочки на осях симметрии действительно 
одинакова и равна a\dm, а вне осей всюду меньше этого значения. Попробуйте исследовать 
геометрические места равной толщины. 

Резюмируем: если гомеоид, фокалоид и оболочка заданного типа с конгруэнтными 
внешними поверхностями имеют одинаковую толщину на конце длинной оси, то для толщин 
во всех других точках выполняется неравенство 

dx™ (т) < dro6 (т) < dr$0K (m). 

При этом объём оболочки, эквидистантной на осях симметрии, 

dV« (1) = f waives ( l + + dm 

(5.58) 

(5.59) 

будет больше объёма гомеоида (5.24), но меньше объёма фокалоида (5.47). 
З а д а ч а 5.8. С помощью формул (5.18) и (5.52) найти моменты инерции однородной 

оболочки рассматриваемого типа. 

§ 5.7. Другие типы элементарных эллипсоидальных оболочек 

Естественно спросить: нельзя ли оболочку, имеющую одинаковую толщину только на осях 
симметрии, превратить в оболочку эквидистантную, т.е. в такую, толщина которой одина­
кова повсюду? Сделать это не удастся! В рамках эллипсоидальной стратификации таких 
эквидистантных оболочек просто не существует. Действительно, если внешняя поверх­
ность эквидистантной оболочки есть сжатый, например, сфероид, то внутренняя её сторона 
есть поверхность восьмого порядка. 

З а д а ч а 5.9. Докажите это! 
Есть, однако, много других способов находить новые эллипсоидальные оболочки. Вот 

один из них. Зададимся вопросом: какой должна быть стратификация сжатого сфероида, 
чтобы объём оболочек уменьшался к центру по закону dV ос km'1. В этом случае формула 
(5.17) даёт уравнение 

^ [m 3 a 3 (m)] = fcm7. (5.60) 

Интегрируя его, находим функцию 

а 3 (т) = 7711 , (5.61) 
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задающую соответствующую стратификацию слоев. Полуоси промежуточной сфероидаль­
ной поверхности и их отношение будут 

aim, а з т 7 \ п = ^ ~ т 7 2 . (5.62) 

Подстановка (5.61) в (5.16) даёт толщину такой оболочки 

1 + ( 7 - 2 ) ^ 
а\т2 

dr(m, х) = 3 m2y~3dm. (5.63) 
/ 4 т 4 ( 7 - 2 ) + £ | 

у а\ аз 

В особом случае 7 = 2 эта оболочка превращается в гомеоид. Вообще же, чтобы расслоение 
сфероида на оболочки данного типа было полным, надо потребовать 7 > 5/2. Согласно 
(5.62), при такой стратификации сплюснутость слоев е ( т ) возрастает к центру и, поскольку 
в асимптотическом пределе т —• 0, полуоси промежуточной поверхности имеют разный 
порядок малости, слои близ центра становятся плоскими лепёшками6. 

Но важно подчеркнуть, что кроме эллипсоидальных, возможны и другие типы оболочек 
(о важнейших из них см. ниже § 5.13). 

§ 5.8. Потенциал однородного элементарного гомеоида и стержня 

Известна следующая теорема. 

Теорема 1. Потенциал однородного элементарного гомеоида с полуосями а* и массой 
йМгом во внешней точке Xi равен 

оо 

V W . (Л) = \СаМгам f f . (5.64) 

Здесь А — эллипсоидальная координата точки ж», являющаяся положительным корнем урав­
нения 

Х ? + - 4 т + - 4 т = 1. (5-65) а 2 + А а 2 + А а 2 4- А 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 

В эллипсоидальных координатах поверхность оболочки задаётся условием А = 0. Учи­
тывая это, а также уровенный характер поверхности гомеоида, его потенциал во внешней 
точке надо искать как функцию одной переменной А. Это упрощает уравнение Лапласа: 

решение которого 

= 0, Д 2 (А) = (а? + A) (al + А) (а§ + А), (5.66) 

ОО 

<р(А) = const- J^Ly. (5.67) 
Верхний предел интеграла выбран из условия, чтобы на бесконечности поле исчезало; по­
стоянная же, как легко видеть, равна ^GdM^. • 

6 Такое внутреннее строение имеют, например, некоторые эллиптические галактики. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 1. В частном случае, когда а\ > а2 = аз и граничные поверхности гомеоида 
принимают форму вытянутого сфероида, внешний потенциал (5.64) выражается через элементарные 
функции 

Л M G • dMppM >АУ i d m + А + Vtf ГОм - Q2 п>м 

У>гом (л) — = = = = = 1П — ========= . (5.05) 
2 У а г Г О м - а !пш л/ а? Г Ом + л - v a i Гом - flL 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Для сжатого ai = а2 > аз тонкого гомеоида потенциал во всём пространстве 
даётся выражением 

¥>«.*». (Л) = arctg - 1-4' <5'69) 

причём на поверхности и внутри гомеоида Л = 0 и потенциал обращается в постоянную 

оо 

¥ W p = \G • d M r o M У ; (5.70) 

о 
вне же гомеоида цилиндрические координаты точки (Я, хз) связаны с эллипсоидальной координатой 
Л уравнением 

R 2 +-Т4Т = 1. (5.71) 
а? + Л аз + Л 

Теорема 2 (Ньютон). Сила притяжения внутри эллипсоидального гомеоида равна 
нулю. 

З а д а ч а 5.10. Найти геометрические места одинаковой силы притяжения на поверх­
ности однородного элементарного гомеоида. 

Решение. С помощью (5.64) находим компоненты и модуль силы 

* = 4 ^ 3 - < 2 ( 1 ) . 1*1 = Т Й З ^ - « 1 ) . (^2) 
" г 

где / (1) — из (5.23). Следовательно, искомая сила притяжения пропорциональна толщине 
оболочки в данной точке (на концах осей гомеоида сила притяжения пропорциональна их 
длине). Это означает, что на гомеоиде геометрические места одинаковой силы и одинако­
вой толщины совпадают (см. рис. 34). • 

Уровенные поверхности вне гравитирующего гомеоида суть софокусные с ним эллип­
соиды, так как потенциал зависит только от А. Но таким же свойством уровенных поверх­
ностей обладает и потенциал однородного одномерного прута (стержня). В связи с этим 
важно заметить, что два софокусных гомеоида одинаковой массы будут эквигравитирующи-
ми во внешнем пространстве (доказательство см. ниже в § 10.2, теорема 1). 

Интересен предельный случай, когда из двух эквитравитирующих софокусных гомео-
идов внутренний вырождается в эллиптический диск (исходный гомеоид имеет три оси) 
или — для вытянутого сфероида (две оси) — в однородный стержень. Последнее означает, 
что однородный стержень не является чем-то самостоятельным, а представляет собой 
предельный случай сфероидальной гомотетической оболочки. Резюмируем это. 

Теорема 3. Внешние потенциалы однородного элементарного гомеоида, имеющего 
форму вытянутого сфероида, и прямого однородного прута, концы которого совпадают с 
фокусами поверхности гомеоида, пропорциональны массам этих тел и имеют одинаковые 
уровенные поверхности. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Если длина прута 2а\ п р , то 

а1 пр = У а 1 г о м - а 2 п > м > ( 5 ' 73) 
и потенциал прута стержня даётся выражением (5.68) с учётом (5.73). • 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. При условиях теоремы 3 силы притяжения этих тел пропорциональны их массам 
и совпадают по направлению. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Силовые поверхности гравитирующего стержня суть двуполостные гиперболоиды 
вращения, ортогональные уровенным софокусным сфероидам и имеющие общие с ними фокусы. 

§ 5.9. Оболочка как бесконечно тонкий простой слой 

Однородная элементарная оболочка эквивалентна бесконечно тонкому простому слою с 
поверхностной плотностью 

a(x) = pdr(x), (5.74) 

где dr — данная в (5.16) толщина оболочки7. Поэтому потенциал оболочки в принципе 
можно находить и прямо из формулы (1.9), которая с учётом (5.74) принимает вид 

<p(x) = GjJ 
(r(x')dS' 
\х-х'\ ' 

(5.75) 

Однако решению таким способом поддаются лишь частные типы задач. 
З а д а ч а 5.11. С помощью формулы (5.75) доказать, что на поверхности и внутри 

гомеоида потенциал даётся выражением (5.70). 
Решение. Достаточно определить значение потенциала в центре оболочки. С учётом 

выражений (5.28) и (5.26) интеграл (5.75) приводим к виду 

<р{0) = Gpdm jj r2dw} (5.76) 

где г = |х ' | — радиус-вектор из центра до точки интегрирования на поверхности. Переходя 
к сферическим координатам (см. задачу 5.2), легко получим искомую формулу. • 

3 а д а ч а 5.12. Исходя из формулы (5.75) доказать, что значения потенциалов в центре 
однородного фокалоида и оболочки равной толщины на осях симметрии соответственно 
равны 

<Рфо«(0) = 4 -а^аГ [ 1 -Т—Т \ > (5-77> 

иг аз 

^ ( 0 ) = f Щ£ (i - + ̂  + , (5.78) 
\ ах + а 2

 + а 3 / 

где использованы хорошо известные в теории потенциала обозначения величин Ai из (1.38) 
и / из (1.39). 

7 И при постоянной объёмной плотности поверхностная плотность элементарной оболочки в общем случае 
зависит, конечно, от координат. 
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В связи с отмеченной трудностью нахождения потенциалов оболочек с помощью ин­
теграла (5.75), в § 5.11 разработан другой, более приемлемый метод решения подобных 
задач. 

Потенциал является всюду непрерывной функцией и при переходе через элементарную 
оболочку разрыва не имеет, в то время как производные от него терпят при этом разрыв (в 
связи с этим см. задачи 5.16 и 5.17 в § 5.12). 

З а д а ч а 5.13. Дан однородный эллиптический диск плотности а с полуосями а\^а2. 
Найти потенциал на оси симметрии Ох 3 . 

Решение. Согласно (5.75), потенциал на оси Охз даётся интегралом по площади такого 
диска 

*> Ы -Gaff . **** • (5.79) 
JJ . L>.2 л. ^'1 _i_ -г? 

Введём полярные координаты х'х = а\г cos 0, х'2 = a2r sin в. Тогда 

(р(хз) = Goa\a2 Jd0 J 
2тг i 

rdr 
{ { yjx2 + r2 (a\ cos2 в + a\ sin 2 в) 

/

Jx2 4- a2 cos2 в + a\ sin 2 в — |x 3 | 
1 n о n о d6. 

a\ cos2 0 + a\ sm£ 0 

тг/2 
(5.80) 

Второй интеграл с радикалом в числителе вычисляется домножением и делением на этот 
радикал. В итоге, приходим к выражению 

ц> (хз) = 2TTGO I 
nVx3 + а1 

[aJK{k) + xjU [e2,k]] — |аг 3 | > , (5.81) 

где используются стандартные полные эллиптические интегралы первого и третьего рода, 
«2 J1 

е — эксцентриситет диска, к2 = ^\—~. В частности, полагая в (5.81) х 3 = 0, получим 

потенциал в центре эллиптического диска, совпадающий с (2.161). • 
В пределе а\ = а2 = R из (5.81) следует выражение потенциала однородного круглого 

диска на оси его симметрии 

<Рмт*шЫ = 2«Gor (yJR2 + 4 - 1*з|) . (5.82) 

§ 5.10. О притяжении гомеоидом конечной толщины 

Вначале обратим внимание: поверхность однородного гомеоида конечной толщины, в отли­
чие от гомеоида тонкого, уже не является уровенной. Рассмотрим гомеоид с переменной 
внутренней границей S (т); для сил притяжения на концах его осей а» (а\ > а2> аз) 
имеем8 

8 Ускорение измеряется в единицах —4KGра.2а>з / <ч • 
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га2 dm 

F2 (m) = 

Fi(m)= / —-- „ „ —, 

l 

/ m2dm 
V [ l - e(2 (1 - m*)] [1 - ei2 - m* (ej8 - e?2)]' 

(5.83) 

*Hm) 

1 

m2dm 
y/[l - e*3 (1 - m2)] [1 - e?3 + m2 (e 2

3 - ef2)]' 

0.6 

0.4 h 

0.2 

3 
_ 

1 

)7 1 j j 

1 0.63 0.54 0.41 m 0 

На рис. 35 показаны графики функций F t (га). 
Как и следовало ожидать, у достаточно тонкого го­
меоида (0.80 < m < 1) сила притяжения больше 
там, где ось длиннее, и возрастание силы почти 
пропорционально росту толщины оболочки. При 
ощутимой толщине оболочки видно, что силы — 
явно нелинейные функции от га; F2 (га) растёт бы­
стрее, чем F\ (га), и при т < 0.63 превосходит 
последнюю; при га « 0.54 достигается равенство 
Fx (га) = Fs (га). Чтобы равны были силы на кон­
цах малой и средней осей, оболочка должна быть 
ещё толще (ш « 0.41). Заметим, что в интервале 
0.54 ^ га ^ 0.63 наибольшей будет сила на конце 
средней оси. При дальнейшем возрастании толщи­
ны гомеоида соотношение между силами на концах 
осей будет таким, как у сплошного эллипсоида (у 
которого сила тем больше, чем короче полуось)9. 

Итак, для каждого из трёх главных сечений су­
ществует критическая толщина оболочки, при кото­
рой силы притяжения на концах длинной и корот­
кой осей уравниваются. Сила на концах осей является при этом минимумом в сравнении с 
силой в любой другой точке сечения. Если толщина не сильно отличается от критической, 
на каждой четверти сечения по-прежнему существуют две точки с равной в них силой при­
тяжения, причём эти две точки не совпадают с концами осей, а сдвинуты навстречу друг 
Другу. 

Потенциалы толстых неоднородных оболочек рассматриваются в § 6.10. 

Рис. 35. Притяжение на концах осей сим­
метрии однородного гомеоида как функ­
ция его толщины. Эксцентриситеты се­
чений равны е ? 2 = 0.51 и е ? 3 = 0.75. 
Цифрами (1, 2, 3) отмечен график для со­
ответствующей полуоси 

§5.11. Потенциал однородных элементарных оболочек: общий случай 

Пока мы не имели приемлемого способа для нахождения потенциала оболочек разных типов. 
Действительно, случай с гомеоидом в § 5.8 был особый, а с помощью формулы (5.75) удаётся 
решать лишь частные задачи. Более эффективен метод, основанный на идее расслоения 
однородного эллипсоида. 

Будем рассматривать однородный эллипсоид с переменной внешней поверхно­
стью 5 (га) как состоящий из бесконечной серии элементарных оболочек интересующей 

9 Любопытно следующее: если сила притяжения на поверхности элементарного гомеоида больше там, где 
длиннее ось, то для сплошного однородного эллипсоида (см. ниже) ситуация противоположная. 
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нас формы. Потенциал эллипсоида во внешней точке получим, заменив в выражении (6.1) 
полуоси ai величинами (5.7): 

оо 

A« ( " » ) = |G3f(m) J F(m2,v)dv, (5.84) 
A(m») 

где полная масса эллипсоида равна 

М (m) = ^7roia203"i3a2 (то) аз (то) р; (5.85) 

функция 

1 - Х\ х2 х 3 

, о ч а ? т 2 + v a\m2oil (т) + v а§тп 2 а | (m) + v 
F ( т 2 , v) = •; (5.86) 

yfia{m2 + v) (af га2а^ (га) + v) (а |га 2 а§ ( т ) + v) 

А (га 2) - положительный корень уравнения 

Х ? Х 2 • =1, (5.87) 
af m 2 + A а2т2а2 (m) + А а з т 2 а 2 (га) + А 

являющийся эллипсоидальной координатой точки а:» относительно поверхности S (га). 
Теперь, чтобы получить потенциал элементарной оболочки с граничной поверхностью 

S (га), геометрию которой задают функции а2 (га) и аз (га), достаточно применить метод 
дифференциации,10 для чего следует найти полный дифференциал от выражения (5.84): 

оо оо 

^»н1шнМ = |с ,|бгМ(га) J F(m2

iv)dv + M{m)dm J ( г а 2 , . (5.88) 
A ( m 2 ) A ( m 2 ) 

Следует отметить, что при дифференцировании интеграла в (5.84) нижний пре­
дел А (га 2) можно считать постоянным в силу уравнения (5.87). Аналогично, взяв вме­
сто (6.1) выражение (6.11) и заменив в нём ai на (5.7), мы найдём потенциал элементарной 
оболочки во внутренней точке: 

оо оо 

ApJSU(m) = |GJdM(ra ) JF (га 2,ti) dv + M(m)dm J (ra2,v)J dv j . (5.89) 

о о 
З а д а ч а 5.14. Найти внешний и внутренний потенциалы для однородных оболочек 

типа (5.61). 
Итак, потенциалы элементарных однородных оболочек в общем виде представляются в 

виде суммы однократных интегралов11. И надо подчеркнуть, что в важных частных случаях 
выражения (5.88) и (5.89) могут дополнительно упрощаться. Рассмотрим это на примере 
однородного фокалоида. 

1 0 Определение метода дифференциации дано в § 2.11. 
1 1 К аналогичным результатам приводит и формула (6.124). 
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§ 5.12. Потенциал элементарных и толстых однородных фокалоидов 

Для этой оболочки (см. § 5.5, формулу (5.36)) 

а\т2а\ (га) = а\т2 - а 2 + a 2 , а\т2а\ (га) = а\т2 - а\ + а 2 . (5.90) 

Важно обратить внимание на то что при софокусном расслоении интеграл в (5.84) имеет 
одно замечательное свойство: этот интеграл вообще не зависит от параметра расслоения га 
и, следовательно, 

оо 

^ j F(m2,v)dv = 0. (5.91) 
A(m») 

Действительно, 

00 

dm 
A(m 2 ) A ( m 2 ) 

j F(m\v)dv= j £[F(m*,v)}dv = 
A(m=>) 

oo 

= 2 t t ? m / [^F(m2'V)]dt ,= 2 a? T O F(m 2 ' 1 ' )Cma)' <592> 
A ( m 2 ) 

и, так как F (m 2 , оо) = 0 и F (m 2 , A (m 2)) = 0 (последнее — в силу уравнения (5.87)), мы 
убеждаемся в справедливости (5.91). Тем самым доказана следующая теорема. 

Теорема 4. Потенциал во внешней точке Х{ однородного элементарного фокалоида с 
внешней поверхностью S (т) даётся выражением 

оо 
^ о ) к М = | с й М ф о к ( т ) J ¥(m2,v)dv, (5.93) 

А(т2) 

где dM<poK(m) — масса фокалоида, функция F (m 2,v) дана в (5.86) и А ( т 2 ) удовлетво­
ряет уравнению (5.87). 

ЗАМЕЧАНИЕ 5. В частном случае т = 1 из (5.93) следует 

* e < « - J « ^ - « / i f e ( i - t ^ ) -

где сШфок (1) = pdV (1) (см. (5.47)), а А удовлетворяет уравнению (5.65). 

ЗАМЕЧАНИЕ 6. Потенциал и притяжение однородного элементарного фокалоида конечной массы 
во внешней точке будут такими же, как и у однородного эллипсоида с граничной поверхностью, 
софокусной (или конгруэнтной) поверхности фокалоида (массы оболочки и эллипсоида одинаковы). 
Это доказывается прямым сравнением выражений (5.93) и (5.84). То же самое относится и к фокалоиду 
конечной толщины. 

Именно поэтому на поверхности как толстого, так и тонкого однородного фокало­
ида распределение потенциала и силы притяжения будет такое же, как на поверхности 
сплошного однородного эллипсоида (в связи с чем см. задачу 6.7 и рис. 34). 
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З а д а ч а 5.15. Показать, что при равномерном распределении вещества однородного 
фокалоида по внутренней полости оболочки потенциал и сила притяжения во внешней 
точке не изменяются. 

При разных массах однородных софокусных тел следует говорить о пропорциональ­
ности их внешних потенциалов. Вернёмся к выражению (5.93); интегрируя его от 
до rrti > rii, с учётом (5.91) получаем соотношения 

<р(тг) <р(т2) 

f G M ( m i ) \GM(m2) |GM(ra*) х { ^ 2 ) 

оо 

-= J F(m2,v)dv = 
const (5.95) 

(M(rrii) есть масса г-той оболочки). Тем самым доказана следующая теорема 

Теорема 5. Потенциалы произвольных по размерам соосных однородных софокусных 
оболочек (как толстых, так и тонких) на фиксированную внешнюю точку относятся как 
массы этих тел. 

ЗАМЕЧАНИЕ 7. В частном случае п = е\з при интегрировании в (5.93) по интерва­
лу ei3 ^ m ^ Шг учитываются все оболочки сплошного эллипсоида. Таким образом, понимая в (5.95) 
под М (mi) массу сплошного однородного эллипсоида, мы приходим в (5.95) к классической теореме 
Маклорена — Лапласа. 

Теорема 6 (Маклорен — Лаплас). Потенциалы однородных софокусных эллипсоидов 
на внешнюю точку относятся как массы этих эллипсоидов. 

ЗАМЕЧАНИЕ 8. Как видно, наша теорема 5 несколько шире классической теоремы Маклорена — 
Лапласа 1 2. 

В частности, потенциал во внешней пробной точке однородного фокалоида, ограничен­
ного внешней и внутренней поверхностями с полуосями (ах,а2,аз) и ( а ^ а ^ а ^ ) такими, 
что 

2 / 2 _ 9 / 2 _ 9 л / 2 

имеет вид 

^фок ( х ) = в̂нешн (х) 1- Q l Q 2 a 3 
а\а2аз 

(5.96) 

(5.97) 

где потенциал внешнего эллипсоида дан в (1.41) или в (5.84). Разумеется, формула (5.97) 
следует из (1.62). 

Свойства потенциалов слоисто-неоднородных эллипсоидов и оболочек с софокусными 
слоями рассматриваются в § 6.12. Для них имеет место важное обобщение формулы (5.95). 

Обратимся к нахождению потенциала внутри фокалоида. 

Теорема 7. Потенциал во внутренней точке Xi однородного элементарного фокалоида 
с поверхностью S (га) даётся выражением 

ZGdMfa* (га) 
Аа1а2азтп3а2 (га) аз (га) 1 м - ^2 A i (т)х* 

-2irGpa\ 1 - Е 
а?т2о% (га) 

з 

Т 

тп dm, 

(5.98) 

1 2 В § 6.12 эти результаты ещё более обобщаются и распространяются и на неоднородные оболочки и сплошные 
эллипсоиды с софокусным преобразованием слоев. 
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где I (ш) и Ai (га) получены из (1.39), (1.38) заменой ai на (5.7) и имеют вид 

Ai (га) = а 1 а 2 а з т 3 а 2 (га) а 3 (га) х . 3 , 
[1*21*3'" 

оо 

X 
О 

^ э (5.99) 
( а ? т 2 а ? ( т ) + v) v ^ ( a i т 2 + v) ( а | г а 2 а | ( т ) -f v) ( а§т 2 а§ (га) + v) ' 

/ (га) = а1а2азт 3 а2 (га) аз (га) х 
оо 

X | dv __. 
У ^/(а 2 ^" 2 (п%гп2/у2 (гп\ А- п)\ (п2гг&г*2 \т2 + v) (а\т2а2 ( т ) + v) [а2т2а\ (га) + v) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 

Обратимся к формуле (5.89); интегрирование последнего в ней члена даёт 

(5.100) 

| C M ( m ) • 2ma\dm [F (m 2 , = -2тгС/9а2 1 - V f i 
i afm2af (m) 

mdra. (5.101) 

С учётом (5.95) и введённых в (5.99), (5.100) величин мы получим отсюда требуемое выра­
жение (5.98). • 

Обратим внимание, что выражение (5.91) для случая внутренней точки уже не равно 
нулю (см. (5.101)). 

В частном случае га = 1 выражение (5.98) приводится к виду 

* и > > • ^ ^ { ' - ' ( е - - ) " - ? [ * - 2 ( * Ф Т ] 4 ( 5 , 0 2 ) 

Но с учётом (6.75) можно доказать, что справедливы следующие неравенства 
-1 

А1-2[а2

1>а-2\ > 0, 

(5.103) 

поэтому коэффициенты перед х2 в (5.102) всегда будут иметь знаки в соответствии с (5.103). 
Таким образом, поверхности равного потенциала внутри элементарного фокалоида пред­
ставлены семействами однополостных и двуполостных гиперболоидов, разделённых асим­
птотическим конусом с вершиной в начале координат. Заметим: такими же интересными 
свойствами обладает потенциал и внутри других оболочек (кроме, конечно, гомеоида!), см. 
об этом § 6.10. 

З а д а ч а 5.16. С помощью формул (5.94) и (5.102) доказать, что для элементарного 
фокалоида выполняется условие сшивки потенциала. 

З а д а ч а 5.17. Доказать, что при переходе из внешнего пространства внутрь (в по­
лость!) элементарного фокалоида нормальная компонента силы скачком 

[( 2 0 - ( 2 0 L - - « • * * » . 
/ внеш \ / ёнутр ~» , 

(5.104) 

1 а{ 
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уменьшается на величину AnGcr. Здесь толщина элементарного фокалоида даётся фор­
мулой (5.43). Разумеется, формула Пуассона (5.104) о скачке нормальных производных от 
потенциала справедлива и для элементарных оболочек произвольного вида. 

О притяжении внутри эллипсоидальных оболочек см. также § 6.10. 

§ 5.13. Неэллипсоидальные оболочки — обобщённый гомеоид и 
фокалоид 

Введём два важных класса тонких оболочек нового типа. 

5.13.1. Обобщённый гомеоид 
Обобщённый гомотетический слой — не обязательно уровенный 

Рассмотрим на поверхности однородного тела плотности р (форма тела — не обязательно 
эллипсоид) слой с поверхностной плотностью 

0 (R) = \Р ( a i x i + а2х2 + <*з#з), (5.105) 

где, напомним, величины щ — направляющие косинусы внешней нормали к поверхности 
тела. Эту плотность можно рассматривать как поверхностную плотность бесконечно тонкого 
обобщённого гомотетического слоя электрического заряда или вещества. Такой слой будет 
именно гомотетическим, так как его толщина, в согласии с геометрическим определением 
гомотетической оболочки берётся пропорциональной длине перпендикуляра 

I = aix\ + 012X2 + азяз, (5.106) 

проведённого из центра к касательной плоскости в той точке, где эта толщина измеряется. 
Численный коэффициент в формуле (5.105) может быть произвольным; здесь взято значение 
1/3 с тем расчётом, что тогда масса этого слоя оказывается равной массе исходного тела, на 
поверхности которого лежит слой 1 3. 

З а д а ч а 5.18. Доказать, что известное преобразование гомотетии, описывающее 
переход от поверхности S (xi, х 2 , хз) = 0 к поверхности 

S [хг (14-/?), х2 (1 + 0), х 3 (1 + 0)] = 0, (5.107) 

при малом значении параметра 0 даёт элементарный слой такого же типа, как и в случае 
(5.105). 

Решение. Разложим в ряд Тейлора функцию (5.107). В линейном приближении тогда 
имеем 

S [хг (1 + 0), х 2 (1 + 0), хз (1 + 0)} « S ( х ь х 2 , х 3 ) + 0 ^ х г . (5.108) 

Следовательно, толщина dr создаваемого слоя удовлетворяет равенству 

^ 8 ^ = е { х > й + Х 2 й + Х з Ш ) ' ( 5 Л 0 9 ) 

так что в силу определения направляющих косинусов нормали 

1 3 Такой слой создаётся, следовательно, выметанием всей массы тела на его поверхность. В § 12.6 этот 
множитель —уже по другим соображениям — будет взят равным 1/5. 
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oti = 

as 
dxi 

|gradS| 
(5.110) 

приходим к формуле 

dr = 0L (5.111) 
Итак, здесь мы действительно имеем дело с гомотетическим слоем и при /3 — р/3 получим 
выражение (5.105). Доказательство закончено. ¥ 

З а д а ч а 5.19. Формулы (5.23) и (5.106) эквивалентны. Докажите это. 
Решение. Оно получается сразу при подстановке уравнения эллипсоида в выражение 

(5.110). • 
Обратимся теперь к вопросу о потенциале гомотетического слоя с поверхностной плот­

ностью (5.105). Формально этот потенциал в точке г1 даётся поверхностным интегралом 

о (г) dS 
К } (5.112) <Pcn{r') = G<H> — 

Xl - X i ) 2 + ( X 2 - X'2)2 + ( X 3 - X ' 3 ) 2 

Подставляя сюда плотность слоя из (5.105) и преобразовывая этот интеграл по формуле 
Остроградского—Гаусса в объёмный, получим 

3_ _ Х1 (Х1 ~ Х\) + Х2 (х2 ~ А) + Х 3 ( Х 3 ~ х'3) 
D D3 

dV = 

2_ _ x j (xi - xj) + х 2 ( х 2 - х 2 ) + х^ ( х 3 - х'3) 
D D3 

dV, (5.113) 
Т 

где D — расстояние между пробной точкой и точкой интегрирования из (1.10). Но так как 

т т 
искомый потенциал слоя с поверхностной плотностью (5.105) оказывается связанным с 
потенциалом тела <рт (г) формулой 

^сл (г) = | (2(рт - rgradv?T). (5.115) 

Формула (5.115) имеет важное значение. Это становится очевидным, ибо: при заданном по­
тенциале однородного тела <рТ (г) её можно рассматривать как способ нахождения разме­
щённого на нём потенциала обобщённого гомотетического слоя (рсл [г), или же наоборот, 
рассматривать (5.115) как линейное дифференциальное уравнение в частных производных 
для потенциала тела ipT (г), когда задан потенциал такого слоя <рсл (г). 

Первый вариант есть прямое применение формулы (5.115). Если задан потенциал тела, 
то, подставляя его в правую часть (5.115) и совершая указанные там операции, находим 
потенциал слоя. Итак, формулой (5.115) выражается ещё одно замечательное свойство 
рассматриваемого обобщённого гомотетического слоя вещества (заряда): если требуется 
знать внутренний потенциал такого слоя, то в правую часть (5.115) следует подставить 
внутренний потенциал исходного тела; и наоборот, чтобы получить внешний его потен­
циал, в правую часть (5.115) надо подставить соответственно и внешний потенциал тела. 
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Второй вариант — это обратное применение (5.115): по заданному из каких-то дополни­
тельных соображений выражению потенциала (внешнего или внутреннего) слоя <рСп можно, 
решая дифференциальное уравнение (5.115), найти потенциал (внешний или, соответствен­
но, внутренний) исходного тела, на котором находится данный слой. Здесь имеем дело с 
типичной обратной задачей. И в этом подходе заключается первое применение обобщенного 
гомотетического слоя. 

Есть ещё один существенный фактор в пользу введения понятия обобщенного гомоте­
тического слоя. Пусть дано однородное тело произвольной формы. Мысленно вообразим, 
что на его поверхности лежит слой с поверхностной плотностью 

° (R) ~ \Р (#1^1 + а2^2 + СезХ3) , (5.116) 

отличающийся от (5.105) лишь множителем ^ вместо прежнего i . И здесь мы делаем важ­
ное утверждение: взаимная гравитационная энергия этого воображаемого слоя и лежащего 
под ним реального однородного тела будет равна гравитационной энергии самого этого 
тела). Об этом применении слоя мы будем говорить в § 12.6. 

Продемонстрируем сказанное на примерах. 
Прямое применение формулы (5.115). Как мы уже знаем из § 5.8, элементарный го­

мотетический слой на эллипсоиде является уровенным. Сейчас в этом можно убедиться 
прямо, подставив внутренний потенциал эллипсоида (6.14) в формулу (5.115): тогда, как 
легко видеть, 

У>сл = §тгСр/, (5.117) 

т. е. внутри эллипсоидального гомеоида потенциал заведомо от координат не зависит. 
А вот задача на обратное применение формулы (5.115). 
З а д а ч а 5.20. Доказать, что обобщённый гомеоидальный слой на эллипсоиде является 

уровенным. 
Решение. Предполагая слой на однородной фигуре (пока мы не знаем, что это эллип­

соид!) уровенным, обозначим потенциал на слое через <ро. Вводя сферические координаты, 
запишем дифференциальное уравнение в частных производных (5.115) в виде 

2 ^ т - г ^ = 3^о, (5.П8) 

где <ро от координат не зависит. Его решение можно записать в виде 

^ T = ^ + r 2 F ( 0 , A ) , (5.119) 

где Р (в, А) зависит только от углов. Полученное решение означает, что внутренний потен­
циал исходного тела должен быть квадратичной функцией координат (xi , х 2 , хз) и, согласно 
известной (см, например, [44] или [15]) теореме Дива (1931) (дивная теорема!), это тело и 
есть эллипсоид14. Следовательно, мы имеем дело с эллипсоидальным гомеоидом. Доказа­
тельство закончено. Т 

Но надо помнить: неэллипсоидальный обобщённый гомотетический слой не является 
уровенным (об уровенных слоях см. § 5.14). 

З а д а ч а 5.21. Найти обобщённый гомотетический слой на однородном шаре, когда 
центр гомотетии находится на границе сферы. 

Решение. Уравнение сферы радиусом R в цилиндрических координатах (г, хз) с началом 
на границе этой сферы (см.рис.(Зб)) суть 

Согласно Тодхантеру [46], п. 1429, Айвори доказал эту теорему веком раньше. 
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г2 + (х 3 - Д ) 2 = Д 2 , или г2 + х§ = 2Дх 3 . 
(5.120) 

Направляющие косинусы нормали к поверхности 
точки (г, хз) будут равны 

х 3 - Д 
Д ' (5.121) 

Следовательно, расстояние / до касательной к ша­
ру плоскости 

/ = ^ + ( f - 1 ) X 3 - ( 5 1 2 2 ) 

Согласно (5.105) и (5.121, поверхностная плот­
ность обобщенного гомотетического слоя будет 

Рис. 36. Обобщенный гомотетический 
слой на шаре со смещённым центром 
гомотетии 

равна 

(5.123) 

где мы учли уравнение сферы (5.120) и пробная точка лежит на её поверхности. 
Для проверки, интегрируя (5.120) по поверхности сферы (5.120) легко находим, что 

полная масса слоя действительно равна массе исходного шара М = |тгД 3 р. 
Найдем теперь внутренний потенциал данного слоя, для чего обратимся к формуле 

(5.115). Очевидно, внутренний потенциал однородного шара в принятых координатах равен 

Ушара = \*GP [ЗД 2 - Г 2 - ( l 3 - Л) 2 ] . (5.124) 

Подставляя (5.124) в правую часть формулы (5.115), легко получим внутренний потенциал 
данного слоя 

Ч>™ = pGpR{2R + x3), (5.125) 

который линейно зависит лишь от хз. Внутри данного слоя на единичную массу действуют 
силы 

д<Рсл 
дг = 0. (5.126) 

Следовательно, слой действует как пылесос и все тела, попавшие внутрь полости «залипа­
ют» к толстой части слоя. Т 

Используя теперь найденный внутренний потенциал слоя (5.125), вычислим взаимную 
гравитационную энергию этого слоя с однородным гравитирующим шаром, на котором он 
лежит. Для этого, согласно формуле (8.2), достаточно проинтегрировать с множителем р 
внутренний потенциал слоя по объему шара. Для удобства перенесем начало отсчета в 
центр сферы и запишем (5.125) в виде 

^ С Л . = §7ГС/>Д(ЗД + Х 3 ) . 
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Тогда взаимная гравитационная энергия этого слоя с однородным гравитируюгцим шаром 
будет равна 

R 7Г 

Wlt2 = J r2dr J (ЗД+ x 3 ) sin вйв = -^ir2Gp2R5. (5.127) 
о 0 

Но эта взаимная энергия одновременно есть и гравитационная энергия однородного шара! 
Наглядная демонстрация замечательных свойств обобщенного гомотетического слоя. 

Ещё один пример обобщённого гомотетического слоя на круговом торе см. в § 7.1. 

5.13.2. Обобщённый фокалоид 

Эквигравитирующий слой на однородном теле 

Дано однородное тело плотности р и объёмом VT. Оно имеет пространственный потенциал 
V?T (ж). Наметим на его поверхности геометрический слой толщиной 

где п — единичная внешняя нормаль к поверхности тела, а функция s(x) удовлетворяет 
условиям: 

As = —47г — внутри тела, 
(5.129) 

s = О — на поверхности и вне тела. 
Толщина dr оказывается обратно пропорциональной длине перпендикуляра I до каса­

тельной поверхности, и именно по данному признаку такой слой является обобщённым 
фокалоидом. Так, если тело — сжатый сфероид, то 

1 _ г ! _ £ з 
2 2 

s(g) = 27r 0 1 а з , (5.130) 
— + — 

1 1 
а{ аз 

и в этом случае слой превращается в обычный фокалоид (см. формулу (5.43)). 
Итак, выметание массы исходного тела создаёт материальный слой с поверхностной 

плотностью в точке ж', а именно 

( 5 Л 3 1 ) 

так что Мф о к = М т . 

Теорема 8. Пространственный потенциал обобщённого фокалоида с поверхностной 
плотностью (5.131) в точке х имеет потенциал 

Ч>фок (х) = <рт(х) -Gp-s(x), (5.132) 

где 

9T(x) = GpJJJ (5.133) 
VT 

— потенциал однородного тела, на котором лежит данный слой. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
По второй формуле Грина 

S VT 

(производная по внешней нормали) в силу условий (5.129) на функцию s (х) сразу можно 
записать 

S VT 

где 

VT 

Таким образом, 

¥ > ф о к ( * ) = ^:г + (5-137) 

и нам необходимо найти интеграл J. 
Когда пробная точка х находится вне тела Т, то, очевидно 

О (5.138) 

и, следовательно, / = 0. Поэтому для внешней точки х 

ЩЩ {х) = tpr {х). (5.139) 

Если же пробная точка х находится внутри тела Т, то интеграл / оказывается несоб­
ственным из-за обращения в нуль D при совпадении пробной точки с точкой интегрирова­
ния. Но, как легко видеть, если s (xf) - ограниченная функция внутри тела, то интеграл I 
является всё же конечным. Окружим пробную точку х сферой радиусом е (е — бесконечно 
малая величина). Тогда всюду вне этой сферы по прежнему выполняется уравнение Лапласа 
(5.138) и остаётся рассмотреть только интеграл / по Ve. В силу малости её радиуса, 

I = s(x)JJjA (jj) dV = s(x)AJJJ^ = -47Г*(x). (5.140) 

Следовательно, для внутренней точки действительно выполняется уравнение (5.132). • 
Мы обнаружили удивительный результат: если выметанием массы однородного тела 

на его поверхность создаётся слой с плотностью (5.131), то именно такой слой являет­
ся эквигравитирующим исходному телу во внешнем пространстве. Это важное свойство 
обобщённого фокалоида прямо следует из формулы (5.139), а также из формулы (5.132), 
где для внешнего пространства, по определению, s = 0. 

З а д а ч а 5.22. Покажите, что для сжатого сфероида формула (5.132) действительно 
даёт известный нам из (5.102) внутренний потенциал фокалоида. 

Физическая интерпретация обобщённого фокалоида даётся в § 15.8. 
Вопрос о гравитационной энергии обобщённых гомеоидов и фокалоидов мы рассмот­

рим в § 8.6. 
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§ 5.14. Теорема Арнольда 

Простой слой, лежащий на замкнутой поверхности называется уровенным или нейтральным, 
если он не оказывает притяжения на внутренние точки. Глубокий вопрос о существовании 
уровенных слоев на произвольных поверхностях интересовал Гаусса, Вейерштрасса, Ша­
ля, Ламэ, Пуанкаре и других математиков. Проблема создания на заданной поверхности 
уровенного слоя приводит к интегральному уравнению Робэна (1887) 

a (xf) cosxb 

\х - X \ S 1 1 

где ф есть угол между нормалью к поверхности S в точке х и направлением хорды между 
этой точкой и точкой интегрирования. Задача Робэна связана с функциями Грина, а са­
мо уравнение Робэна решается методом последовательных приближений (см., например, в 
книге [12], стр. 420, очерк о Стеклове, или Сретенский [44], гл. 4, § 1). Пока не известно 
ни одного нейтрального слоя — кроме шарового и эллипсоидального — уравнение которого 
можно было бы выразить в замкнутой форме. 

В. И. Арнольд несколько обобщил теорему Ньютона (см. [49]), но не для гравитирующих 
слоев, а для заряженных электрическим зарядом. Пусть имеется заряженная поверхность 
S (х\ , #2, #з) = 0, заданная полиномом степени п. Тогда заряженные слои 

0^S(xux2,x3)<e (5.142) 

с учётом ориентации поверхностей 5(х1,Х2,хз) = 0 м 5(х1,Х2,хз) — е не оказывают 
притяжения на внутреннюю точку. Знак заряда чередуется: положителен на ближайшем к 
испытуемой точке куске поверхности, отрицателен на следующем, и т. д. 

Теорема Арнольда применима к внутренней области не любой, а только такой поверх­
ности степени п, которая распадается на п/2 вложенных друг в друга связанных частей. 
Распадение же поверхности происходит не всегда, и это заметно ограничивает рамки дей­
ствия данной теоремы. Так, поверхность четвёртого порядка, ограниченная вращающимся 
овалом Кассини, уже не распадается на две связные части и на ней указанным методом 
нельзя создать эквипотенциальный слой. 

Кстати, легко показать, что толщина слоя между поверхностями (5.142) будет равна 

* - s f e r ( 5 1 4 3 ) 

На эллипсоиде этот слой становится гомотетическим, а значит и уровенным. 

§ 5.15. Потенциал и притяжение 
трехмерной круговой цилиндрической оболочки 

Дана тонкая боковая цилиндрическая поверхность радиусом R и высотой 2Я (рис. 125) с 
поверхностной плотностью вещества о = const. Для нахождения гравитационного потенци­
ала этого тела обратимся к потенциалу элементарного колечка, представленного сечением 
цилиндрической поверхности на высоте х'3. Согласно (3.4), потенциал такого колечка с 
плотностью ро будет равен 

К | / 4гЯ 

* w ( r , * s ) у у с д + ' О ' + ц - * , ) ^ ( 5 1 4 4 ) 
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где К (...) — полный эллиптический интеграл первого рода. Заменяя до = о dx 3 и интегри­
руя от —Я до Я вклады от всех колечек, находим пространственный потенциал боковой 
цилиндрической поверхности в произвольной, как внешней, так и внутренней точках (г, х 3 ) : 

* р * « . ( г , * з ) ?, - Н? + ( д + г ) 2 " 4 г Д s i n 2 * + Я " «з 
4GWI 

(5.145) 
о )/(*з + #) 2 + (Л + г ) 2 - 4гД sin 2 0 — Н — Х3 

Потенциал (5.145) в общем случае выразить в конечном виде не удаётся. Только на оси 

Рис.37. Зависимость потенциала (5.146) 
цилиндрической оболочки на оси симмет-

рии от хз. Отношение — = 1.25 И 

симметрии цилиндра Охз, полагая в (5.145) г = О, получим выражение потенциала через 
элементарные функции (рис. 37) 

1/(0:3 - Я ) 2 + Д 2 + Н - х з 
^цил. пов. ( х 3 ) = 2irGoR In . (5.146) 

У(хз + Я ) 2 + Д 2 - # - х 3 

Отметим, что в формулах (5.146) и (5.145) функция под знаком логарифма является чётной 
относительно переменной х 3 ; этого и следовало ожидать в силу симметрии данной оболочки 
относительно плоскости хз = 0. 

З а д а ч а 5.23. Доказать в формулах (5.146) и (5.145) чётность функции под знаком 
логарифма от переменной х 3 . 

Но в отношении конечных формул решением на оси симметрии всё и исчерпывается; 
даже в экваториальной плоскости цилиндра, где х 3 = 0, потенциал (5.145) 

пов. (г) = Д п Vl-k2sin2e + Cdet к 2 = 4rR <i* С= Н 

4 G ° R I >/l-k*sm2e-C ' Я 2 + (Д + г ) 2 " ' JH* + (R + г)2 

(5.147) 
в конечном виде выразить не удаётся. 

На рис. 38 показаны кривые равного потенциала, рассчитанные по формуле (5.145). Эти 
кривые имеют весьма интересный (есть гиперболы и даже асимптоты!) вид. 

Тем не менее, компоненты силы притяжения однородной боковой цилиндрической по­
верхности удаётся найти в конечном виде. Дифференцируя выражение (5.145) вначале по х 3 , 
получим 
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РИС. 38. Кривые равного потен­
циала круговой цилиндрической 
оболочки (выделена жирными 

Li 
линиями) с — = 1.25. Значение ri 
потенциала убывает от 3.517 
для самой внутренней кривой 
(ветви гипербол) до 1.46 для 
округлой внешней 

$^цил. пов. = -4GaR 

К 4rR 
( х з - # Г + (Я + г ) 2 

К 4гД 
(хз + #) 2 + (Д + г ) 2 

У(Л + г ) 2 + ( 1 3 - Я ) 2 У(Д + г ) 2 + (х 3 + Я ) 2 

V 
(5 Л 48) 

Дифференцируя затем потенциал (5.145) по г, после преобразований находим 
7Г 7Г 

2 2 
1 д& цил. пов. 

4GaR дг 
1 = / ^ р

г - у > - / fl + r - 2 W f l (5.149) 
У /?! + Я - х3) J R2(R2-H-x3) к 

о о 
где для краткости обозначено 

Да = y/{R + г ) 2 + (х2 - Я ) 2 - 4гД sin 2 в, 

R2 = Ri ( - Я ) = y/(R + г)2 + (х 2 + Я ) 2 - 4гД sin 2 (9. 
(5.150) 
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Умножим и поделим подынтегральные выражения в (5.149) соответственно на 
(Ri - Я + х 3 ) и (R\ + Я + хз). Дальнейшие преобразования дают 

1 д^цил.пов. = _ Г R + r-2Rsm2e (Н-хз Н + х 3 \ d Q ( $ 1 5 J ) 

J (R + r)2-4rRsm20 \ Ri R2 J AGoR dr (Я + г ) 2 -4r \Rsin 2 

Здесь, как легко видеть, 

R + r-2Rs\xi2e 

где 

= i 1 - Л - Г 

(R + r)2-4rRsm2e " 2? ^ " R + r\ -p2sin26j 

Дх = у^(Д + г ) 2 + (х 3 -Hfyjl-kl sin 2 0; 

Д 2 = \ / ( Д + г ) 2 + (х 3 + H)2y/l-k2 sin 2 0, 

4г Д ^ , . ,.2 4г Д Р 2 = 
(Д + гУ 

В итоге находим выражение 

< 1; к2 = 
(д + г ) 2 + ( х 3 - Я ) 2 

^ 1. 

(5.152) 

(5.153) 

< f y l U U I . 1 2GoR Н-хз 
дг 

yJ(R + r)2 + (x3-H)2 L 

+ 

Я + х 3 

^/(Я + г ) 2 + (х 3 + Я ) 2 

K ( f e ) - f ^ n ^ f * i ] 

(5.154) 

З а д а ч а 5.24. Изобразить графически: 
а) компоненту силы притяжения ^ V * *°«; 

С/Хз 

ф меридиональные сечения поверхностей "** = const; 

v ОФцид. пов. ~ ОФцил пов . 

в) компоненту — и сечения поверхностей — ^ = const. 
от от 

Замечания 
Глава разработана автором. 
§§ 5.1, 5.2. Разработаны элементы общего метода эллипсоидальной стратификации и 

даны некоторые характеристики элементарных эллипсоидальных оболочек. Метод важен для 
различных приложении. Следует обратить внимание на некоторые тонкости стратификации 
в случаях полной сферизации или полного ужатия слоев в точку. 

§§ 5.3,5.4. Наряду с классическим, здесь имеется и новый материал о гомеоиде. Такова, 
например, задача о геометрических местах на поверхности слоя точек равной толщины 
гомеоида, совпадающих, кстати, с линиями равного заряда на поверхности заряженного 
проводящего эллипсоида! 

§§ 5.5, 5.6. Фокалоид обладает важными гравитационными свойствами, однако он из­
вестен не столь широко, как гомеоид. Новыми, в частности, являются: дифференциальное 
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уравнение (5.35), выражение для толщины фокалоида (5.41), важное неравенство (5.44), 
постановка и решение задачи об изолиниях на поверхности фокалоида. Оболочка равной 
толщины на осях симметрии ранее вообще не рассматривалась. 

§ 5.7. Дан метод нахождения новых типов эллипсоидальных оболочек. 
§§ 5.8, 5.10. Притяжение гомеоида хорошо изучено. К новым результатам относится 

теорема 3, а также расчёт притяжения от гомеоида переменной толщины. 
§ 5.9. Имеет вспомогательное значение. Все три задачи — новые. 
§ 5.11. Разработан общий метод нахождения потенциалов гравитирующих однородных 

элементарных эллипсоидальных оболочек. 
§ 5.12. Новым методом получены как хорошо известные (теорема Маклорена — Лапла­

са), так и новые (всё остальное) результаты. 
§ 5.13. И вновь мы вне рамок классических трактатов. Вводятся понятия обобщённого 

гомеоида и фокалоида, обладающих интересными гравитационными свойствами. Эти неэл­
липсоидальные (в общем случае) слои используются далее: обобщённый фокалоид — для 
доказательства одной важной теоремы (см. § 8.7) и при исследовании фигур равновесия в 
§ 15.8, обобщённый гомеоид — при разработке новых фундаментальных методов нахожде­
нии гравитационной энергии тел, в том числе и тел неэллипсоидальной формы (см. § 12.6). 
Именно обобщённый фокалоид даёт ответ на вопрос: какой слой, созданный выметанием 
массы однородного тела на его поверхность, оказывается эквигравитирующим исходному 
телу во всём внешнем пространстве. 

Отметим, что здесь сделан вывод важной формулы (5.132) для потенциала обобщённого 
фокалоида. 

§ 5.14. Введение в сложную и интересную проблему уровенных неэллипсоидальных 
слоев. 

§ 5.15. Потенциал и силы притяжения от тонкой боковой поверхности кругового ци­
линдра ранее не изучались. 

Первоисточник по всей главе 5: Б. П. Кондратьев [20], [21]. 


