
ГЛАВА 15 

ПРИЛОЖЕНИЯ 

§ 15.1. О гравитационной силе от мантии Земли и жидкого ядра на 
твёрдое внутреннее ядро 

Наша планета имеет слоистую структуру и во многих случаях её мантию можно предста­
вить толстой сфероидальной оболочкой малой сплюснутости с подобными слоями равной 
плотности. Легко убедиться, что в сравнении с влиянием Луны и Солнца, основную часть 
потенциала на точки внутреннего (твёрдого) ядра Земли даёт притяжение самой планеты. 
Обозначим через Ф\ (x,y,z) потенциал всей Земли. В состоянии покоя, когда геометриче­
ские центры ядра и мантии совпадают, потенциал Ф\ (x,y,z) — симметричная функция, 
и поэтому интегрирование grad<$i по объёму симметрично расположенного внутреннего 
ядра даст нуль. Несимметричный член в потенциале появляется только при смещении этого 
внутреннего ядра, и данная часть потенциала содержит три компоненты: гравитационное 
воздействие на пробную точку от самого твёрдого ядра, притяжение от внешнего жидкого 
ядра и, кроме того, от мантии Земли. Оценим их значения. 

1, Потенциал внутри твёрдого ядра: вклад от самого твёрдого ядра и от внешнего 
жидкого 

Пусть R,p и Ri>pi- средние радиусы и плотности соответственно внешнего жидкого и 
твёрдого внутреннего ядра Земли1. Начало системы отсчёта расположено в центре жидкого 
сферического ядра. Искомый потенциал состоит из суммы двух членов: 

Ф\(г) = <Роб(г) 4-^смещ.шараИ. (15.1) 

Здесь 
^об(г) = [3 (Я 2 - Я 2 ) - h2 - 2hr\ (15.2) 

— потенциал в пустой сферической каверне радиусом R\y неконцентрическим образом рас­
положенной внутри однородного шара радиусом R (смещение центра каверны равно h)\ с 
точностью до обозначений этот потенциал был получен у нас в (6.39). Второй же член в (15.1) 

Ремсщ. шара(г) = | т г С Л [ЗЯ 2 - (г - Ь) 2 ] (15.3) 

и есть потенциал смещенного на величину h однородного шара радиуса Я ь которым моде­
лируется само твёрдое ядро. 

Поэтому на единицу массы сместившегося на h твёрдого ядра действует гравитацион­
ное ускорение 

^ядра = -^7vG{Plr - (Pl -p)h). (15.4) 

Тогда сила, действующая в целом на твёрдое ядро, будет равна2 

1 Плотности внутреннего и внешнего ядра полагаем здесь постоянными, так как учёт неоднородности фактиче­
ски не меняет конечного результата. 

2 Разумеется, в целом внутреннее ядро само на себя не воздействует. 

30. Кондратьев Б П 
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/// gradФl<Л/ = -^GpVxh, Vi = |тгЯ?. (15.5) 

З а д а ч а 15.1. Дать вывод формулы (15.5). 

Решение. Имеем h = (hXi hy, hz), a r = (x, г/, z). Сделаем перенос сначала сфериче­
ских координат в конец вектора h: тогда 

# = hx + sin б cos А, 
у = hy + uR\ sin в sin A, 
2 = hz + гхЙ1 cos0, 

или 
r = h + uR\ [sin б ( i x cos A + i y sin A) + iz cos в]. 

Якобиан преобразования равен J = R\u2 sin 0. Теперь интеграл в (15.5) действительно дает 
требуемый результат: 

///- grad<&idV = 

= - ^TTGRI J u2du J sin в dO j {pi uRi [sin в (ix cos A + iy sin A) -f iz cos 0] + рЛ} dA = 
o o о 
1 7Г 27Г 

= ~KGR\ J u2du J sin0d0 J {piuR\\z cos0 + p/i} dA = 
0 0 0 

1 7Г 2тг 

= - |тгСД?/Ж У u 2du J smOde j dX = -^Tt2GR\ph = - | i rGpVifc . 

(15.6) 

2. Потенциал внутри твёрдого ядра: вклад от мантии 

Моделируем мантию толстой слоисто-неоднородной оболочкой со слегка отличающимися 
от сферических эллипсоидальными слоями равной плотности. Для исследования гравитаци­
онных свойств мантии обратимся к формулам § 6.10. Поскольку потенциал внутри оболочки 
даётся формулой (6.140), сила на единицу массы при сделанных предположениях равна 

77. _ dtp 
дх = -2AxhXy (15.7) 

x=hx 

где А\ из (6.141). Но по теореме о среднем значении 

Ai (п) « T T G / W [Ai (1) - Ai (n)], (15.8) 

где средняя плотность мантии р м а н т « 4 - ^ , так что для отношения силы (15.7) к (15.4) 
см 

имеем 
" = * 9 U P Л ^ " A l • ( 1 5 - 9 ) 

Г ядра 2 (pi - р) 
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Здесь, согласно современным данным [10], 

3? (15.10) 
2(/>i-p) 

а 
(1) - Ai (n) » (e^ p a - e|) » ^ (e„„. я д Р а - e e ) , (15.11) 

причём мы использовали разложение (6.84). Но так как £ в н. ядра — £е ~ 8 • 10 4 , то 

Итак, гравитационным влиянием мантии на сместившееся внутреннее ядро можно 
пренебречь, оно оказывается много меньше влияния на него внешнего жидкого ядра. 

§ 15.2. Количество тепла при гравитационной дифференциации 
вещества в недрах Земли 

Как известно, Земля состоит в основном из четырёх химических элементов: кислорода, 
кремния, алюминия и железа. Согласно современным представлениям, при зарождении Зем­
ля могла быть однородной по плотности и все химические элементы были перемешаны. В 
дальнейшем эволюция Земли могла происходить по следующему сценарию: наиболее тя­
желые элементы (железо) постепенно «опускались» вниз к центру Земли, а более легкие 
(алюминий и кремний) «всплывали» к поверхности. Происходил процесс гравитационной 
дифференциации вещества, который сопровождался уменьшением модуля гравитационной 
энергии Земли и переходом части её в теплоту. Оценим эту теплоту чтобы знать, могла ли 
Земля когда либо быть в расплавленном состоянии. 

Итак, полагая Землю вначале однородной и опираясь на современные данные о вну­
треннем строении нашей планеты, найдем величину изменения её гравитационной энергии 
в ходе совершившейся перестройки структуры. 

Для этого, рассматривая разность гравитационных энергий однородного и неоднород­
ного шара заметим, что эта величина сводится к разности одних только внутренних частей 
гравитационных энергий шаров (действительно, согласно формуле (8.139), внешняя часть 
Мвнешн не зависит от характера распределения плотности внутри шара). Таким образом, 
имеем 

v « 4 • 10 1-3 (15.12) 

внутр* (15.13) 

Здесь, согласно первой формуле в (8.137), 

1 M2G 
10 R (15.14) 

а согласно (8.124), в случае шара 

я 

(15.15) 
о 

где g (г) — гравитационное ускорение в пробной точке г. 

30* 
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По данным формулам можно сделать численные оценки. Из теоретических моделей 
одной из самых простых является двухкомпонентная модель неоднородной Земли (см., на­
пример, [43]). В этой модели Земля разделена на ядро с радиусом гс = 0.548 R и посто­
янной плотностью рс = П - ~ , и внешнюю однородную оболочку (мантию) с плотностью 

см*5 

рт — 4.437-Ц-. При этих значениях плотностей должны соблюдаться условия равенства мо­
ем** 

мента инерции и полной массы данной модели и реальной Земли (М = 6-10 2 7 г). Например, 
последнее условие выглядит так: 

pR3 = рт (Я 3 - р\) + Perl (15.16) 

п, 

Кроме того, в этой модели 

Здесь р = 5.517-Ц- — средняя плотность, a R = 6.371 км — средний радиус нашей планеты. 
см*5 

дс = |тгС/осг, г < г с , (15.17) 

(15.18) 9т = 

поэтому 

W»«yrp = - § * 2 G { \plrl + (Рс - Рт) Г* + \ Р

2

т (Д 5 - Гс

5) + Р т (Рс - Рт) Г3

С (Я 2 - р3

с) } . 

(15.19) 
Подставляя (15.14) и (15.19) в (15.13), находим величину теплоты равной 

Q = AW B H y i p ю 1.9 • 10 3 8эрг = 4.58 • 10 3 0кал. (15.20) 
Эту величину можно сравнить с результатом расчётов, разделяя Землю уже на много 

слоев, т.е. по формуле 

где gi — среднее значение ускорения в слое с радиусами Ri-i и Д*. Это даёт вместо (15.20) 
более точное значение3 

Q « 3.23 • 10 3 0кал. (15.22) 
Как видим, совпадение хорошее. Заметим, что величина (15.22) несколько меньше, чем у 
Еськова [16], с. 30, где приводится значение Q = 4 • 10 3 0 кал. 

§ 15.3. Разложение в ряд внутреннего потенциала широкого кольца, 
заполненного розеточной орбитой 

Рассмотрим опять широкое кольцо с распределением поверхностной плотности (3.69) и 
найдём ряд, представляющий потенциал кольца внутри сферы г < гр. Это полезно знать для 
различных астрофизических приложений, например, при нахождении фигуры равновесия 
центрального тела у планеты Сатурн или в кольцевых галактиках. 

Решение поставленной задачи ищем в виде ряда по полиномам Лежандра 
оо 

в̂иутр = GJ2 DnrnPn (COS0) (15.23) 
71=0 

с коэффициентами разложения 
3 Распределение gi по внутренним слоям Земли было взято по известной модели Буллена [10], с. 275. 

file:///plrl
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(15.24) 

В силу симметрии кольца п должно быть чётным п = 0,2,4,.... 
Точка 

очевидно, 
Точка интегрирования (г',0') находится в плоскости самого кольца. Тогда 0' = - | и, 

И (п- I V 
P n ( cOS0 ' ) = <*n = ( - l ) 2 К } " пи 

Поэтому 

Dn = 2тгСа п / d r 

J rny/(ra-r){r -rp) 

Для взятия интеграла (15.26) выполним ряд преобразований. Положим 

тогда 

J^Jv J 
sn~4s 

ГР J \/{Sa ~ S)(S - Sp) 

Еще одна замена будет следующая: 

Sd ~\~ Sp sa Sp 

s = H r COS T, 0 ^ Г ^ 7Г, 

так что 

Sa - S = 

S S-n 

• (1 - cosr), 

(1 + COST) 

Sp Sfi 
•COST 

n-1 
dr. 

Наконец, переобозначим функцию от параметров san sp 

Sa H~ Sp Ta "f" Tp 

Легко видеть, что 

Sa ~\~ Sp 

s » ч/х 2 - l ' 
= s/SaSp\/x2 - 1. 

(15.25) 

(15.26) 

(15.27) 

(15.28) 

(15.29) 

(15.30) 

(15.31) 

(15.32) 

(15.33) 

Таким образом, в выражении для коэффициента £>„ из (15.31) имеем известное интеграль­
ное представление Лапласа для полиномов Лежандра 

7Г 

Fjb (ж) = \ J (х + cosr-\/x 2 - 1) dr. (15.34) 
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Поэтому 

Dn = 2тг2Сап (гагр) г р п - 1 ( ) . (15.35) 

В частности, для п = 0,2,4 имеем 

р г = _7Г 2С Г « + ГР М 

£>4 = 

2 (r„r„)f 2 ( r 0 r p ) i ( 1 5 - 3 6 > 

ЗМкольца 5 (г* + г | ) - 27г аГ р 

64 г 
( г а Г р ) 2 

где полная масса кольца Мюлыи дана в (3.70). 
Искомое разложение внутреннего потенциала кольца имеет поэтому вид 

if (г, в) = СЛ/кольца ^ ^qpT — + ^ Г 4 Р 4 (COS0) + . . . 

2 ( г а г р ) 2 64(г а г р )2 
(15.37) 

§ 15*4. Потенциал искривлённых дисков 

Нередко спиральные галактики имеют искривлённые диски. Пространственный потенциал 
таких некомпланарных дисков вычислить, как правило, нелегко. Не вникая в геометрию 
дисков реальных галактик, рассмотрим здесь только два сравнительно простых варианта. 

15.4.1. Потенциал тонкой галактики, искривлённой в виде части сферы 

В одном из самых простых случаев некомпланарную галактику можно попытаться моде­
лировать диском, искривлённым в виде части тонкой сферы с однородной поверхностной 
плотностью а — const. Такая модель галактики будет представлять собой известную нам 
сферическую «чашу». Её потенциал на оси симметрии имеет следующий вид: 

ч - „ Jxl + R2 - 2Rxzcos0o - R + яз 
ф (х3) = 2TTGCR^^ щ (15.38) 

(начало отсчёта в центре образующей сферы). Замена хз —* хз — R означает перенос начала 
отсчёта на «дно» чаши. Тогда для точек хз > 0 чаша обращена к ним выпуклостью, при 
хз < 0 — вогнутостью. 

Кроме того, в рамках данной модели можно вычислять и пространственный потенциал. 
Его, как мы знаем, можно найти с помощью эквигравитирующего стержня (9.114). 

З а д а ч а 15.2. С помощью эквигравитирующего стержня (9.114) найти простран­
ственный потенциал сферической чаши. 



§ 15.4. ПОТЕНЦИАЛ ИСКРИВЛЁННЫХ дисков 

15.4.2. Потенциал на оси симметрии 0 ж 3 вогнутого неоднородного диска 

Пусть распределение поверхностной плотности имеет вид 

471 

с (г) = а 0 у 1 - = <т0 cos0. 

Обозначим (см. рис. 133 ) г = RsinO. Тогда г ш а х = ,Rsin0o и 

у S111 0о 
Потенциал на оси симметрии даётся интегралом 

$0 smejl-^^de 

<p(z3) = 2тгСсг0Д2 [ V 

2JRX3 cos0 
(15.41) 

или, после замены х = cos 0, 

VP(x3) = 2 - KGOQR2 

sin 0о\/2Яхз 

Вводя обозначения 

г / 
COS 00 

(х - COS 0о) (х + COS 0Q) 

Х + Д 2 + *1 
2Ях3 

dx. 

(15.42) 

(15.39) 

(15.40) 

Рис. 133. К задаче об ис­
кривлённом диске 

. /1 + 6 , с-Ь 

а = cos 0о, b = — cos 0o, с = — 
Д 2 + х§ 

2Дх 3 ' 
имеем: 

1) для 0 < 0О <тг/2 

у ( ж з ) = 2 ^ а о Д З / Ч ( 1 + а + 2 ф , / ( 1 - а ) ( 1 - с ) 

3 s i n 0 o v l ^ 3 | 

-2v/a^c [aF (i/, fe) + сЕ {и, к)] } ; 

1-6 

(15.43) 

(15.44) 

(15.45) 

2) для ^ < 0 < 7г параметры а и 6 в (15.45) меняются местами. 

Итак, потенциал на оси симметрии диска данного вида выражается через неполные 
эллиптические интегралы. Заметим, что в обоих рассмотренных случаях начало системы 
отсчёта находится в центре шара. Чтобы перенести начало оси х 3 на дно «чаши», в формулах 
надо сделать замену х 3 —> х 3 + Д. Тогда, кстати, сменой знака у х 3 потенциал можно 
измерять уже по обе стороны «чаши». 

З а д а ч а 15.3. Выполнить численный анализ формулы (15.45), 
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§ 15.5. Эллипсоид как динамическая модель 

Знание потенциала слоисто-неоднородного эллипсоида является важным как для теорети­
ческих исследований по математической физике, так и для приложений во многих областях 
механики и астрономии. Достаточно сказать, что многие фигуры равновесия: лабораторные 
сгустки плазмы, планеты, звёзды, шаровые скопления звёзд и эллиптические галактики, 
имеют внутреннее распределение вещества, которое с успехом можно моделировать слои­
сто-неоднородным эллипсоидом. Разработанный математический аппарат автор применил 
для исследования динамики эллиптических галактик (см., например, [21]). Не имея воз­
можности подробно остановиться здесь на интересных вопросах динамики Е-галактик, мы 
ограничимся анализом только некоторых актуальных задач. 

Пусть слоисто-неоднородный эллипсоид находится в стационарном состоянии и вра­
щается с угловой скоростью ft вокруг оси Охз. Диагональные компоненты вириального 
уравнения 2-го порядка в системе отсчёта, связанной с осями эллипсоида, имеют вид [20]: 

2Ти + Wn + Пп + / ц П 2 + 2QJ pu2xxdV = О, 

2Т 2 2 + W22 + П 2 2 + / 2 г П 2 - 2ilJpuix2dV = 0, (15.46) 
v 

И з̂з + П 3 3 = О, 

где нам неизвестны лишь 

Ti> = \ JpuiUjdV (15.47) 
V 

— тензор кинетической энергии упорядоченного движения вещества, учитывающий вну­
тренние течения в эллипсоиде, и 

dV (15.48) 

— тензор энергии хаотического движения; и — вектор скорости упорядоченного, а (х - и) — 
остаточного движений. В системе отсутствует меридиональная циркуляция и положе­
но Тзз = 0. Последний член в первых двух уравнениях (15.46) описывает действие силы 
Кориолиса, причём в случае прямых (относительно направления вращения конфигурации) 
токов вещества следует брать щ < 0 и и2 > 0, а для противотоков: щ > 0 и и2 < 0. Урав­
нения (15.46) позволяют исследовать динамику конфигураций как с изотропным давлением 
(Пп = П 2 2 = П 3з), так и с анизотропным (Пп ф П 2 2 ф П33). В качестве меры анизотропии 
возьмём отношение 

к=Ц+П22 ( , 5 4 9 ) 

Для системы с изотропным давлением к = 1, но обратное не верно, так как при к = 1 
возможно и Пп ф П 2 2 . 

Складывая первые два уравнения в (15.46) и исключая с учётом третьего и выраже­
ния (15.49) для компонент П^-, получим формулу для энергии вращения конфигурации в 
инерциальной системе отсчёта 

Т В Р = I (2kW33 - Wn - W22). (15.50) 

Подчеркнём: вид этой формулы не зависит от того, имеет конфигурация только 
твердотельное вращение или только внутренние вихревые течения, или то и другое одно-
временно. 
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Из формулы (15.50) следует, что Т В Р несимметрична относительно компонент тензора 
гравитационной энергии. Вследствие этой несимметричности и характерного для эллипсои­
дальной конфигурации с а* > a,j неравенства Wu < Wjj возможны следующие комбинации: 

а) вращение вокруг короткой оси: 

а 3 < ai ф а 2 , W33 > Wn ф W22; (15.51) 

б) вращение вокруг средней оси: 

a 2 < a 3 < a i , W22 > W33 > Wu; (15.52) 

в) вращение вокруг длинной оси: 

a 3 > ai ф а 2 , W33 < Wu ф W22. (15.53) 

Далее, из первого и третьего уравнений (15.46) легко получить равенство 

AW = И^22 - W33 = П 3 3 - П 2 2 - 2Г 2 2 - 122П2 + 2Slf (mxx2dVy (15.54) 
v 

позволяющее проконтролировать, вокруг какой — короткой (при AW < 0) или средней 
(при AW > 0) — оси вращается конфигурация. Если в динамической модели величина 
внутренних течений задаётся некоторым параметром (как в жидких эллипсоидах Римана, см. 
гл. 8 в [21]), уравнение Д W = 0 определяет критическую конфигурацию а2 = а3 перехода 
от фигур с вращением вокруг малой оси к фигурам, вращающимся вокруг средних осей. 
При отсутствии такого параметра (в самосогласованных бесстолкновительных эллипсоидах, 
см. га. 10 в [21]) уравнение (15.54) должно тождественно удовлетворяться. 

Вращение вокруг средней оси, как следует из (15.54), возможно для фигур с изотроп­
ным давлением (к ним, строго говоря, относим только жидкие или газообразные) лишь при 
наличии сильных противотоков, а для бесстолкновительных фигур с анизотропным дав­
лением — как при сильных противотоках центроидов, так и без них, при условии наличия 
требуемого соотношения между течениями и анизотропией дисперсии скоростей. 

Учитывая указанную выше возможность вращения моделей вокруг средней оси, нельзя 
забывать об изучении их устойчивости. Хорошо известно, что свободное вращение твёр­
дого эллипсоида вокруг средней оси неустойчиво. Совершенно иначе следует подходить к 
исследованию на устойчивость вращающихся жидких и бесстолкновительных эллипсоидов, 
имеющих внутренние усреднённые течения. Среди жидких эллипсоидов Римана существу­
ют фигуры, вращающиеся вокруг средней оси и остающиеся устойчивыми в глобальном 
отношении [47]. Также устойчивы при вращении вокруг средней оси некоторые из бес­
столкновительных эллипсоидов Фримана (см. гл. 10 и 11 в монографии [21]). С этой точки 
зрения следует серьёзно отнестись к гипотезе Кондратьева [28] о вращении некоторых из 
эллиптических галактик вокруг средней оси. 

Вращение же вокруг длинной оси может осуществляться только в бесстолкновительных 
эллипсоидах4. Для этого должно выполняться: 

k < k _Wn + W22 
k < * * - 2W33 * 

Легко видеть, что /ск р < 1. 
4 Речь идёт, подчеркнём, только о гравитирующих фигурах. В присутствии же собственного магнитного поля 

даже конфигурации с изотропным давлением могут вращаться вокруг длинных осей. 
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З а д а ч а 15.4. Показать, что для эллипсоида с подобными слоями вообще не 
зависит от распределения плотности и равно 

_ А\а\ + А2а% 
к к р " 2А3а2 ' 

Решение. 
Оно легко следует из выражения (8.89). • 
Преобразуем формулу энергии вращения (15.50) конфигурации в случае изотропного 

давления k = 1. Подставляя туда компоненты тензора гравитационной энергии Wij из (8.88), 
после многих преобразований получим 

Тър = Тг-Т2-Т3) (15.55) 
где 

1 

Тг = ^ Jdmp{m)M(m)-£- [т2 (^i(m)a? + 4 2 (m)a^(m)) - 24 3 (m)a^(m)] , 
о 

l 

T 2 = ^rJ dmP ( m ) (*i;3 ( ™ ) ^ B i 3 (m) + N2;3 (m) -£^B23 (m)), (15.56) 
о 

l 

T3 = nGJdmp(m) | t f 1 ; 2 (m) ^ + (In (m) + 2 / 3 3 (m)) ̂ ] . 
о 

Здесь Bij (m) получаются из (8.78) заменой a; на a* (га). 
Специальный анализ показал, что для широкого диапазона внутренних структур эллип­

соида наибольший вклад в величину энергии вращения даёт член Т\\ вклад членов Т2 и Г 3 

будет мал; в частности, член Т 2 в силу очевидного 

dBjj _ дВц deu дВц de\3 + дВц de23 

dm де\2 dm де\3 dm де23 dm ' 

оказывается незначительным из-за малости входящих в него производных -^—Вы-
oeij 

Для конфигураций с подобными слоями Т2 = Тз = 0; для них 
1 

Т в р = Ti = ^ (I - ЗА3а2

3) j dm2p (m) М (m) (15.57) 
b 

и, согласно (8.86), отношение 

' -•nNt'-^) (15-з8> 
вообще не зависит от распределения плотности вещества. 

Этот факт замечателен: отношение энергии вращения к гравитационной энергии у неод­
нородных эллипсоидов, состоящих из подобных слоев, в точности совпадает с одноимённым 
отношением для классических однородных фигур равновесия (сфероиды Маклорена или эл­
липсоиды Якоби) и является функцией только эксцентриситетов слоя. 

Если же слои равной плотности не являются подобными друг другу, т.е. профиль сплюс­
нутости слоев отличается от линий = const, то все характеристики модели: масса, грави­
тационная энергия, энергия вращения и отношение t из (15.58) зависят от конкретных для 
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данной модели профилей плотности и сжатия поверхностей равной плотности. Отметим 
следующее. Численные расчёты показали, что характеристики моделей тем сильнее зависят 
от профиля сплюснутости, чем больше в них концентрация вещества к центру. Влияние про­
филя сплюснутости на массу, гравитационную энергию и энергию вращения эффективнее 
в модели вытянутого сфероида, чем в модели сжатого; напротив, его влияние на T B p / | W | 
заметнее у последнего. При одинаковых профилях плотности и сплюснутости слоев вели­
чина Г в р/ |И^| у вытянутого сфероида всегда меньше, чем у сжатого. Однако это различие 
уменьшается с возрастанием концентрации вещества и отклонения профиля сплюснутости 
от линии Eij — const. 

§ 15*6» Моделирование эллиптических галактик 

Остановимся теперь на некоторых элементах динамики эллиптических галактик. 

15.6.1. Интересная геометрическая задача 

До 1975 года наблюдаемую сплюснутость эллиптических галактик пытались объяснить их 
вращением. Сказались традиционные представления о связи между сплюснутостью и вра­
щением в жидких и газовых конфигурациях с изотропным давлением. Однако, как только 
удалось измерить вращение у некоторых Е-галактик (Bertola и Capaccioli [51]), был обна­
ружен удивительный факт — значение этого вращения в среднем составляло лишь i пред­
сказанного моделями5. Учитывая сглаженную форму нормальных Е-галактик, говорящую 
о стационарности в целом этих объектов, встаёт вопрос о природе той причины, которая 
могла бы играть роль в формировании фигур эллиптических галактик. 

Чтобы моделировать, надо знать внутреннюю структуру эллиптических галактик. Пре­
цизионными измерениями установлено, что у большинства Е-галактик изофоты являются 
правильными эллипсами (Carter [56]). Особенно уверенно можно говорить об эллипсои-
дальности наиболее ярких внутренних изофот. Это немаловажно, так как именно внутрен­
няя плотная часть определяет динамические свойства всей галактики. Можно считать эл­
липсоидальными и слои равной плотности, поскольку в Е-галактиках отношение массы к 
светимости мало изменяется с расстоянием от центра (Strom К. Н., Strom S. Е. [70]). 

Итак, в проекции на картинную плоскость наблюдатель видит галактику в форме эл­
липса. Какова же её пространственная форма (точнее, форма слоев равной плотности)? 
Возможны варианты: сжатого сфероида, вытянутого сфероида и трёхосного эллипсоида. 
Были разработаны (Кондратьев и Озерной, [30]) наблюдательные тесты, позволяющие пред­
сказать, какая именно форма у галактик предпочтительна. 

Пусть наблюдатель связан с системой координат Ох 1X2X3, а произвольно ориентиро­
ванный трёхосный эллипсоид (5.3) — с системой О Х 1 Х 2 Х 3 . С помощью матрицы перехода 
от системы координат наблюдателя к системе эллипсоида (см. рис. 134) 

запишем уравнение (5.3) в системе Ох^х^х^ и спроецируем видимую фигуру на плоскость 
О Х 2 Х 3 , являющуюся картинной для наблюдателя. Уравнение проекции имеет вид 

5 Уточним сказанное. По современным сведениям [17], эллиптические галактики подразделяются на два класса 
в соответствии с их морфологией и кинематическими свойствами: на гигантские галактики и галактики средних 
и карликовых размеров. Гигантские Е-галактики действительно вращаются очень слабо; вероятно, это трёхос­
ные конфигурации, вытянутая форма которых поддерживается, главным образом, за счёт анизотропии дисперсии 
скоростей. Но есть класс промежуточных галактик и галактик низкой светимости; их форма (возможно, осесим-
метричная) поддерживается быстрым вращением. Это так называемые ротаторы с почти изотропным давлением. 
Таким образом, выше мы говорим только о галактиках первого класса. 

•л 
cos a cos 7 — sin a cos /3 sin 7 — sin a cos 7 — cos a cos (3 sin 7 sin /3 sin 7 
cos a sin 7 + sin a cos/? cos 7 — sin a sin 7 + cos a cos 0 cos 7 — sin/?cos7 

sin a sin /3 cos a sin /3 cos (3 
(15.59) 
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xf {R\2 - R!R2) + 2x°2x°3 {R12Ri3 - Д1Я23) + xf (R2

l3 - R1R3) + Ri = 0, (15.60) 

где введены обозначения 
3 a? 

(15.61) 

a aij — члены матрицы А. Угол между малой осью эллипса (15.60) и осью Ох% равен 

tg 2ipf = 2 ( Д 1 2 Д 1 3 - Д 1 Д 2 3 ) 

^13 ~ Л 1 Д 3 — Д 2

2 + Д 1 Д 2 
(15.62) 

После преобразований этого выражения получим изящную 
формулу 

Q32A33 , Q22A23 , 0>\2<1\3 
" г 0 0 ~Г "~ 

tg 2у/ == 2 
2 2 2 2 2 2 a 2a 3 

2 2 2 2 2 2 
Q32 ~~ ОЗЗ I а 2 2 ~ ^23 , Д12 ~ Q 13 

I* о о I ' 

(15.63) 

2 2 
Ul<l2 

2 2 2 2 

Рис. 134. Эллипсоид, связан­
ный с системой коорди­
нат ОХ1Х2Х3, которая произ­
вольно ориентирована отно­
сительно системы координат 

1 X 2 ^ 3 . Показаны мериди­
ональные сечения эллипсоида 
и углы Эйлера а, /?, 7 

С другой стороны, уравнение проекции оси 
вращения Ох 3 на ту же плоскость Ох2х% имеет вид 
х2 = - х% cos a tg /3. Обозначая через р угол между этой 
проекцией и осью Ох°, легко показать, что 

tg 2ip= - 2 cos ос sin /3 cos /3 
cos2 ft - cos2 a sin 2 /3 

(15.64) 

Рассмотрим частные случаи: а) а\ = аг > аз (сжатый 
сфероид); в этом случае формула (15.63) даёт результат, тож­
дественный формуле (15.64). Таким образом, если галактика 
имеет форму сжатого сфероида, проекция малой оси на кар­

тинную плоскость совпадает с направлением оси вращения при любой ориентации галак­
тики относительно наблюдателя; б) а2 = аз < а\ (вытянутый сфероид). Из (15.63) легко 
видеть, что для этого случая, вообще говоря, нет совпадения оси вращения и видимой малой 
оси, т. е. у ф <р'; в) а\ > а2 > аз (трёхосный эллипсоид). Наблюдатель будет гораздо чаще 
видеть несовпадение означенных осей (для совпадения требуется равенство нулю углов а 
или /?, что маловероятно). 

Таким образом, тест, позволяющий судить об истинной форме эллиптической галак­
тики, состоит в том, что в случае произвольно ориентированного сжатого сфероида ось 
вращения будет всегда видна совпадающей с видимой малой осью, а в случае вытянутого 
сфероида или трёхосного эллипсоида наиболее вероятно видеть эти оси несовпадающими. 
Последнее обстоятельство делает, кстати, несущественным для предлагаемого теста исполь­
зованное выше предположение о совпадении оси вращения галактики с её истинной малой 
осью. Действительно, тест чисто геометрический, и вращение галактики в кинематическом 
отношении может происходить вокруг любой другой оси. В частности, и кинематически, 
и динамически возможно вращение эллиптической галактики с внутренними течениями 
вокруг средней оси симметрии (Кондратьев [28]). 
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Отметим, что при несовпадении истинной малой оси галактики с её видимой малой 
осью (т. е. если галактика — не сжатый сфероид) наблюдатель зафиксирует движение веще­
ства именно вдоль второй. В действительности же это — эффект проекции на неё вращения 
относительно первой оси. 

Но из формулы (15.63) следует ещё один тест. Как известно, у Е-галактик сплюснутость 
изофот, как правило, меняется от центра к краю. Так вот: если бы эллиптическая галактика 
представляла собой сжатый сфероид, то наблюдатель не зафиксировал бы эффекта наруше­
ния соосности изофот с расстоянием от центра (поскольку tg 2(р' не зависит от отношения 
осей); если же галактика — трёхосный эллипсоид, то эффект нарушения соосности изофот 
должен наблюдаться (из (15.63) следует, что для двух эллипсоидов разной геометрической 
формы углы <р* должны различаться). 

15.6.2. Элементы моделирования 

Имеющиеся к настоящему времени наблюдательные данные свидетельствуют, что наряду с 
формами сжатого сфероида, некоторые Е-галаюгики (в основном — массивные) с высокой 
вероятностью имеют трехосную форму6. Рассмотренный выше слоисто-неоднородный эл­
липсоид позволяет учитывать реальную структуру галактик7, что даёт возможность строить 
индивидуальные модели последних с учётом наблюдаемых распределений поверхностной 
яркости и структуры изофот. Об этом мы можем сказать здесь лишь несколько слов. 

Распределение поверхностной яркости / у Е-галактик удовлетворительно описывается 
законом, который открыл Хаббл [60]: 

/ = гг!гт> ( 1 5 - 6 5 ) 

1 + /Jrrr 
где 0 < m < 1, /? — параметр, который находится выравниванием данных фотометрии. 
Подставляя (15.65) в известное интегральное уравнение 

1 

р (m) = I j V ^ ^ f ( i f ) dr (15.66) 
m 

и сохраняя после интегрирования только главный член, получим8 

р (т) » arctg ,//? 1 f2 • (1 + рт2) 3 / 2 . (15.67) 
У 1 + /?77Г 

Зная для выбранной галактики р (т) и е ( т ) , находим 

Тх - Г 2 - Г 3 

\W\ *тотр = ——ГТ771 (15.68) 

ЭТО отношение можно связать с наблюдаемыми у Е-галактик максимальной скоростью вра­
щения vBp и дисперсией скоростей <г. Кривые вращения и профили дисперсии скоростей у 
этих объектов, как свидетельствуют наблюдения, почти плоские, и легко показать, что 

6 Предположение о трёхосной форме Е-галактик высказывали ранее Контопулос (1956) и из динамических 
соображений К. Ф. Огородников (1958). 

7 Кроме, конечно, галактик с особенной морфологией (например, галактик с двойными ядрами). 
8 Гравитационная энергия эллипсоида с таким распределением плотности дана в (12J1). 



478 ГЛАВА 15. ПРИЛОЖЕНИЯ 

Вычисленное по этой формуле vhp/a следует сравнивать с наблюдаемым, что позволяет сде­
лать некоторые выводы о динамическом состоянии данной галактики. Раньше казалось, что 
указанное выше расхождение теории и наблюдений можно было ликвидировать единствен­
ным способом — лишь допуская у галактик существование сильной анизотропии дисперсии 
скоростей (Birmey [53], [54] Кондратьев [27]). Другими словами, подбором значения fc в 
формуле (15.50) устранялось расхождение теории и наблюдений. 

Рис. 135. К динамике эллипсоида с подобными слоями и изотропным давлением к = 1: а — зависи­
мость Т„р/| W| от сжатия эллипсоида £ 1 3 , вращающегося вокруг короткой (при 0 ^ / ^ 1) или средней 
(при I < 0) оси. Случаи / = 1 ( = 0 ) относятся к сжатому (вытянутому) сфероиду; б — зависимость 
vBp/<7 от £ 1 3 . Обозначения те же. Все vBp умножены на фактор проекции р: для сжатого сфероида 
р =г 7 г / 4 , а для трёхосного взято среднее значение р « 0.85. Крестики — данные наблюдений для 14 
эллиптических галактик, взятые из статьи [61] 

Но бесспорно ли то, что все эллиптические галактики вращаются вокруг наименьших 
своих осей?9 Сейчас в этом нет уверенности, а значит, надо допускать и другие возможные 
варианты с ориентацией оси вращения у этих звёздных систем. Как мы уже знаем (см. § 15.5), 
для них динамика допускает вращение вокруг средних и даже длинных осей. Поэтому 
отказ от гипотезы обязательности вращения эллиптических галактик вокруг малых осей 
может дать ещё один способ для устранения упомянутого расхождения (Кондратьев [28]). 
Для иллюстрации этого эффекта проведём численные расчёты на простейшей модели с 
подобными слоями и при k = 1. Сжатия ортогональных сечений свяжем формулой 

е2з = few (15.70) 

В интервале 0 < I < 1 вращение (относительно оси ОхзХ) происходит вокруг короткой оси: 
при 1 — 1 (=0) имеем сжатый (вытянутый) сфероид, а при любом промежуточном / — 
трёхосный эллипсоид. В случае же / < 0 эллипсоид вращается вокруг средней из осей 1 0 

(см. (15.52)). Результаты расчётов по формуле (15.58) приводятся на рис. 135, а (см. также 
рис. 135, б). 

Важность выяснения ориентации Е-галактик относительно осей вращения связана не 
только с построением новых динамических моделей, но и с возможным выяснением про­
исхождения и эволюции этих систем. Например, в известной схеме образования Е-галактик 

9 Здесь — отзвуки классических представлений: ведь вращение эллипсоидов Якоби происходит именно вокруг 
малой оси. 

1 0 Формула (15.70) имеет смысл и при изменении знака /, так как тогда и £23 меняет свой знак. 
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в ходе бурной релаксации из сильно сплюснутых вначале систем следует считать к > 1, 
что делает невозможным вращение вокруг длинной оси. Следствием же другой гипотезы — 
образования эллиптических галактик в результате слияния двух звёздных систем — является 
любая теоретически возможная ориентация. 

§ 15.7. Новая формула для угловой скорости фигур равновесия 
вращающейся гравитирующей жидкости 

Для такой важной характеристики жидких фигур относительного равновесия, как угловая 
скорость вращения Q, ранее было известно выражение только через геометрические па­
раметры фигуры. В конкретном же виде П было известно только для последовательности 
сфероидов Маклорена 

О 2

 = р 
nGp 

4 / 1 - 6 2 (3 - 2е 2) arcsine - ^ {l - е2) 
е 3 v ' е2 

(15.71) 

и последовательности трёхосных а\ ^ а 2 ^ аз эллипсоидов Якоби 

J2L 

(Ai — коэффициенты внутреннего потенциала из (6.14)), у которых угловая скорость выра­
жается через е — эксцентриситет меридионального сечения фигуры. 

Выражение совершенно другого типа, причём для любой, не обязательно эллипсои­
дальной, однородной фигуры относительного равновесия, мы сейчас получим с помощью 
введённых в § 8.8 понятий внешней И^внешн и внутренней WUHyTp частей гравитационной 
энергии тела. 

Рассмотрим однородную жидкую фигуру равновесия, вращающуюся с угловой скоро­
стью Л вокруг оси хз. Уравнения гидродинамики принимают теперь вид 

2 

(grad у?)2 = (grad + fiV - 2fi 2 r - grad jj. (15.73) 

Интегрируя равенство (15.73) по объёму фигуры, получаем 

- S T T G H ^ = J (grad fj2 dV + - 2П2 J т . grad £ dV, (15.74) 
v 

где величина внутренней гравитационной энергии тела (см. § 8.8) определена равенством 
(8.124), а /з представляет собой момент инерции фигуры относительно оси хз : 

h= JJ p-r2dV. (15.75) 
v 

Применим к первому члену в правой части (15.74) теорему Грина. Тогда, в силу исчез­
новения давления на поверхности фигуры 

р , = 0, (15.76) 

получим 

/ V = - / £ • Д ( ? ) «V = *9tj2L . П, (,5.77, 
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где через П обозначен интеграл от давления 

П = JpdV (15.78) 
v 

и лапласиан от нормированного давления равен1 1 

= - 2 (2nGp - П2). (15.79) 

Далее, третий член в правой части (15.74) с учётом определения П в (15.78) оказывается 
равным 

2П2 J г grad %dV = - 4 0 ! . П. (15.80) 
v 

Таким образом, уравнение (15.74) приводится к виду 

-87rGW B H y i p = + 4тгс) П + . (15.81) 

С другой стороны, согласно теореме вириала 

2(Г к и „ + Г т е п л ) + ^ = 0, (15.82) 

где Ткин — кинетическая (механическая) энергия тела, а его тепловая энергия 

Ткпп = | J pdV, 
V 

имеем 

- З П = 2Г в р + Тополи = П 2 /з + И̂ попн, (15.83) 

где WnonH есть полная гравитационная энергия тела. Исключая П из (15.81) с помо­
щью (15.83), приходим к биквадратному уравнению для нормированной величины угловой 
скорости ft — h/y/nGp: 

fi4 - 4fi2 (1 + г,) + A

6W*«™-W™» = о, (15.84) 

где 

Его корни 

= 2 1 + , ± , ( 1 + , ) ' . ^ п - = (15.86) 

1 1 Кстати, именно при выполнении неравенства Пуанкаре Q2 ^ 2nGp лапласиан от давления отрицателен, что 
необходимо для реализации состояния равновесия фигуры. 
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и определяют квадрат искомой угловой скорости однородной фигуры относительного рае-
новесия через её внутреннюю и полную гравитационную энергию. 

Здесь 
О - 1 , (15.87) 

причём точное равенство имеет место только для шара. 
Важно обратить внимание, что полученное выражение для угловой скорости содержит 

оба знака перед радикалом. Вопрос с выбором того или иного знака не является простым. 
Прежде всего, легко видеть, что формула (15.86) даёт для шара П = 0 при обоих знаках 
перед радикалом. 

З а д а ч а 15.5. С помощью выражений (8.137) доказать последнее утверждение. 
Поэтому заранее нельзя отбрасывать тот или иной знак в полученных решениях (15.86). 
Необходимо, однако, заметить, что только при знаке «—» формула 

^ ^ - f ^ ^ s F } <•»•> 
даёт известные классические выражения для квадрата угловой скорости сфероидов Макло-
рена (15.71) и эллипсоидов Якоби (15.72). 

З а д а ч а 15.6. Доказать, что для однородных сфероидов и эллипсоидов формула (15.88) 
действительно приводит к известным выражениям угловой скорости сфероидов Маклорена 
и эллипсоидов Якоби. 

Решение. Для сфероидов Маклорена оно может быть получено после подстановки в 
(15.88) и последующих преобразований выражений Whliyrp из (8.135), И о̂дн из (1.66) и 
очевидного / 3 = 2/ЬМа2. • 

Формула для угловой скорости (15.88) может применяться при численных расчётах 
новых последовательностей неэллипсоидальных фигур равновесия, которые ответвляются 
от сфероидов Маклорена и эллипсоидов Якоби. Кроме того она может быть полезной также 
при доказательстве существования верхнего предела для угловой скорости. 

З а д а ч а 15.7. Попробуйте ответить на вопрос: существует ли двумерный аналог 
формулы (15.86)? 

§ 15.8. Обобщённый фокалоид и фигуры относительного равновесия 
вращающейся гравитирующей жидкости 

На поверхности фигуры равновесия вращающейся (не обязательно однородной) гравитиру­
ющей массы жидкости, как известно, полный потенциал (гравитационный плюс центробеж­
ный) должен быть постоянным: 

Ф(х) = ^р(х) + ^(х2 + х2). (15.89) 

Обозначим эту постоянную через Фо и составим функцию F (х) = Ф (х) — Ф 0 . 
Важно теперь заметить, что эта функция F (х) тесно связана с функцией s(x), вве­

дённой в § 5.13.2 в связи с рассмотрением обобщенного фокалоидного слоя. В самом деле, 
на границе фигуры имеет место равенство F = 0, а внутри эта функция удовлетворяет 
уравнению Пуассона 

AF = -4nGp(x), (15.90) 

3 1 . Кондратьев Б П 
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где введена модифицированная плотность 

р(х) = р ( х ) - ^ . (15.91) 

Следовательно, с учетом условий (5.129) имеем соотношение 

F(x) 
s [ x ) = -W' ( 1 5 - 9 2 ) 

Саму функцию F (х) можно тогда рассматривать как некий потенциал, равный сумме 
гравитационного потенциала тела заданной формы с внутренним распределением плотности 
р и потенциала слоя обобщённого фокалоида с поверхностной плотностью 

' M - T i f e S r - ( , 5 ' 9 3 ) 

Таким образом, потенциал исходного тела оказывается равен 

Утела (*) = «Рслоя (*) + f F (ж) . (15.94) 

Формула (15.94) позволяет, в частности, дать наиболее простое доказательство извест­
ного в теории фигур относительного равновесия важного неравенства Крудели 

П2 

rcGp < 1, (15.95) 

причём без принятого самим Крудели [45] ограничения на фигуру быть обязательно выпук­
лой. 

§ 15.9. Неэллипсоидальные фигуры равновесия — двумерный случай 

I. Проблема неэллипсоидальных фигур равновесия вращающейся гравитирующей жидкости 
актуальна в современной астрономии. Некоторую грушевидность имеют, например, Земля и 
даже фигуры некоторых галактик. Весьма важно включить в рассмотрение неэллипсоидаль­
ных фигур внутренние течения, так как наблюдения говорят о том, что планеты, звёзды и 
галактики имеют внутренние поля скоростей. Однако до сих пор ограниченные возможности 
математического аппарата не позволяли провести полный нелинейный анализ неэллипсои­
дальных фигур. 

Два обстоятельства вызвали новую волну интереса к неэллипсоидальным фигурам. 
Это развитие современной астрономии и астрофизики, в частности, и применение мощных 
ЭВМ. Сейчас при объяснении наблюдаемых свойств у многих астрофизических объектов 
недостаточно знать лишь о теоретической возможности существования неэллипсоидальньгх 
фигур1 2, а требуется умение в каждом конкретном случае рассчитывать форму фигуры, 
её угловую скорость, момент вращения и т.д. Фактически, на первом этапе надо уметь 
прослеживать ту или другую последовательность неэллипсоидальных фигур в целом и знать 
на ней финальные конфигурации. Появление ЭВМ даёт возможность ответить на некоторые 
из назревших вопросов. 

Ввиду исключительной сложности задачи остановимся здесь на двумерных фигурах, 
последовательности которых берут начало от детально изученных нами (Кондратьев [21]) 
эллиптических цилиндров. 

1 2 Ранее Джинсу [64] для объяснения переменности блеска цефеид достаточно было просто упомянуть в качестве 
модели вращающуюся грушевидную фигуру, демонстрирующую наблюдателю то тупой, то острый конец! 
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П. Для поиска и изучения новых неэллиптических фигур равновесия нами были раз­
работаны два базовых аналитико-численных метода. Характерным для них является при­
менение методов теории функций комплексного переменного, включая теорию вычетов и 
конформные отображения одних геометрических областей на другие. Пригодность и целе­
сообразность методов проверялись при расчётах на практике. 

В основе методов лежит удобный для практической реализации критерий, для реали­
зации которого требуется знать гравитационный потенциал или комплексную напряжён­
ность поля не внутри, а только на границе однородной искомой фигуры. 

Первый метод 

Пусть Oxi £ 2 — плоскость, в которой расположена искомая фигура равновесия; в плоскости 
же Ох{х2 расположен круг единичного радиуса и центр его в точке z = 0. Внешняя об­
ласть круга конформно отображается на внешнюю область истинной фигуры при помощи 
преобразования (z = х\ + гх2) 

где \х и (Зт — коэффициенты, которые в данной задаче можно считать13 действительными 
числами. Отображение (15.96) переводит бесконечные точки в бесконечные же и отображают 
границу круга в границу истинной фигуры. Тогда уравнение границы фигуры при г = 1 будет 

Угол 1? играет роль параметра. 
В частности, если все = 0 и р, = Ry то (15.96) отображает окружность единичного 

радиуса в окружность с радиусом R. 

оо 
(15.96) 

т=1 

оо 
(15.97) 

При 

р = 
а\ + а2 

2 
а\ — а2 

2 Р2=РЗ= • • • = 0 (15.98) 

формула (15.96) принимает вид 14 

(15.99) 

и преобразует эллипс на плоскости z 

(15.100) 

в окружность на плоскости z. 
Несколько более сложен случай 

(15.101) 

Это связано с предполагаемой здесь симметрией контура фигуры относительно оси Ох\. 
Это — известная формула Н. Е. Жуковского. 
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Тогда, как можно показать, 

x i = (/х + А ) хг + Д (х? - 3$), t 

Xi = (/х - ft) х 2 - 2f txix 2 . 

Это преобразование окружности в грушевидную фигуру (напоминающее рис. 138). Пара­
метром её формы может служить коэффициент грушевидное™ ft//i. 

Учёт дальнейших коэффициентов ft позволяет получить конфигурации всё более слож­
ной формы. При расчётах использовалось до десяти коэффициентов ft. Слишком большое 
число коэффициентов Pi брать было уже не выгодно, так как приводило к потере точности. 

Используя отображение (15.96), можно найти все геометрические характеристики кон­
фигурации. Например: 

площадь фигуры 

5 = 4 м 2 - £ ™ / & } ; ( 1 5 Л 0 3 > 
^ тп=1 J 

среднее значение абсциссы и ординаты 

*1 = -з 
оо 

1 nJ2(m+ + М S ( 2 т - 3 ) /З т _! /? т + 
т=1 т=2 

+ £ кРтрк(Рк-т + Рк+т) I (j*2 

m,fc=l -I * ^ т=1 ' 

(15.104) 

(15.105) 

х2 = 0, 

представляющие координаты центра масс фигуры; 
момент инерции однородной фигуры относительно начала координат 

7 = т ~ 2 ( * 2 £ ( т • i } ^ ~ ё ( n + А ) -
^ т=2 n,fc=l 

- (m-hn-fc)/?mjffn/?fcAn+n-fc|, m + n - А ^ 1. 
m,n,fc=l 

Логарифмический потенциал цилиндрической фигуры в точке x i , х 2 можно предста­
вить контурным интегралом 

^— = - Jj ^ In [xi - х х 4- г (х 2 - х 2)] + In [xi - хг - г (х 2 - х 2 ) ] ^ dxi cfx2. 
<p(zi,x2) _ _ 

5 
(15.106) 

Воспользовавшись вспомогательным преобразованием15: 

-£j {(xi - xi) In [xi - an +1 (x 2 - x2)]} + -^j {(xi - xi) In [xi - xx +1 (x 2 - x2)]} = 
axj ax 2 

= 21n[x' - x i + i ( x ' xz)1 I x i ~ x i j *(4 - ^2) 
x i - x i + г ( х 2 - x 2 ) x i - x i + г (x 2 - x 2 ) 

= 2 In [x'x - x i 4- г (x 2 - x 2)] -f 1, 
(15.107) 

5 Это равенство почти очевидно. 
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получим 

J J In [x[ — xi + i (x2 — #2)] dxi dx'2 = 
s 

= i ^ l n [xi - x i + i (x'2 - x2)\ {(x[ - xi) dx2 - (x2 - x2) dx[} -
L 

следовательно, сопряженное выражение 

j J In [x[ — x\ — i (x2 — x2)] dx[ dx2 = 
s 

= i j) In [xi - x i - г (X2 - x2)] {(xi - xi) dxj - (X2 - x 2 ) dxi} - ^5 . 

Складывая последние два выражения, находим потенциал в виде 

Ч> {хих2) = Gp{S-I), (15.108) 

где S — площадь сечения фигуры, а интеграл 

I = [(xi - x i ) 2 + (х'2 - х 2 ) 2 ] {(xi - xi)dx^ - (х'2 - x2)dx[} (15.109) 

вычисляется по контуру сечения фигуры. 
Рассмотрим контурный интеграл I. Точка интегрирования x i , х2 находится на самом 

контуре фигуры. Следовательно, по формуле (15.97) значения сопряженных координат мож­
но представить в виде 

ос оо 
x,

l+ix'2=tieie'+ Prne-ime'\ x i - ix'2 = це~'в' + £ ^ e i m » ' . (15.110) 
771=1 771=1 

Если и испытуемая точка ( х ь х2) также находится на контуре, то по аналогии можно запи­
сать 

оо оо 
X! + гх2 = це1в + 0me-ime; xj - ix2 = це~" + ^7 f3meime. (15.111) 

т—1 m = l 

Разность первых компонент 

оо 

x i - х'х = fi (cos0 - cos0') + ^2 P™, (cosm0 - cosm0'). (15.112) 
m = l 

Далее, очевидно, 

оо оо 
2гх2 = 2/xzsin0 + 2z ^ /?msinra0, т. е. х 2 = /xsin0 + ^ /?msinra0, (15.113) 

rn= l m = l 
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поэтому разность вторых компонент оказывается равной 

х2 - х2 = II (sin0 — sin0') - ^ 0Ш (sinmO — sinra0 ;). (15.114) 
m = l 

Подставляя эти формулы под знак контурного интеграла / , после преобразований приводим 
его к виду 

2тт 2?т 

1(в) = JN{e,0')\n{BB+)def + j N{6,6') In 
о о 

Здесь введены следующие обозначения: 

4 sin' 0 - 0 ' d0'. (15.115) 

AT(0,0,) = ^ s i n : 

оо 
+// m/3m sin 

2 sin 
m = l 

ra- sin m—- h t? 

m = l 
oc 

sin (15.116) 

+ kPmPk Sin 
m,k=l 

и функция под знаком логарифма 
оо 

(15.117) 
т=2 

Заметим: / из (15.115) представлен суммой двух членов с тем, чтобы выделить в подын­
тегральной функции сингулярную часть. В первом интеграле в правой части (15.115) подын­
тегральная функция особенностей не имеет. Но во втором интеграле 

2тг 

J N{6,в') In 4 sin' 0 - 0 ' 

аргумент логарифма при 0 —• 0' обращается в нуль и появляется расходимость. Правда, 
расходимость эта устранимая — в силу известного замечательного предела 

lim (х • In ж) = 0. 

в — О' 
Действительно, все члены функции N{6,6') содержат —-—, что и обеспечивает выполнение 
этого предела. 

Таким образом, логарифмичесий потенциал в точке на границе сечения однородной фи­
гуры даётся выражением (15.108), причём площадь S дана в (15.103), а интеграл / определен 
в (15.115). Имея всё это в виду, а также существование интересного равенства (докажите 
его!) 

2тг 
2в-в' In 4 sin' в-в'' dO' = тг, (15.118) 
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логарифмичесий потенциал в точке на границе сечения однородной фигуры запишем так: 
2тг 2тг 

<ie\ 
L * J 

о о 

^ = ~ Ж Ё т$п - J N (в, в') In (ВВ+) dd'-JN (в, в') In 
771=1 п /ч 

где (0,0') дано в (15.116), а 
оо 

N {в, в') = | 53 m#« t c o s С6* + m(?') - c o s М + в')] -
т=1 

• к&гп/3к sin 
rn,k—l 

ra­
ti' - t f l . 

sin[^(tf' + tf)-fc0'\ 

(15.119) 

(15.120) 

Все найденные величины (характеристики фигуры равновесия) рассматривались затем 
как функции коэффициентов /л и /Зт (га = 1,2, . . . , TV), определяющих одновременно и само 
конформное отображение. Точность приближения к истинной фигуре равновесия зависит от 
числа N членов в выражении (15.96). 

Используя уравнение уровенной поверхности (интеграл исходных уравнений гидроди­
намики) в виде 

* + Т ^ + **] + ° = ° ' (15.121) 
записываем это условие относительного равновесия в достаточном для дальнейшего анализа 
числе точек круга. Так создаётся система алгебраических уравнений для неизвестных / i , 
/ ? т И С 

ЗД,/?т,ВД = 0. (15.122) 
Данная система алгебраических уравнений после регуляризации решалась на компью­

тере (причём, устойчивость расчётов повышается, если число уравнений к заметно превы­
шает число неизвестных), и находились значения / i и / ? т . С этими параметрами конформ­
ного отображения, в итоге находилась форма и все другие характеристики искомой фигуры 
равновесия. По результатам расчётов мы прослеживали всю последовательность: от точки 
бифуркации до конечной конфигурации. 

Второй метод 

Делается, как и ранее, конформное отображение внешней области неэллиптической фигуры 
равновесия на внешнюю область круга единичного радиуса, включая его границу. При этом 
все ранее найденные выражения геометрических характеристик фигуры через коэффициен­
ты р, Рш и здесь остаются в силе. Особенность же второго метода в том, что в точках на 
контуре истинной фигуры вычисляется не потенциал <р, а комплексная напряжённость 

дх\ дх2 
(15.123) 

С точностью до несущественной постоянной, потенциал однородной двумерной фигуры 
равен 

tp(x) = -2Gp JJ Inrdx^dx^. 

Компоненты вектора комплексной напряжённости равны 

(15.124) 
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дх\ 

dip dip 
dx2 дх'2 

(15.125) 

Знаки у интегралов (15.125) выбраны так, чтобы обход контура истинной фигуры в плоско­
сти Ох 1X2 проходил против часовой стрелки. 

Комплексная напряжённость Ф есть аналитическая функция: её реальная и мнимая 
части должны удовлетворять условиямКоши — Римана. Взяв 

ф = Jx7 - i Jx7 = F l - i F 2 ' ( 1 5 1 2 6 ) 

легко удовлетворим этим условиям 

dFi д , см &Ч> ,&Ч> « 

^ = -JL(-F2) „ли ^ - » " 

(15.127) 

Зх 2 " дх^ дхух2 дХ1х2 

Величина Ф будет представлена интегралом 

Ф = 2Gp j\nr{dx'2 + idx[) = 2%Gp j>\nrdz'+. (15.128) 

Очевидно, 
г 2 = \ z - z'f = {z- z') (z+ - *'+). (15.129) 

Поэтому 

Ф = iGp у In (г - z') (2+ - <*г'+ (15.130) 

Интегрирование в (15.130) проводится по контуру истинной фигуры. Если при интегра­
ции по dz' обход контура делается в положительном направлении, то в интеграле (15.130) 
обход при интеграции по dz'+ совершается в отрицательном направлении. Пробная точка z 
лежит бесконечно близко к контуру фигуры, причём с внешней его стороны. 

Разобьём теперь интеграл (15.130) на два: 

h = j>ln(z+ -z'+)dz'+, (15.131) 

I2 = j In (z - z + ) d* / + . (15.132) 

Так как внутри контура особых точек нет, интеграл 

Д =0. (15.133) 

Комплексная напряжённость будет поэтому равна 

Ф = iGp j In (z - z+) c b / + . (15.134) 
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Выполним теперь конформное отображение внешней области круга единичного ради­
уса, расположенного в плоскости С = ^ i + ^2> на внешнюю область искомой фигуры в 
плоскости z 

* = S ( C ) = K + £ / ? m C W . 
тп—1 

Коэффициенты р и / З т вновь считаем вещественными. Тогда 

h = - j [In (С - С') + Ь В] • ( ф - £ mflnC*'"- 1 ^ dC, 

где В может быть записана в виде 

В (15.136) возможны некоторые упрощения. Прежде всего, 

« - - ' / t i ^ - ? / ( ? - ? ^ ) * ' - » f -
Далее, поскольку внутри контура особых точек нет, очевидно, что 

14 = j In (С - С) C'^-^dC' = 0 (m > 1). 

В итоге, искомая комплексная напряжённость на контуре фигуры будет равна 

"{m-A\nBdA. 

(15.135) 

(15.136) 

(15.137) 

(15.138) 

(15.139) 

(15.140) 
тп=1 

Для практических вычислений интеграл по замкнутому контуру (15.140) может быть 
взят по частям1 6. Делая это и учитывая, что проинтегрированный член обращается в нуль, 
получим 

Ф = -2nGp { а 
с v 

(15.141) 

Здесь 

dB = _г_ 
dC СС . S m=2 S /с=0 4 S 7 

(15.142) 

Условие относительного равновесия в точках на границе фигуры даётся, как можно 
показать, уравнениями 

Re [(Ф + Q2z+) dz] = 0, Im [(Ф + П 2 г+) dz] = 0, (15.143) 
1 6 Вычисление In В даже на ЭВМ требует много времени. 
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где 

dz = 
N 

.С 

т=1 

dC (15.144) 

Далее, на базе уравнений (15.143) создавалась система алгебраических уравнений для 
неизвестных \х и / З т , которая решалась на компьютере. 

Все найденные выше выражения легко могут быть проверены на известных случаях 
цилиндров с круговым и эллиптическим сечением. 

Важно подчеркнуть, что результаты, полученные одним методом, контролировались с 
помощью другого. Угловая скорость П служила в качестве пробного параметра в схеме 
расчётов. ( 

Результаты расчётов 

Приведём некоторые результаты расчётов по указанным методам для фигур новых после­
довательностей, ответвляющихся от кругового цилиндра. Прежде всего, точки бифуркации 
рассчитывались по формуле (N — номер возмущающей гармоники) 

П 2 

irGp АГ = 2 , 3 , 4 , . , (15.145) 

а) Последовательность «грушевидных», а точнее, треугольных фигур (N = 3). Ответв­

ление при -Ц^- = | . Выяснилось, что вдоль неё 1 7: 
7ГОр О 

— угловая скорость монотонно убывает; — момент инерции / возрастает; 
о 2 

— момент вращения L сначала возрастает, достигает max при ~ 1.23288, а затем 
убывает вплоть до конца последовательности. 

Последовательность заканчивается не делением 
фигуры, а появлением трёх (по числу N = 3) особых 
точек на контуре фигуры, в которых центробежная 
сила уравновешена силой гравитации и gradp = 0. 
Далее, за предельной конфигурацией (рис. 136) про­
исходило бы истечение вещества из фигуры. 

б) На рис. 137 показана предельная конфигу­
рация на той последовательности цилиндрических 
фигур, которая ответвляется от кругового цилиндра 
при возмущении его гармоникой N = 5. Цилиндр в 
точке неустойчивости имеет следующие характери-

Рис. 136. Близкая к предельной конфи­
гурация на последовательности жидких 
цилиндров, ответвляющихся от кругло­
го при возмущении гармоникой N = 3. 
В точках заострения отношение центро­
бежной силы к гравитационной на гра­
нице ^ = 0.988. Результаты числен-

ных расчётов по разработанной автором 
методике 

стики: & _ 8 = | , отношение центробежной силы к 

гравитационной на границе — = | . Для предель-
Ггр О 

О 2 

ной же фигуры -=7т- = 1.488, а в точках заострения 
7ГО/? F u 6 = 0.9980. Близость последнего отношения к 1 

как раз и указывает на появление пяти особых точек. 
Интересно отметить, что у этой предельной фигуры 
дуги сечения между особыми точками оказывают­
ся, в отличие от треугольного случая, вогнутыми к 
центру. 

' Графики мы не имеем возможности здесь приводить. 
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в) Рис. 138. Фигура, близкая к финальной на по­
следовательности «грушевидных» фигур, ответвляется от 
цилиндра, не имеющего внутренних течений, с отноше­
нием полуосей щ = | и угловой скоростью = | . 

Расчёты показали, что эта последовательность груше­
видных фигур относительного равновесия заканчивается 
отнюдь не делением (как считал ранее Джине), а фи­
гурой, напоминающей собой вытянутый треугольник с 
двумя сглаженными и одним острым углом, в вершине 
которого находится особая точка (носик). 

В этой особой точке центробежная сила уравновеши­
вается силой гравитационной; существование такой осо­
бой точки предполагает истечение через неё жидкости из 
фигуры. 

Рис. 137. То же самое, 
рис. 136, но для N = 5 

Рис. 138. Близкая к предельной 
конфигурация на последова­
тельности жидких цилиндров, 
ответвляющихся от эллиптиче­
ского цилиндра без внутренних 
течений с отношением полу-

„0,2 1 
осей — = - и угловой скоро-

о 2 з 
стью —г— = - при его воз-

тгир 4 
мущении гармоникой N = 3. 
В правой вершине намечается 
«носик». Результаты численных 
расчётов по разработанной ав­
тором методике 

Таким образом, установлено, что вопреки Джинсу, независимо от того, устойчива вековым 
образом последовательность двумерных груш, или неустойчива (см. ниже!), никакого деле­
ния жидкой массы вдоль неё квазистатически не происходит. Выясняется также, что вдоль 
данной серии фигур все основные характеристики ведут себя немонотонным образом: 

— угловая скорость вначале убывает, достигает некоторого min, затем немного растёт; 
— момент инерции J возрастает, имеет max и затем убывает; 
— момент вращения L сначала возрастает, достигает max при некотором /?2, а затем 

убывает до конца последовательности. 
Последнее весьма любопытно и показательно, так как возрастание углового момен­

та всегда свидетельствует о вековой устойчивости фигур равновесия: в данном примере 
устойчивыми, по крайней мере на первом участке серии, оказываются двумерные «груши». 
Между прочим, трёхмерные «груши», как впервые установил ещё А. М. Ляпунов, с самого 
начала последовательности являются неустойчивыми вековым образом18. 

г) На рис. 139 показана одна из фигур равновесия с внутренними течениями, последова­
тельность которых ответвляется от эллиптического цилиндра с внутренним полем скоростей 
при возмущении гармоникой N = 3. И здесь появляется «носик». 

1 8 Вопрос о вековой устойчивости двумерной «груши» долгое время также оставался спорным. Видный спе­
циалист по этим вопросам астрофизик Джине колебался: в мемуаре [62] от 1902 года он считал эти фигуры 
устойчивыми в вековом отношении, но затем, в 1916 году [63], изменил своё мнение по этому вопросу на прямо 
противоположное. 
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Рис. 139. Близкая к финальной фи­
гура равновесия с общим вращени­
ем и внутренним полем скоростей. 
Имеет «носик». Эта последователь­
ность ответвляется при возмуще­
нии гармоникой N = 3 эллиптиче­
ского цилиндра с такими характе­
ристиками: 22. = о.З, течения со­

путствующие (/ = — = 0.9115), 

д) Нами также установлено, что некоторые серии неэллиптических фигур равновесия 
всё же заканчиваются делением жидкой массы. Такова, например, серия фигур, бифуркиру-
ющих от эллипса при N = 4 и имеющих «гантелеобразную» форму1 9. 

Напомним, что внутри эллиптических цилиндров, начальных для всех новых серий 
фигур, циркулирует линейное по координатам поле скоростей с однородной завихренностью. 
И весьма важно, что для всех двумерных фигур, бифуркирующих от таких цилиндров, 
выполняется одно общее свойство: 

— хотя внутри неэллиптических фигур циркулирует уже нелинейное по координатам 
поле скоростей жидкости, завихренность в них всё же остаётся одинаковой в каждой 
точке, т. е. однородной. 

Это уникальное свойство только двумерных фигур! Гидродинамика объёмных неэллип­
соидальных фигур гораздо сложнее! 

§ 15.10» Сводка формул для дисков и эквигравитирующих им тел 

1. Круглое тонкое кольцо 
Пространственный потенциал 

^кольца (г, Хз) (15.146) 

эквигравитирующий стержень 

м(0 = -
2гЯ//о - Ж 4 ^ Д. (15.147) 

\/R2 + С 2 ' г 

2. Однородный круглый диск 
Потенциал на оси симметрии 

(15.148 

внутренний потенциал 

(15.149: 

Отметим геометрическое сходство с сечениями объёмных неэллипсоидальных фигур равновесия. 
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внешний (в главной плоскости) 

ta(r)=4Gar | Е ( £ ) - ( l - ^ K ^ j , (15.150) 

потенциал в любой точке главной плоскости 

У д « ( г ) = 2 С < г | ^ | ( Д + г)К(Л) + ^ ^ Е ( * ! ) } , * = | ^ ; (15.151) 

пространственный потенциал в произвольной точке (см. формулу (9.56)); 
радиальная компонента силы в точках главной плоскости диска 

Г E(fc)-K(fc) г < ! 1 

4 G c t I E ( * ) - K ( f c ) , А = £ < 1 . J 

эквигравитирующий стержень 

/х(С) = -2iay/WTc?, -R^i^R; (15.153) 

имеет эквигравитирующий слоисто-неоднородный сфероид из гомотетических слоев 

Р = ^ = = , т 2 = Г 4 + ^ 05.154) 

гравитационная энергия 
И^дИСка = - | т г С а 2 Я 3 . (15.155) 

3. Неоднородные круглые диски 
За). Плотность и масса диска 

а (г) = ао ( 1 - ^ I ; Л/ = ±тг<7оЯ'; (15.156) 

потенциал на оси симметрии 

{ / х 2 # 4- Л / Д 2 4- х 2 ) 
^ / Д 2 + х 2 - 2 | х 3 | + - ± hi ^ _ 2- | ; (15.157) 

эквигравитирующий стержень 

с 2, * + > / j P + c*\ D^c 
H(0 = -i<T0\VW+^+^ln v s , - Д < ^ < Д ; (15.158) 

V 2 Д Я - л / Я 2 + с2 / 1 

имеет эквигравитирующий слоисто-неоднородный сфероид из гомотетических слоев 

/ ч ЗМ , 1 + \/1 - ш 2 

p(m) = Z2i2rlri m 5 < 1 5 1 5 9 > 
7г а^аз 
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гравитационная энергия 

Ириска = к = 1 7 ~ 2

6 С К = 1-165620; R2 = a\- e|. 

ЗЬ). Плотаость диска 

(15.160) 

ст(г) = ЗМ 
27r(af — a§) V ~ a i - о§' 

(15.161) 

эквигравитирующий стержень 

имеет эквигравитирующий сфероид — однородный с границей 

гравитационная энергия 

Зс). Плотность диска 

г 2 #3 
— + — = 1' 

w — 
лиска — 

3 T T M 2 G 

(15.162» 

(15.163) 

(15.164) 

сг (г) = <то ̂ 1 — , п — любое вещественное число; М = ~ ^ " ! (15.165) 

эквигравитирующий стержень 

/ л • о л / 5 г Г ( п + 1 ) Д < 2 \ 
п + 2 

в частном случае, при п = 0,1,2,3. 

П + 7 

г 

3d). Диск с гауссовским распределением плотности 

о (г) = (То exp ( ~ а ^ ) ; 

(15.166) 

(15.167) 

(15.168) 

имеет эквигравитирующий слоисто-неоднородный сфероид из гомотетических слоев с зако­
ном плотности 
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Р(т2) = 
е2сг0 

7га 3 

ехр(—а) 
+ 

yi-m2 

гравитационная энергия такого диска 

M2G 

y/iraexp (-am2) erf (^\/a(l - m2)^ 

Ириска = - 7 R » ( 7 = 7 (<*) Дано в таблице 2 § 14.11). 

Зе). Мнимый круглый диск 

а (г) = ' 1 + 
27Г (а | - а\) у а§ - af' 

эквигравитирующий стержень (вещественный) 

0 £ 

имеет эквигравитирующий вытянутый однородный сфероид 

+ = 1; аз ^ 

4. Однородный эллиптический диск 
Граница 

/у»2 
— А = 1* 

потенциал во внешней компланарной точке (обозначения в § 2.9) 

, ч 8Ga\fN cos2 a / , 
Слиска ( Я Г 1 , Х 2 ) = , , /л , л \ 2 • 2 ^ ~ К ( f c) + 

1 + 7 cos (вг + в2) а\ + а | 

С2 + гщ 
mi — rri2' 

П 
cr - mi 

;k C2 + ГП2 

mi — 7712" П 
a46 - 7712 

J; 

потенциал на границе 

/ ч 4Gcra2 Слиска WyX2) = — ё — | cosa arctg eai cos a 
У/ a\ cos 2 a + a\ s i n 2 a 

sin a jn > /a 2 . c o s 2 a + a i s * n J a ~~ e a i s m a I e Д a 2 
^ \Za?j cos2 a + a 2 s i n 2 a -f- eai sin a J у a} 

потенциал на осях симметрии и в центре диска см. в § 2.9.4; 
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потенциал в произвольной внутренней точке (обозначения в § 2.9.5) 

х2 

y W a (xi, х2) = 2Gaa2л 1 \ (h + 2 Re I2); (15.177) 

пространственный (внешний и внутренний) потенциал в пробной точке (х\, х2у х 3 ) (обозна­
чения в § 10.10, а полуоси диска R\ и R2 даны в (10.121). 

^диска {&) — 

+ п 2

1 п 

4GcrRiR2 

R\ + v 
А -

- 1/ 

=77 Ц Я? + «/ 
* 2 K(fc) + 

Я? + ^ 
П 

Rl + v 

Rl + v 
X-u 

,k + 

где модуль эллиптических интегралов 

(15.178) 

(15.179) 

диск имеет эквигравитирующий слоисто-неоднородный эллипсоид из гомотетических слоев 
с полуосями а\ ^ а2 ^ аз и плотностью 

р(т) = R\R2 

/*»2 rp^t т*2 
. ^ 2 х 1 , х 2 , х 3 . 

af ai ai 

гравитационная энергия 

и/ 16 M2G у ,^ л и / д „ с к а = - ^ 2 ~ ^ К ( е ) , е = 
Я^ 

5. Неоднородный эллиптический диск 
5а). Плотность диска 

о {х\,х2) = ЗМ 1 _ 1̂ -
1 « 9 п 9 ' i^M Я 2 Я 2 ' 

(15.180) 

(15.181) 

(15.182) 

полуоси диска связаны с полуосями соответствующего эквигравитирующего эллипсоида 
равенствами (10.121); 
имеет эквигравитирующий однородный эллипсоид а\ ^ а2 ^ аз и массой М; 
гравитационная энергия 

^диска — 5 Я ^ ' ^ — 
1 _ М 

л?' 
(15.183) 
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5Ь). Плотность диска 

°{хих2) = *о \1 - ^ - , (15.184) 

здесь Й 1 = >/а? ~ a§, R2 = \Ja\ - a\\ 
пространственный потенциал (обозначения в § 10.11) 

Удиска (*) = \GOORXRI {/О ~ 2 (hx\ 4 / 2 х1 + IZx\) 4 ^ 

+/цж} 4- /22^2 + ^зз*з + 2 [h2x\xl 4 /13*1X3 4- / 2 з ^ 2 х з ) } • 

имеет эквигравитирующий слоисто-неоднородный эллипсоид из гомотетических слоев 

РМ-Щ^'ОУЯ^; (15.186) 

гравитационная энергия 

WMC„ = - f\M*GK{e). (15.187) 
3157Г 

5с). Общий случай: плотность диска 

/ х2 Х2\П 

о{хих2) = ао\ (15.188) 

имеет эквигравитирующий слоисто-неоднородный эллипсоид из гомотетических слоев 

р ( т о ) = _ ^ ? _ а о (1 - m 2 H " / ^ Ч ' С15.189> 
y/7raia2a3 M n ~ * ~ ^ ) 

гравитационная энергия 

и / 32 р 2 ( п + 2 ) г (Ъ 0 „ , 1 . 5 „ , 5 . Л 
Ириска = —тг——гт-тт—-^7 7 - г • з^2 г , 2 г п + - ; - , п + - ; 1 1 . (15.190) 

7г (2п+1)(2п + 3 ) Г 2 Л + 1\ V 2 2 2 2 / 

В приводимой далее сводке формул для некоторых сферических тел (табл. 3) исполь­
зованы следующие обозначения: 

закон p(r) ~ г 5 / 2 характерен равенством вириала и гравитационной энергии для 
сферической подсистемы при произвольном г; 

распределение плотности р ( г ) = ^ хорошо описывает многие астрофизические объ­

екты, и шаровые звёздные скопления в частности; 
закон р (г) = ?j хорошо описывает концентрацию материи в карликовых сфероидаль-

6 
ных галактиках. 

32. Кондратьев Б П. 

file:///GooRxRi
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§ 15.11. Сводка формул для некоторых сферических систем 

Таблица 3 
Плотность сг(ж) т^внугр (**) 
р = const 

2 / V / ? 2 - х2 § т г & > ( З Я 2 - г г ) 

P<r) = * ( l - £ ) 

R 1 П * J 

П + 1 > 0 

^/тгпГ (п) 

г ( | + . ) " 
х 2 * ' , ( § , -

, з \ я 
"**2 14 

г 2 

„ 5 г 5 

V 
• п 

> 

р(г) ~ г ~ 5 / 2 — L 

' м - 5 
0 ^ г ^ R < оо 

2р 0 v/Я 2 -
« с 

4 * G p 0 r 2 { £ l n ( £ + 

а) 0 < г ^ Я 

б) Д - > о о 
(шар Пламмера 
или 
политропа с п = 5) 

2ро \ / i ? 2 - ж 2 

Зс 2 

я* с \ь 7 
A / G 1 

Гс ' Ь 

с 3 

г2 \ 
5 + 2 ^ 
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Продолжение таблицы 3 

М(г) М W 
4 А 3M2G 

5 Я 

± 7 г р 0 Я 3 
26 M2G 
35 Я 

о 

| 2 2 п п 2 Г 2 (п) 
Х ] (2п + 3)Г(2п + 2)* 

x , F a ( | l f l - n l f > | + n > l ) + 

3v^ Г(2п + 2) 1 
+ 4(1 + п ) г ( 2 „ + 0 | 

~ у/г М (г) • у? (г) = const ~ - In г ~ — In Л/ (г) 

4 W ? [ Ц ^ + ^ . х ] 4 W * [ b ( g + a ) - g ] 

- 8 A 7 ^ 5 J a r c t g £ + - ^ -

j с 

2 1 n ( g+ . ) l 

* 1 

3 а"3 

З М 2 с ( г с Л о г ? 
1G ' с \ R \ Я 2 

- £ ) • ( • • $ ) ' « - * } 
Зтг M2G 
32 »е 

г2 

3 5 + 2 l 2 

47грог »"с 

15 Ь5 

5 + 2 ^ 
4irp0R3 rc 

15 а 5 

80а 1 0 \ г ' ( ' 

х а 2 ( а 4 + § ( а 2 - 1 ) ) + 

32* 
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Замечания 

§ 15.1. Задача о гравитационном влиянии жидкого ядра и мантии на внутреннее твёрдое 
ядро нашей планеты актуальна и имеет важное прикладное значение. Полученный здесь ре­
зультат заставил уже в наши дни пересмотреть прежнюю точку зрения в вопросе о величине 
смещения внутреннего ядра Земли под влиянием приливных сил от Солнца и Луны. Об этом 
см. статью Антонова и Кондратьева [3]. 

§ 15.2. Приведённый пример с выделением тепла в недрах Земли при гравитационной 
дифференциации её недр подчеркивает общефизическое значение понятия гравитационной 
энергии 

§ 15.3. Представление потенциала широкого кольца в виде ряда позволяет найти поправ­
ки к находящейся внутри него фигуре равновесия (жидкой, газовой или звёздной системы). 

§ 15.4. Формулы для расчёта потенциала искривлённых дисков могут найти применение 
при изучении реальных галактик. 

§ 15.5. Подробнее о динамике слоисто-неоднородного эллипсоида см. [26]. 
В упомянутой статье Робертса [69] метод эллипсоидальных слоев применён для изуче­

ния динамики вращающихся политроп. 
§ 15.6. Вопрос о вращении эллиптических галактик захватил автора ещё в 1977 году. 

Незадолго до этого J. J. Binney [53] предложил объяснение загадки их малого вращения при­
сутствием реликтовой анизотропии дисперсии скоростей звезд. Однако в одной из первых 
работ [55] на эту тему Binney допустил ошибку: без каких-либо оснований он посчитал 
потенциал внутри неоднородной эллипсоидальной оболочки постоянным и заменил тензор 
вириала тензором гравитационной энергии подсистемы. Но у нас доказано (см. формулу 
(8.97)), что в общем случае тензор вириала состоит из двух членов и не сводится к одному 
только тензору гравитационной энергии. Вскрытие этой ошибки (я был тогда аспирантом 
в теоротделе им И. Е. Тамма в ФИАН) и привело автора к исследованию всей проблемы 
притяжения слоисто-неоднородных эллипсоидов. См. также работу [26]. 

§ 15.7. Применение к фигурам равновесия вращающейся гравитирующей массы жид­
кости понятий внешней и внутренней гравитационной энергии, введённых в § 8.8, приводит 
к интересным результатам. Здесь на основе этой идеи получено новое выражение для уг­
ловой скорости фигур относительного равновесия, которое позволяет, например, изучать 
неэллипсоидальные фигуры равновесия. 

Первоисточник: [21]. 
§ 15.8. Связь обобщённого фокалоида с фигурами относительного равновесия враща­

ющейся гравитирующей жидкости весьма любопытна. В принципе, такой подход позволяет 
доказать известное неравенство Крудели. 

§ 15.9. Проблема неэллипсоидальных фигур равновесия возникла в трудах А. Пуан­
каре и А. М. Ляпунова в конце XIX века. Но аналитические исследования позволяли на­
ходить такие фигуры только в окрестности исходных классических сфероидов Маклорена 
и эллипсоидов Якоби. С появлением компьютеров ситуация изменилась и впервые неко­
торые последовательности трехмерных неэллипсоидальных фигур равновесия удалось про­
следить от их зарождения до финала. Однако двумерные фигуры оставались не изученными. 
Б. П. Кондратьевым были разработаны два метода для исследования таких неэллиптических 
фигур равновесия. Расчёты проводились на кафедре астрономии и механики Удмуртского 
государственного университета. Помощь оказывал А. С. Дубровский. 



Заключение 

Астрономы всегда восхищались универсальностью и математической мощью закона 
всемирного тяготения. Во Вселенной «хоры стройные светил» движутся под управлением 
дирижёра, роль которого и выполняет гравитация. По мере расширения наших знаний о 
Космосе, уверенность в надёжности этого закона только возрастала. Но одновременно по­
полнялся и список задач, решение которых исследователям найти не удавалось. Со временем 
этот список становился всё более внушительным, а потому математические возможности за­
кона всемирного тяготения до сих пор нельзя считать полностью раскрытыми. 

В этой книге разработан комплекс новых методов в теории потенциала. Появилась 
возможность ставить и решать задачи, большинство из которых ранее были недоступны. 
Эти методы возникли вначале как догадки, но затем их доказательство потребовало от 
автора напряжённой работы. Если «лопата» и скребла о камень, это ещё не значило, что 
задачу следовало сразу забросить. Да и по самому звуку можно было всё-таки догадаться, 
поддастся данный камешек, или нет! 

Мы старались показать, что многие из этих приёмов (а что такое метод, как не приём, 
который Вы используете хотя бы дважды!) заслуживают серьёзного внимания. Заметим, что 
ни один из предложенных в книге методов нахождения гравитационной и электростатиче­
ской энергии тел не является на практике универсальным - слишком велико разнообразие 
форм тел и возникающих здесь задач. Но это нельзя рассматривать как недостаток: специаль­
ные метода с ясно очерченной областью применения в практическом отношении являются 
гораздо более гибкими и ценными, нежели общие методы типа формулы 

Много внимания в книге уделялось вычислению гравитационной энергии отдельных 
тел. Но можно задуматься и о гравитационной энергии Вселенной в целом. Каждый человек 
проводит свою жизнь в глубокой потенциальной яме, созданной гравитационными силами. 
И здесь возникают неизученные до конца вопросы. В частности, теория относительности 
часто игнорирует вопрос об энергии гравитационного поля. С другой стороны, зная грави­
тационную энергию W системы с массой М, для неё можно найти и дефект массы 

(с — скорость света). Чем больше модуль W, тем больше дефект массы. Для Вселенной в 
целом, возможно, дефект массы и есть сама её масса. 

Не всё, что было задумано, вошло в эту книгу. Но и то, что изложено, будет способ­
ствовать дальнейшему развитию теории потенциала. 

v 

дм = Ш 
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по контуру) 461 

определение 459 
— десятый (для тел с логарифмическим по-

тениалом) 463 
определение 462 

— дополнение до шара 422 
— интеграл от квадрата градиента 218 
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— первый (синтеза) 234, 354, 355 
определение 233 

— прямой 28, 217-219, 225, 230, 236, 363 
— пятый (через эквигравитирующие стерж­

ни) 32, 426-430, 432, 436-438, 440, 441, 
444, 445 

определение 424 
— седьмой (переход от эллипсоидов к дис­

кам) 226, 456, 457 
определение 455 

— сумма внешней и внутренней 239, 245, 
248, 480 

— тело из подсистем 221, 228, 229 
— третий (через особые ряды) 34, 365-367, 

369, 374, 378 
для тел без симметрии 370, 371 
определение 369 

— через интеграл 
от дивергенции 357 
по поверхности 34, 357 

— четвёртый (через интеграл в комплексной 
плоскости) 34, 388, 390, 392-396, 398, 
400, 403, 405, 414 

определение 388 
— численный 454 
— шестой («прогонки») 418, 448, 449, 452 

определение 447 
Монте-Карло метод 417 

Потенциал 
— асимметричной линзы на оси симметрии 

372 
— боковой цилиндрической поверхности 

на оси симметрии 155 
пространственный 155 
эквипотенциали 156 

— внутри 
кругового кольца 74 
оболочки 181 

— двумерных тел 38, 39 
— двух однородных шаров 242 
— иглообразного эллипсоида 

внешний 167, 168 
внутренний 167 

— искривлённого диска 471 
— конуса на оси симметрии 400 
— круглого диска 

неоднородного 78, 85, 173, 315, 493 
однородного: 

в главной плоскости 42, 47, 265, 493 
на оси симметрии 21, 142, 261, 492 
пространственный 265, 266, 493 
эквипотенциали 267 

— круглого кольца 

на оси симметрии 22 
пространственный 76, 492 
эквипотенциали 77 

— кубоида внутренний 213 
эквипотенциали 213 

— логарифмический 22, 223 
элементарного гомеоида и фокалоида 

125-127 
эквипотенциали 125, 126 

— материальная точка 16 
— на внутреннее ядро Земли 465 
— наклонённых колец 427 
— неоднородного кольца с розеточной орби­

той 91, 470 
эквипотенциали 92 

— неоднородного шара 26 
политропного 241 

— неэллиптической фигуры на границе 485 
— обобщённого 

гомеоида 149 
фокалоида 152 

— общая формула для двумерных тел 96 
— объёмного фокалоида 145, 146 
— объёмных тел 17, 18 

свойства 18 
— одномерных тел 22 
— однородного кругового тора 

на оси симметрии 193, 194, 197, 199 
пространственный 196, 199, 205 
эквигравитирующие элементы 295-298 
эквипотенциали 202, 203 

— однородного кругового цилиндра 275 
— однородного полушара 164, 272, 273 
— однородного сфероида 24, 25 

внешний 162 
внутренний 163 
на оси симметрии 163, 256, 287 

— однородного тора 
с сечением в виде овала Кассини 211 
с эллиптическим сечением 209 

— однородного шара 24, 164, 388, 437 
— однородного эллипсоида 24 

внешний 159 
внутренний 160, 161 
дисковый предел 173 
другая форма представления 161 

— однородного эллиптического диска 
на главной оси 325 
на границе 495 
пространственный 142, 496 

— однородной параболоидной линзы 278 
— однородных плоских тел интегральные 

формулы 37 
— определение 16 
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пластины 
— прямоугольной 57 

эквипотенциали 58 
— ромбовидной 55 

эквипотенциали 55 
— треугольной 52, 53 

эквипотенциали 53 
плоского эллиптического 

— гомеоида 71 
эквипотенциали 72 

— кольца 70 
— фокалоида 72, 73 

эквипотенциали 73 
половинки однородного круглого диска 51 
пустотелого кругового тора 
— на оси симметрии 207 
— пространственный 205, 206 
сегмента круглого диска 50 

— эквипотенциали 51 
сектора круглого диска 46, 49 
— эквипотенциали 47 
симметричной линзы 
— на оси симметрии 341, 381 
— на плоскости 342 
— пространственный 339 
слоисто-неоднородного сфероида с гомо-
тетическими слоями 317, 319 
слоисто-неоднородного эллипсоида с го-
мотетическими слоями 25, 26, 178 
слоисто-неоднородного эллипсоида 

— внешний 176 
— внутренний 179 
— другая форма 186 
— свойства 182 
софокусных оболочек 303 
софокусных эллипсоидов 146 
стержня 140, 256, 257 
сферической 

— оболочки 165 
— полости 164, 229 
толстых оболочек 143 
тонкого эллиптического кольца 74 
четырёх эквигравитирующих тел 339 
шапочки на оси симметрии 277 
шарового сегмента 

— на оси симметрии 271, 382, 390 
— на плоскости 272, 342 
— пространственный 272 
шарового 
— сектора на оси симметрии 396 
— слоя на оси симметрии 405 
эквипотенциали 19 
элементарной оболочки общий случай 
144 

— эллипсоида Феррерса 29 
— эллипсоидальной подсистемы 30 

Сила 
— внутри твёрдого ядра Земли 465 
— от мантии на твёрдое ядро Земли 465,466 

Теорема 
— Антонова — Кондратьева 237 
— Арнольда 154 
— Дива 368 
— Маклорена — Лапласа 12, 27, 146, 254 
— Ньютона 140 
— о сходимости ряда для энергии 369 
— Шаля 302 
— Э - 1 255;Э-2260; Э - 3 269; Э - 4 3 0 3 ; 

Э - 5, Э - 6 304 

Фокалоид 
— обобщённый 30, 152, 158, 237, 252, 481 

внешний потенциал 153 
поверхностная плотность 152 
пространственный потенциал 152 
толщина 152 
энергия выметания 237 

— объёмный 129, 147, 157, 185 
внешний потенциал 145, 186 
внутренний потенциал 146 
гравитационная энергия 225 
линии равной толщины 137 
масса 145 
моменты инерции 137 
потенциал 145 
потенциал в центре 141 
потенциал на поверхности 145 
сжатый 136 
скачок силы 147 
сфероидальный 259 
толщина 158 
эквигравитирующий стержень 259, 260 
эквипотенциали 147, 181 
элементарный 134, 136, 137 
энергия выметания 231 

— софокусное расслоение 259, 300, 312 
— софокусные преобразования 301, 302 
— эквигравитирующий 

диск 305 
стержень 308 

— элементарный 30 
плоский 69, 72 

— элементарный цилиндрический 126 
эквипотенциали 126 
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