
ГЛАВА 10 

Э К В И Г Р А В И Т И Р У Ю Щ И Е Т Е Л А . 

С О Ф О К У С Н Ы Е П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я 

О Б О Л О Ч Е К И Э Л Л И П С О И Д О В 

Для поиска новых эквигравитирующих тел мы разрабатываем ещё один метод, активно ис­
пользуя специальные софокусные преобразования. Такие преобразования применяются у нас 
не только к однородным сплошным эллипсоидам, как это делали классики, но и к отдель­
ным элементарным эллипсоидальным оболочкам общего типа (а не только к гомеоидам, как 
это делал Шаль, см. Вебстер [11], стр. 449), а также к эллипсоидальным толстым оболоч­
кам и к слоисто-неоднородным эллипсоидам в целом. Изюминка здесь в том, что любые (в 
смысле произвольных функций щ (га), задающих тип стратификации и форму оболочки, см. 
§ 5.1) элементарные (или конечной толщины) эллипсоидальные оболочки и сплошные сло­
исто-неоднородные эллипсоиды, связанные указанными софокусными преобразованиями, 
являются эквигравитирующими. Данный подход позволяет получить новые интересные ре­
зультаты. 

§ ЮЛ. Софокусные преобразования эллипсоидальных оболочек и 
слоисто-неоднородных эллипсоидов 

Здесь излагаются элементы нового подхода к изучению притяжения большого класса тел. 
Дан эллипсоид с внутренней стратификацией (см. § 5.1) 

2 2 * 1 / ^ + 2 f \ , А = 1 ( 0 < т ш , п < т < 1 ) . (10.1) 
а\тг a^mroL^ (га) щтгщ, (га) 

Промежуточная поверхность S (га) имеет квадраты полуосей 

Выполним теперь такое преобразование этой промежуточной поверхности в другую эллип­
соидальную поверхность, при котором новые квадраты полуосей будут равны 

Очевидно, что при данных преобразованиях фокусы поверхности S (га) совпадут с фоку­
сами новой поверхности £(га , /х) . Преобразования (10.3) для краткости будем называть 
софокусными. Подчеркнём, что здесь мы расширяем понятие софокусных преобразований 
и применяем их не только к гомеоидам и фокалоидам, но и к эллипсоидальным оболоч­
кам, а затем и к слоисто-неоднородным эллипсоидам самого общего вида1. Но пока мы 

1 В классической литературе софокусные преобразования применялись только к сплошным эллипсоидам (см. 
[14]), или, как это делал Шаль, к тонким гомеоидам [11]. 

а^т2, a2m2otl(m), а2т2а2(т). (10.2) 

га2 (a2 + д ) , га2 {a\a\ (m) + p) , m2 ( a 2 a 2 (га) + p) . (10.3) 
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говорим только об отдельных эллипсоидальных оболочках. Для них имеет место важное 
утверждение. 

1. Когда две эллипсоидальные оболочки, толстые или тонкие, связаны преобразованием 
(10.3), то их внешние поверхности ЕиЕ',а также внутренние I и Г (рис. 86), оказываются 
софокусными. Назовём такие оболочки софокусными друг другу2. 

2. Кроме софокусности, важным свой­
ством преобразований (10.3) является и 
то, что они сохраняют геометрический 
тип исходной оболочки. Так, гомеоид с по­
луосями йгШЕ (г = 1,2,3) для внешней по­
верхности Е, и aiVtii для внутренней по­
верхности / , переходит в гомеоид с по­
луосями ГПЕУ/О% + /1 и miy/af + р. Оба 
гомеоида будут софокусными друг другу 
(в указанном выше смысле), хотя и име­
ют разные, конечно, сжатия главных сече­
ний, например, £12 = 1 - и е ' 1 2 = 1 -

I а% + у . Далее, фокалоиды преобразу-
Рис. 86. Две эллипсоидальные оболочки (сечение 
одной из трёх главных плоскостей) оказываются 
софокусными, если их полуоси связаны преобра­
зованием (10.3) ются таким способом также в фокалоиды, 

и т. д. 
3. Однако преобразования (10.3) изменяют, вообще говоря, объём оболочек. Для сохра­

нения объёма необходимо ввести дополнительное требование. А именно, если две элемен­
тарные софокусные оболочки заполнить однородным по плотности веществом, то условием 
сохранения их массы будет 

р (т) aia2a3-j^ [m3c*2 (m) а 3 (m)] = 

m 3 \ / [ a i + м] [ а | а 2 ("г) + (4 [оз"з ( т о ) + (4 

(10.4) 

где р (га) и pf (га) — плотности исходной и преобразованной оболочек. 
4. Будучи применёнными к слоям сплошных слоисто-неоднородных эллипсоидов, преоб­

разования (10.3) в целом не изменяют структуру этих объектов. Так, эллипсоид из гомео-
идов опять переходит в эллипсоид из гомотетичных слоев (но уже софокусных исходным); 
эллипсоид из фокалоидов — в новый эллипсоид из фокалоидов, и т. д. Такие софокусные сло­
исто-неоднородные эллипсоиды будут иметь одинаковую массу, если выполняется условие 
(10.4) для отдельных соответствующих слоев. 

Пусть дан фокалоид (причём не обязательно тонкий), который описывается граничными 
поверхностями (внешней Е и внутренней / ) с квадратами полуосей (см. формулы (5.37)) 

а\т%\ а\ (т2

Е - е\2) ; а\ (т% - е? 3 ) 

а\т\, а\ (га? - е\2); а\ (mj - е ? 3 ) . 

Применив теперь к граничным поверхностям этого исходного фокалоида преобразование 
(10.3), получим квадраты полуосей поверхности Е' 

т% (а\ + р); а\ (т% - е? 2 ) + т2

Ер; а\ ( г а | - е\г) + т2

Ер 
2 Подчеркнём, что введенное здесь понятие софокусных оболочек самого общего вида в таком виде (см. преды­

дущую сноску) ранее не использовалось. 
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и / ' 

т) [а\ + р) ; а\ (raj - е\2) + т]р\ а\ [т] - е ^ ) + т]р 

соответственно (см. рис. 86). Тогда разность квадратов второй и первой, например, полуосей 
у оболочки Е оказывается той же (= а\е\<^), как и у оболочки и т. д. Аналогично обстоит 
дело и для поверхностей I иГ. Следовательно, поверхность Е будет софокусна поверхности 
Е'а поверхность / — софокусна поверхности что и требовалось доказать. Поэтому в 
случае с двумя фокалоидами при указанных преобразованиях софокусными оказываются 
уже все четыре поверхности Е, Е\ I и / ' ! В общем же случае софокусность была, кратко 
говоря, лишь попарной. 

Пока говорилось только о геометрических свойствах преобразований (10.3). Далее 
рассмотрим гравитационные свойства софокусных оболочек и сконструированных из них 
сплошных слоисто-неоднородных эллипсоидов. 

§ 10.2. Эквигравитирующие эллипсоидальные оболочки 

Важнейшим свойством двух элементарных оболочек, связанных преобразованиями (10.3), 
является то, что при одинаковой массе они имеют во внешнем пространстве один и тот 
же ньютоновский потенциал, т. е. такие софокусные оболочки являются эквигравитирую-
щими. 

10.2.1. Софокусные гомеоиды 

Дан элементарный гравитирующий гомеоид однородной плотности и массой М , имеющий 

граничную поверхность с полуосями с^: 

±*Л2=1. (10.5) 
»=i °» 

Рассмотрим другой элементарный гомеоид той же массы, имеющий полуоси >/о? + Ао 
и софокусный первому. Поверхность этого гомеоида 

^ ж? 
Y 1 = 1. (10.6) 

Теорема 1 ( Ш а л ь 3 ) . Два элементарных софокусных гомеоида данного типа создают 
одинаковый потенциал во внешней для та точке (х{). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Рассмотрим внешние потенциалы этих софокусных оболочек. Согласно (5.64), 

потенциалы для первого и второго гомеоидов (их массы одинаковы) соответственно 
равны 

сю 
^ ф ) = QM. [ ds ( 1 0 7 ) 

3 Согласно Вебстеру [11], данный результат был получен Шалем в работе [57]. Из-за недоступности источника, 
мы даём этой теореме своё доказательство. 
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оо 
у , 2 ( й ) = £ Л £ t ds ( 1 0 8 ) 

1

 ч •/ \ / ( а 1 + А 0 + s) {а\ + А 0 + s) (а§ + А 0 + s) 
причём эллипсоидальные координаты испытуемой точки суть наибольшие решения кубиче­
ских уравнений 

3 ~2 3 ~2 
V — ^ — = 1 V ^ = 1 

Тогда заменой 
А 0 4- s = sf 

потенциал (10.8) очевидно сводится к потенциалу (10.7). Итак, <р\ = ф2» 

(10.9) 

(10.10) 

10.2.2. Софокусные фокалоиды 

Фактически, этот случай был уже рассмотрен нами выше в § 5.12, см. теорему 5. Эквигра-
витируемость фокалоидов, тем самым, полностью доказана. 

10.2.3. Софокусные эллипсоидальные оболочки общего типа 

Выделим из семейства (10.1) при фиксированном малом значении параметра dm какую-то 
элементарную эллипсоидальную оболочку. Тогда другая элементарная оболочка, полученная 
из данной заменой полуосей (10.3), оказывается, как мы знаем, софокусной. Массы обеих 
оболочек здесь вновь полагаем равными друг другу. 

Теорема 2 (Э - 4). Две софокусные элементарные эллипсоидальные однородные обо-
лочки данного типа имеют во внешнем пространстве одинаковые гравитационные потен­
циалы. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Согласно формуле (5.88), потенциалы обеих оболочек во внешней точке Xi даются 

выражениями 
оо 

dM (га) J Fx (га 2 , v) dv+ 

Ai(m'2) 
оо 

+M(m)dm J ^ [ F i ( m 2 , u ) ] < f o 

Ai(m*) 
OO 

dy>2 m) = | G i dM (ra) J F 2 (ra 2 , v) dv+ 

(10.11) 

A2(m2) 

OO \ 

+ M (ra) dm j ^ [F 2 (ra 2 , v)] dv 
(10.12) 

A2(m2) 
где эллипсоидальные координаты испытуемой точки (xi) суть наибольшие корни кубических 
уравнений 
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3 ~2 3 ~2 
V * 12 = 1; \ ^ IS = 1. (10.13) 
~ { a?m 2 a? ( т ) 4 A i ( т 2 ) ~ а\т2о% (га) 4 га2/х 4- А 2 ( т 2 ) 

Здесь интегрируемая функция F i ( m 2 , v ) дано в (5.86), а функция F2(m2,v,p) 
получается из указанного известным нам преобразованием (10.3). Далее, 
заменой v' = т2р 4- v выражение F2 превращается обратно в F i , а нижний 
предел в интеграле (10.12) становится равным Х2 (га2) 4- гп2р. Но так как имеет место 
равенство 

А 2 (га2) + т2р = A i ( ш 2 ) , (10.14) 

то очевидно, что потенциал (10.12) сводится к исходному потенциалу (10.11). • 

Поскольку внешние потенциалы пропорциональны массам тел, то справедливо простое 
обобщение. 

Теорема 3 (Э - 5). Внешние потенциалы элементарных софокусных (в смысле введён-
ных выше преобразований (10.3)) гомеоидов, фокалоидов и вообще любых эллипсоидальных 
оболочек пропорциональны массам этих тел 

рг р2 р^ 

Важно заметить, что теорема 3 распространяется не только на тонкие, но и на толстые 
эллипсоидальные оболочки, а также на сплошные слоисто-неоднородные эллипсоиды с рас­
пределением плотности р — р ( г а 2 ) . Таким образом, формулируя эту теорему, мы выходим 
далеко за рамки классической теоремы Маклорена — Лапласа (см. теорему 6 в гл. 5) и 
теоремы Шаля 1. 

§ 10.3. Теорема об эквигравитирующих слоисто-неоднородных 
эллипсоидах 

Рассмотрим гравитирующий слоисто-неоднородный эллипсоид. Его внешний потенциал да­
ётся формулой (6.121). Создадим теперь из него другой эллипсоид, преобразуя по формулам 
(10.3) каждую из промежуточных элементарных оболочек первого в софокусную оболочку. 
Массы исходных и преобразованных слоев полагаем равными. Тогда имеет место следующая 
теорема. 

Теорема 4 (Э - 6). Два слоисто-неоднородных эллипсоида данного типа, слои у ко-
торых связаны софокусными преобразованиями (10.3), являются эквигравитирующими во 
внешней точке х*. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Согласно теореме 3, две софокусные элементарные оболочки, связанные преобразова­

нием (10.3), при условии сохранения массы являются эквигравитирующими. Поскольку же 
потенциал — аддитивная функция по массе, эквигравитирующими во внешнем простран­
стве будут, следовательно, и сплошные слоисто-неоднородные эллипсоиды, состоящие из 
множества таких слоев. • 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Результаты теоремы 4 распространяются и на оболочки конечной толщины. 
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Доказанное в §§ 10.2 и 10.3 свойство эквигравитируемости слоисто-неоднородных 
эллипсоидов с софокусными слоями, как и свойство эквигравитируемости отдельных обо­
лочек, значительно расширяют рамки классической теоремы Маклорена — Лапласа, сфор­
мулированной в XVIII веке только для однородных эллипсоидов. Действительно, результат 
Маклорена и Лапласа оказывается лишь сугубо частным случаем теорем, доказанных здесь. 

§ 10.4. Дисковый предел софокусных преобразований (10.3) для 
эллипсоидальных оболочек 

Чтобы расширить область применения развиваемой здесь теории, заметим, что при нижнем 
пределе для р из (10.3) 

p = -ajal(m) (10.16) 

любая эллипсоидальная оболочка с поверхностью S (га) преобразуется в эллиптический 4, 
вообще говоря, диск с границей 

Х * 1 Х 2 = 1 ( 1 0 1 7 ) 

т2а\ (га) т2Щ (га) 

и с поверхностной плотностью 

с*2 (га) а3 (га) 
а\ (га) а2 (га) 

dm, (10.18) 

где для краткости обозначено 

2 X j Хгу 
Q(m) = m ^ - - T J — - ^ f - (10.19) 

а\ (га) а | (ш) 

причём квадраты полуосей данного диска таковы: 

а\ (га) = а\ - а\а\ ( га) , а\ (га) = а\а\ (га) - а2а\ (га) . (10.20) 
Легко видеть, что такой диск и исходная оболочка имеют одинаковую массу (см. (5.17) 

и (5.19)). Главное же, по доказанному выше в § 10.2 то, что такие диски тоже являются 
эквигравитирующими во внешнем пространстве исходным оболочкам (если, конечно, массы 
оболочек и дисков равны). 

Этот результат мы и будем развивать далее. 
Прежде всего заметим, что в соответствии с (10.18), элементарные гомеоид и фокалоид 

заменяются дисками, имеющими поверхностные плотности: 

/ ч М г о м ( г а ) 1 п л , п 

<7ГОм ( * i , x 2 ) = / - - j = = • ; (10.21) 
2 я у (of - о%) (а\ - а$) my/Q (га) 

**{ч,хг) = (Ю.22) 
L *V (Ч ~ Ч) (oi - а\) 

4 В круглый диск — в случае сфероидальных оболочек. 

20. Кондратьев Б П 
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где Q (га) из (9.4), а полные массы оболочек (а значит, и дисков) даются соответственно в 
(9.12) и 

М ф 0 1 с = ^тта\р (га) ^ myj(га2 - е\2) (га 2 - е\3) 

Далее сфероидальные оболочки следует рассматривать отдельно, 

dm. (10.23) 

§ 10.5. И снова метод дифференциации: эквигравитирующие диски и 
стержни для элементарных сфероидальных оболочек 

Однородный сжатый сфероид с поверхностью 

имеет, согласно (9.5), эквигравитирующий диск радиусом 

с поверхностной плотностью 

(10.24) 

а(г) = 
2ра\аг 

R2 ' 
(10.25) 

Кроме того, согласно (9.7), этот сфероид (а значит, и диск (10.25)), имеют эквигравитирую­
щий стержень с чисто мнимым распределением плотности 

(10.26) 

Опираясь на разработанный в гл. 5 метод дифференциации, найдём теперь заменяющие 
диски и стержни для элементарных оболочек. Для этого в формулах (10.25) и (10.26) сделаем 
замену 

а\ —> ai ra , аз —> a^maz (га) ; R — ггш\ (га). (10.27) 

Вклад в диск и стержень от элементарной оболочки с полуосями а\т и а$таз (га) даётся 
тогда выражениями 

d 
dm a\ (ra) Щ (ra) 

cfra, 

Моб (С) -inpaja3-£ 
5 i (ra) 

(10.28) 

(10.29) 

ЭТО И есть требуемый результат: найдена эквигравитирующая пара: 
вещественный круглый диск — мнимый стержень для элементарных сжатых сфероидаль­
ных оболочек произвольного вида. 
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Проверка. Как мы уже знаем, плотность мнимого стержня р (С) и поверхностная плот­
ность вещественного диска а (г) связаны между собой формулами (9.132) и (9.145). И в 
данном случае аналогично 

к-
Vk* (С) = -iR [ (Тоб (х) (х = г 2 ) 

/ Л v С + х 
(10.30) 

Подставляя сюда (х = г 2 ) из (10.28), имеем 

R2 

Моб (С) = -2ipa\az J ^ 

- С 2 

а з (га) 
а\ (га) < 

/ г а 2 _ 
Щ (га) 

dx 
л / С ^ Т х 

(10.31) 

Здесь верхний предел можно считать постоянным, поскольку при х = R2 подынтегральное 
выражение исчезает. Поэтому 

Доб(С) = -2ipaja3-£^ 

или, после интегрирования, 

Моб (С) = -шра2а3 

R2 

а3 (т) т f 

о 2 (га) J \\ 

1-JL 
R2 

С 2 + х 
dx dm, 

dm S i (га) of (m) 
^ dm, 

(10.32) 

(10.33) 

что совпадает с (10.29). 

Частные случаи 

1) Гомеоид а3 (га) = 1 
В этом случае формулы (10.28) и (10.29) упрощаются и дают 

Мром 1 
(г) = 

2тгД 2 
, R2 = m 2 ( а 2 - о 2 ) , 

2гтг/?а?аз 
Мгом (С) = mdm. 

Vai - а з 

(10.34) 

(10.35) 

Формула (10.35) совпадает с полученной ранее (9.20). 
З а д а ч а 10.1. Прямым методом доказать эквигравитируемость сфероидального го­

меоида и диска с плотностью (10.34). 
Решение. Достаточно рассмотреть и доказать равенство потенциалов гомеоида и диска 

на оси симметрии Охз . Потенциал гомеоида даётся интегралом (5.64), только сейчас а\ = а2 

и нижний предел равен А = х\ — а3. Заменой t2 = а\ + s получим 

(̂x3) = ^F(arctg|i,fc), k = 
а2 - а2 

а? - aV (10.36) 

где F (0, к) есть неполный эллиптический интеграл первого рода. 

20* 
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С другой стороны, потенциал диска с поверхностной плотностью (10.34) даётся инте­
гралом 

2тг 1 
V? (х3) = a0aia2 J d0 J rdr 

о { х / Г ^ 3 y j x 2 + r 2 (a2 cos 2 6 +a2 s in 2 в) 

Вначале выполним здесь интегрирование по г. Получим 

(10.37) 

V 2 arctg f^Ly/l-k2 s in 2 в\ 

<p(x3) = 4<roGa2 / \ - d » . 
-( V I - A : 2 s i n 2 в 

(10.38) 

Последний интеграл довольно сложен, но его, оказывается, всё же можно представить 
суммой двух табличных интегралов, правда, с дополнительными подынтегральными мно­
жителями (см. справочник Градштейн и Рыжик, 1951, с. 239—240). В итоге (10.38) приводим 
к виду 

arctg ^ 

а>\ J 
d0 

Vl-k2 sin2 в 
(10.39) 

совпадающему с выражением (10.36). Следовательно, при одинаковых массах, гомеоид и 
диск данного типа действительно являются эквигравитирующими друг другу телами во 
всём внешнем (фактически, для оболочки) пространстве. Т 2) Фокалоид 

Согласно (5.37), для этой оболочки 

и из (10.28) для неё следует 

2раг J г* d Г 2 ГЪ ?1 л З М * 0 К /i 
с (г) = i / l m V m 2 - е 2 dm = - W 1 -

W е 2 у R2dml J 2тгЯ 2 у R2 

Стержень для элементарного сжатого фокалоида имеет плотность 

. т{Ът2-2е2) ( 2 С 2 \ З г М ф о к 

е\/т2 — е 
/̂ фок(С) = -иг/> ^ з - ( «1 + J = ^ 

С 2 

(10.40) 

(10.41) 

(10.42) 

что, с учётом (5.46), совпадает с первой из формул (9.29). 3) Сфероидальная оболочка равной 
толщины на осях симметрии 

Согласно (5.53), полуоси этой оболочки aim, ai (m — е) (s < т < 1) и 

Для неё эквигравитирующими будут диск и стержень с распределениями плотностей 

(10.44) ^ я ( г ) = — ш 

т2 (га - е) Г ^2 

2 т -е У ~~ а 2 е ( 2 т - е) 
d m , 
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Ы (С) = у/е dm 
т2 (т — е) 

у/2т — £ 
1 + С 

а\е (2т - е) 
dm. (10.45) 

З а д а ч а 10.2. Получить аналоги формул (10.28) и (10.29) для элементарных оболочек 
вытянутого сфероида. 

Указание. Для решения этой задачи применить результаты § 9.13. 

§ 10.6. Эквигравитирующие диски и стержни для 
сплошных слоисто-неоднородных сфероидов 

От оболочек естественно теперь перейти к сплошным телам. 
Рассмотрим неоднородный сжатый сфероид, в котором слои равной плотности опи­

сываются семейством сфероидальных поверхностей (9.11) с переменной, вообще гово­
ря, сплюснутостью. Плотность в таком сфероиде, как мы знаем, описывается функцией 
р = р(т). 

Поставим задачу найти диски и стержни, которые дают тот же внешний потенциал, 
что и целый сфероид. Для этого выделим (рис. 87) элементарную оболочку с поверхностью 
S (ш), имеющую полуоси а\ (т) и а3та3 (т). 

Рис. 87. Вклад в плотность в точ­
ке г эквигравитирующего дис­
ка (заштрихован) дают только те 
сфероидальные оболочки, которые 
расположены между граничными 
сфероидами т = 1 и m(r) 

Как мы уже знаем из § 10.5, каждая такая оболочка имеет свой заменяющий диск 
и стержень. Но сейчас следует уже несколько иначе интерпретировать формулы (10.28) 
и (10.29), считая их теми вкладами, которые даёт выделенная элементарная оболочка в 
плотность в точке г и £ суммарных заменяющих дисков и стержней. При этом необходимо 
уяснить, какие же именно оболочки сфероида дают вклад в точке г и £ суммарных дисков и 
стержней. Анализ показывает, что в случае диска вклад в точку г дают только те оболочки, 
для которых параметр га удовлетворяет неравенству 

га (г) ^ т ^ 1, (10.46) 

причём нижний предел этого неравенства следует находить из условия обращения в нуль 
вклада от оболочки с критическим га = га. Согласно (10.28), последнее условие выполня­
ется, когда либо 

m 2 - = 0, (10.47) 
а{ (т) 

либо, если уравнение (10.47) вырождается и не позволяет найти m (при софокусных слоях!), 
когда 

а 3 (ш) = 0. (10.48) 

Аналогично обстоит дело и в случае стержня. Здесь надо учитывать оболочки с 

т < m < 1, (10.49) 
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причём, согласно (10.29), га должно находиться либо из уравнения 

С2 

га2 + 
а{ (т) 

= 0, (10.50) 

либо, если по указанной выше причине этого сделать нельзя, из того же уравнения (10.48). 
Интегрируя в указанных пределах вклады (10.28) и (10.29) от элементарных оболочек 

с весовым множителем р (т) в суммарные диски и стержни, в итоге получим квадратуры 

Сдиска (г) = 2 а 2 а 3 

1 

dm 
а 3 (га) 

1 

р (С) = -пга?а 3 j р (га) 
m 

d 
dm 

а\ (га) 

а 3 (га) 

m 2 
Щ (га) 

а\ (т) 

dm, 

dm. 

(10.51) 

(10.52) 

Это и есть требуемый результат: через софокусные преобразования отдельных оболочек 
найдена эквитравитирующая пара вещественный диск — мнимый стержень для сплошных 
слоисто-неоднородных сжатых сфероидов произвольной плотности и с произвольным в 
этих сфероидах профилем сжатия слоев. Сразу заметим, что как и для отдельных оболочек, 
найденные выше а (г) и р (С) из (10.51) и (10.52) связаны между собой формулами (9.132) и 
(9.145). То, что это так, можно убедиться тем же способом, который мы применяли и выше 
в случае оболочек. 

Подчеркнём, что радиус замещающего диска R и «длина» стержня L для слои­
сто-неоднородных сфероидов соответственно будут равны 

R = а\ (га = 1) = \Ja\ — a 2 ; L = 2iR. (10.53) 

Очевидно, их «размеры» определяются граничной поверхностью сфероида и не зависят от 
распределения вещества в нём. 

Итак, мы приходим к важному результату: 

Теорема 5. Слоисто-неоднородному сфероиду с законом плотности р = р (га) эк­
вигравитирующими во внешнем пространстве будет как вещественный круглый диск с 
поверхностной плотностью (10.51), так и мнимый стержень с плотностью (10.52). 

Именно эти результаты и расширяют рамки классической теоремы Маклорена — Ла­
пласа. 5 Рассмотрим примеры. 

1. Однородный сфероид 

В этом простом случае р = ро = const, а 3 (m) = 1, 

— г т = - п , (10.54) 

и легко видеть, что (10.51) и (10.52) дают выражения, совпадающие с уже известными нам 
(9.5) и (9.7). 

5 Напомним, что в рамках теоремы Маклорена — Лапласа среди сфероидов рассматривается только однородный 
и утверждается, что этому сфероиду соответствует один только круглый диск с конкретной плотностью (9.5). 
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2. Неоднородный сфероид с гомотетическими слоями 

Здесь также а$ (т) = 1, и уравнения (10.47) и (10.48) дают 

iC 
fh = ; т = ; аг (т) = R. (10.55) 

Формулы (10.51) и (10.52) заметно упрощаются (обозначено х = га2): 

1 
, v a* f Р (х) dx о г2 

<7диска ( а ) = - | / Г Д е а = "Б? < ^ ( 1 0 - 5 6 > 
а 2 

1 

р(0 = - ™ ^ J P(x)dx. (10.57) 

я 2 

2a) В случае с подобными слоями замечателен сфероид с законом распределения плот­
ности 

Р = ^ = ^ - 00.58) 
V I - m 2 

А именно: внешний потенциал такого слоисто-неоднородного сфероида заменяется, со­
гласно (10.56), потенциалом однородного круглого диска с плотностью 

0-диска = проЦ; = const. (10.59) 

В частности, в дисковом пределе (е = 1) от исходного сфероида получим однородный диск 
с плотностью 

= 7г/90а3. (10.60) 

Свойство эквигравитируемости такого сфероида и однородного круглого диска мы уже 
использовали выше в § 9.5.2 при нахождении пространственного потенциала диска. 

26) В согласии с формулой (10.57), для слоисто-неоднородного сфероида из гомотети-
ческих слоев с распределением объёмной плотности (10.58) эквигравитирующий стержень 
имеет одномерную плотность 

М(С) = -ШроЦ^/Е? + С?. (Ю.61) 
е 

В другом варианте неоднородного сфероида с гомотетическими слоями, когда распре­
деление плотности суть 

р (га) = ро (1 - m 2 ) n ,("><>), (10.62) 

из (10.51) получим решение 

/Л \ f 2 \ п + 1/2 
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где В Q , n +1^ — бета-функция. В частности, если п — целое и положительное, то бе­

та-функция равна 

Суть дела в том, что для сфероида с распределением вещества по закону (10 .62) экви-
гравитирующий стержень имеет плотность 

M(C) = - ^ 0 1 r ^ T ( l + ^ ! • (10 .65 ) 
' л ( п + 1) \ R2) 

2в) Наконец, для сфероида из гомотетических слоев с законом объёмной плотности 

р = £ 2 - т * > 00.6S) 
( l + / 3 m 2 ) 3 / 2 

хорошо моделирующего (см. (15 .67) ) при специально подобранных значениях парамет­
ра /3 распределение поверхностной яркости в реальных эллиптических галактиках 6, 
эквигравитирующими оказываются диск и стержень, имеющие соответственно 
распределения плотности 

а д и с к а ( г ) = - ^ = Ь _ 4 , ( , 0 . 6 7 ) 

R 

/1(0 = - 2 ^ 4 ^ / - г = ~ \ • ( Ю - 6 8 ) 

3 . Неоднородный сфероид с софокусными слоями 

При софокусном расслоении, согласно (5 .37) и (10.40) , 

а\ (т) = R2 = а? - а\ . (10 .69) 

В этом случае нижний предел в интегралах (10 .51) и (10 .52) уже нельзя найти из уравнений 
(10 .47) и (10 .50) в силу их вырождения, и теперь надо использовать уравнение (10 .48) . Из 
него следует, что 

т = т = е = 
\ 

l - - f . (10 .70 ) 

Поэтому из выражений (10 .51 ) и (10 .52 ) имеем: 

6 Часто для подгонки наблюдаемого распределения поверхностной яркости для какой-то конкретной Е-галактики 
требуется подбирать даже несколько значений /3. 
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<7J 

М(С) 

диска 

(10.72) 

(10.71) 

так как при софокусном расслоении полная масса сфероида 7, согласно (6.117) и (5.46), 
равна 

Но формулы (10.71) и (10.72) полностью совпадают с (9.5) и (9.7), полученными ра­
нее для однородного сжатого сфероида! Мы приходим к замечательному результату. При 
софокусном расслоении сфероида структура эквигравитирующих для него дисков и 
стержней вообще не зависит от закона плотности р = р(т) в моделируемом 
сфероиде. Поэтому сфероид однородный и сфероид слоисто-неоднородный (при любом 
распределении плотности вещества во втором!), состоящий из фокалоидов, при 
одинаковых массах и конгруэнтных граничных поверхностях имеют совершенно одинаковые 
эквигравитирующие диски и стержни. Этот вывод полностью согласуется с результатами 
§ 6.12 (см. в этом параграфе последний абзац). 

З а д а ч а 10.3. Получить аналоги формул (10.51) и (10.52) для слоисто-неоднородных 
вытянутых сфероидов. 

Указание. При решении этой задачи следует опираться на формулы, полученные в 
задаче 10.2. 

З а д а ч а 10.4. Записать результаты (10.71) и (10.72) для случая вытянутого сферо­
ида. 

§ 10.7. Восстановление объёмной плотности сфероида по 
поверхностной плотности эквигравитирующего диска 

Интересной для практических приложений является следующая обратная задача. Поставим 
вопрос о том, как по известному закону поверхностной плотности плоского круглого диска 
а (г) найти объёмную плотность слоисто-неоднородного сфероида, эквигравитирующего 
этому диску. Оставляя в стороне сфероиды с переменной сплюснутостью слоев покажем, 
как в принципе это можно сделать для сфероида, состоящего только из гомотетических 
слоев. 

С этой целью обратимся к выражению (10.56) и будем рассматривать эту формулу как 
интегральное уравнение для неизвестной плотности сфероида р (х). С этой целью, поменяв 
знак под радикалом, перепишем (10.56) в виде 

7 А в контексте данных формул Мсф — это и полная масса диска, и стержня, заменяющих потенциал данного 
сбеооида. 

1 
(10.73) 

е 

(10.74) 
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Но ведь (10.74) можно интерпретировать как уравнение Абеля для неизвестной величины 
рСф (ж). Оно имеет решение 

/ 2\ е _ а ( 1 ) 

ч/Т 

(1) / о1 (х) dx 

— а 2 J у/а2 — х 
(10.75) 

Здесь штрих означает производную, а под а 2 надо понимать параметр га2. Делая указанную 
замену, получим 

/>сф (га) = 7газ га- -/ у/У - т2 

V = r2/R2, (10.76) 

где е — эксцентриситет меридионального сечения сфероида, а й - р а д и у с диска. 
Очевидно, в паре эквигравитирующих тел диск — сфероид первый с геометрической 

точки зрения представляет собой фокальный кружок с радиусом у/а2 - а§, расположенный 
в экваториальной плоскости рассматриваемого сфероида. 

Для проверки основной формулы (10.76) рассмотрим несколько характерных примеров. 
а) Дан однородный круглый диск: а = сг0 = const; в этом случае ог

у = 0 и из (10.76) 
сразу следует известный нам результат для закона распределения объёмной плотности в 

сфероиде (10.58) со значением центральной плотности ро = ifa^* 

б) Дан круглый диск с распределением поверхностной плотности по закону 

З М 
2тгЯ 2 yfi^y, (10.77) 

который, как мы уже знаем, входит в эквигравитирующую пару с однородным сжатым 
сфероидом. Действительно, в этом случае из (10.76) легко получим 

p c ф ( r o ) = ^ ^ = ' , 0 = c o n s t • 

что согласуется с примером (9.5) для однородного сфероида. 
З а д а ч а 10.5. Задан круглый диск с поверхностной плотностью 

(10.78) 

(10.79) 

Найти его пространственный потенциал. 
Решение. Такой диск, как мы уже знаем, является эквигравитирующим однородному 

сжатому сфероиду массой М и полуосями а\ > аз . Для полной эквивалентности фигур 
следует в (10.79) положить 

сг0 = 
З М 

2тг (а? - а§) ' 
R2 = а\ - а\. 

Следуя разработанному выше методу, потенциал такого диска мы получим из выражения 
внешнего потенциала однородного сфероида (который следует из (6.1) при а\ = а2) в 
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софокусном дисковом пределе а\ —> а\ - а\ и а3 —• 0 . Выполняя указанный предельный 
переход, имеем 

^диска = | G M 1 — — ^ - — (1 - - 1 Г - 4 , (Ю.80) 

где Л — эллипсоидальная координата испытуемой точки; она является наибольшим корнем 
квадратного уравнения 

- 5 — 4 Г + ~Г = L ( 1 0 - 8 1 ) 

Беря возникающие здесь интегралы, в итоге получим искомый потенциал диска, выражен­
ный через элементарные функции 8 

^ 4 7 (10.82) 

Этот потенциал эквивалентен, разумеется, найденному нами ранее выражению внеш­
него потенциала однородного сжатого сфероида (6.27). Т 

в) Рассмотрим диск с плотностью (10.63). Очевидно, на границе а (у = 1) = 0, так что 
(10.76) приводим теперь к виду 

/ * < т ) = £ ( п + 1 ) в ( 1 . » + 1) } ^ 0 = f « V - 00.83) 

Здесь В (а, /?) — бета-функция Эйлера. Беря интеграл в (10.83), получим 

ЛФ М = W { (" + l) в ( | - » + l ) В ( | , я + ± ) } (1 - тТ • (Ю.84) 

Но выражение в фигурных скобках равно 7г, и мы получаем искомый верный резуль­
тат (10.62). 

З а д а ч а 10.6. Подтвердить, что диск с плотностью (10.67) соответствует сжа­
тому сфероиду с распределением плотности р (га) из (10.66). 

Решение. Подставив функцию (10.67) в выражение (10.76), после преобразований имеем 

/ \ Ро ( [ dV Р с ф ( т ) = — I I - -
тгу/ГГР 1У (l + py) у/(1-у)(у-т*) 

х ч (Ю.85) 

-2 (1 + 0 / — * 
(i + / * v ) V ( i - y ) ( v - " » 2 ) 

Вычисление же потенциала такого диска обычным методом оказывается весьма громоздким делом. 
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Вычисляя эти интегралы, получим 

9 ж(1 + 0) Jl + вт? I V 2 2 / ir(l + 0) у/Т+Рг, 
(10.86) 

I - / « п \ - / ^ \ I I 
- 2 ( 1 + 0) 

Подставляя значения бета-функций в последнее выражение, получаем требуемый результат 
(10.66). • 

З а д а ч а 10.7. Показать, что для диска с распределением плотности (9.150) эквигра-
еитирующим является неоднородный сжатый сфероид с объёмной плотностью 

Рсф (т) = In щ , (10.87) 

где Мсф — полная масса сфероида. Найти внешний пространственный потенциал такого 
диска и сфероида. 

Решение. Эквигравитирующий сфероид, как мы знаем, может быть найден двумя спо­
собами: по диску и по стержню. Сейчас мы найдём его по диску 9 . Записывая (9.150) в виде 
с — бг0 (1 — yfy)> из формулы (10.76) получаем 

" • w - s g / a f e - О 0 - 8 8 ) 

что сразу даёт (10.87). Для проверки по массе подставим (10.87) под знак интеграла (6.119), 
и поскольку 

/ 
о 

2 

то вновь приходим к формуле (см. (9.152)) 

М сф — ^к<7$а\е2 = ~7г<7ой2 , причём R = \JCL\- а§ .* 

Найдём теперь внешний потенциал во всём пространстве для такого диска и сфероида 
(а значит, и для соответствующего им эквигравитирующего стержня). Подставляя (10.87) в 
(1.49), получим 

т2{и). 1 + у/1 - т 2 (и) 

о г • 2 1 ~ у/1 - т 2 (и) 
рсф ( r ,x 3 ) = Go0a2ae2 / — du, (10.90) 

J [а{ + и) у/а\ + и 

где т2 (и) из (10.183). 
? О нахождении сфероида с плотностью (10.87) по эквигравитирующему стержню см. ниже задачу 10.11. 

file:///Jcl/-
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Вводя эллипсоидальные координаты А > /х для сжатого сфероида (см. § 10.13.4), с 
помощью тождества (10.188) интеграл (10.90) приводится к виду 

оо ( 2 

<Рс* ( г , * 3 ) = Ga0R2 ( d u \ 1 - ^ 
J ^(а2 + ч){и-\)(и-ц) \ a 2 + u a 2 + и 

-т2 (и) у/1 — т2 (и) In 
l + y/1-т2 (и)' 

га (и) 

(10.91) 

где, напомним, т 2 (и) дано ниже в (10.183), и частично выражается через эллиптические 
интегралы 

<Рсф ( Г , Ж 3 ) 

= GCQR2 

i M + a? Я 2 \ 
Я 2 

A + af 
- K ( f c ) 

2 (u) VI - m 2 («) I + УГ 
— m 2 (w) /

m z (u) д / l — (u) 

у/(a2 + u) (u — A) (u — 
In-

//) m (u) 
(10.92) 

причём fc дано в (10.203). 
Найдём, в частности, внешний потенциал сфероида с распределением объёмной плот­

ности (10.87) на его оси симметрии Охз. При г = 0, согласно (10.186), координата /2 = - а 2 

и модуль к = 0. Следовательно, имеем 

K(fc) = E(fc) = | , П Я 2 

А + о? 
,0 

2x1 ' 

Тогда (10.92) упрощается и приводится к виду (у = xz/R) 

<Р<4 (*з) = 
3GM, сф 

R2 

1 о 
(10.93) 

Сравнивая это выражение с потенциалом диска (9.153) (причём R = L ) , найденного ранее 
прямым способом, видим, что эквивалентность обоих выражений будет установлена, если 
сейчас убедимся в справедливости равенства 

У 1 П У = * У Г 7 ^ — d t -
(10.94) 

Интеграл в (10.94) в справочниках отсутствует. Он весьма любопытен. Доказать ра­
венство (10.94) можно, во-первых, следующим способом. Разлагая подынтегральную функ­
цию в правой части равенства (10.94) в ряд по степеням 4т и затем интегрируя его, получим 

для всей правой части следующий ряд 

v ( - l ) " - x ( 2 n - 3 ) ! ! ! 
^ (2n- 1) ( 2 п - 2 ) ! ! у 2 " - 2 * 

(10.95) 
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Но легко видеть, что выражение (10.95) и представляет собой разложение в ряд по степеням 
i левой части равенства (10.94). 

З а д а ч а 10.8. Дайте прямое доказательство равенству (10.94). 

У 

- 1 1 
У 

Рис. 88. Разрез в комплексной плоскости к за­
даче 10.8 

Решение. Применим теорию вычетов. Очевидно, в комплексной плоскости подынте­
гральная функция имеет две точки ветвления ± 1 . Для выделения однозначной ветви про­
ведём разрез, соединяющий эти точки через бесконечность см. рис. 88. В результате, число 
интегралов увеличивается до четырёх и мы имеем 

У 

-dt. (10.96) 

Согласно общей теории, эта величина должна быть равна сумме вычетов в особых 

точках t = ±1 от функции 

умноженной на 2ni. В силу тождества 

V 2 

у2 

У_ 
2i t - i t + i 

1 у l + y , 

сумма всех вычетов в указанных особых точках, как легко видеть, будет равна 

У_ 
2г 

= - г у т 
У 

(10.97) 

Умножая результат (10.97) на 2т и приравнивая результат полученному выше 
выражению (10.96), мы и приходим к требуемому равенству (10.94). Доказательство 
закончено. • 

З а д а ч а 10.9. Найти эквигравитирующий сфероид и внешний потенциал для диска с 
распределением плотности (9.156). 

Решение. Запишем (9.156) в требуемом виде а (у) = со (1 - у)п [у = ^ т ^ - Тогда 

метод дает 

Рсф ( т ) = тщпоо J 
п-1 

л/у - т2 
dy, (10.98) 
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или, легко интегрируя, 

* • м - й г п В ( l > n ) ( J - то2Г1/2 • < 1 0"> 

Подставляя это распределение плотности в (1.49), находим внешний потенциал данного 
диска, а значит, и сфероида (п — любое вещественное число) 

2 1 п + 1 / 2 

Фъиешн (Г,Х 3) = 4G(To - В ( ^,71 1 / — 1 - — 
n + I V 2 (af + u) V a f T u [ <*i + u ag + u 

(10.100) 
T 

З а д а ч а 10.10. Среди астрофизических дисков широкое применение находят диски с 
гауссовским распределением плотности 

а (г) = <то ехр сто ехр (-ау), (10.101) 

где a — безразмерный параметр. С помощью формулы (10.76) доказать, что соответству­
ющий такому диску сфероид имеет распределение плотности 

Рсф (т) = 
е2а0 

паз 
ехр (—а) 

y i - m 2 

где erf ^ а ( 1 - га2)^ — функция ошибок. 

у/па ехр (—am2) erf ( \ / а ( 1 ~~ ш 2 ) ) (10.102) 

§ 10.8. Нахождение объёмной плотности сфероида по 
плотности эквигравитирующего стержня 

Формула (10.76) позволяет решать обратную задачу и находить объёмную плотность сфе­
роида по известной поверхностной плотности а (г) заменяющего его диска. Но обратную 
задачу можно поставить и для пары «стержень — сфероид». Переход от стержня к сфе­
роиду может быть выполнен так (для иллюстрации метода рассмотрим переход к сфероиду, 
состоящему из гомотетических слоев). Обратимся к формуле (10.57). Дифференцируя обе 

С2 

её части по С 2 и делая затем замену -Чг = - т 2 , получим требуемый результат 
г 

dp 
Рсф [т) = — j — 

-ка{аз d(2 
с 2 (10.103) 

Пример 1. Возьмём р (С) из формулы (10.68); для неё по формуле (10.103) легко находим 
соответствующую плотность сфероида (10.66). 

Пример 2. Проверка формулы (10.103) в случае стержня с плотностью (9.7) для одно­
родного сжатого сфероида также элементарная и не затруднит читателя. 

З а д а ч а 10.11. Показать, что для стержня с распределением плотности (9.151) 
(а этот стержень — эквигравитирующий для диска (9.150)) эквигравитирующим будет 
сфероид с объёмной плотностью (10.87). 
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Решение. Подставляя р (С) из (9.151) в общую формулу метода (10.103) и дифференци­
руя, легко находим 

А * М = 0 2 1 п : и v (10.104) 
27га{а3 1 - х/1 - ш 2 

Эта формула эквивалентна (10.87). 

§ 10.9. Какой эллиптический диск и слоисто-неоднородный эллипсоид 
имеют одинаковый внешний потенциал? 

10.9.1. Задан слоисто-неоднородный эллипсоид. 
Найти эквигравитирующий эллиптический диск 

В общем случае трёхосного эллипсоида с граничной поверхностью (9.1) формула (10.51), 
предназначенная для сфероидов, уже не годится. Решаем поставленную задачу, вновь инте­
грируя выражение (10.18). В итоге, для слоисто-неоднородного эллипсоида находим экви­
гравитирующий эллиптический диск с вещественной поверхностной плотностью 

1 г 

/ ч / , х d А2 Ы) а 3 (га) Г^~. ~ 
^ д и с к а \ ? ъ х 2 ) = 2aia2a3 / р(т) — „ \IQ(га) 

J am а\ (га) а2 (га) v 
dm. (10.105) 

Нижний предел га должен быть решением уравнения 

<2(га) = 0, (10.106) 

обобщающего (10.47), или, в случае вырождения этого уравнения, решением уравнения 
(10.48). 

Заметим, что эллиптический диск с распределением плотности (10.105): 
а) в общем случае является неоднородным и имеет границу (9.2); эта граница образо­

вана эллипсом, софокусным главному сечению эллипсоида плоскостью, перпендикулярной 
наименьшей оси исходного эллипсоида. В данном случае наименьшей является полуось а 3 , 
поэтому эквигравитирующий диск лежит в плоскости Ох\х2\ 

б) имеет массу исходного эллипсоида М; 
в) является эквигравитирующим исходному слоисто-неоднородному эллипсоиду™. 
Таким образом, в (10.105) обобщён результат (9.3) для эквигравитирующего диска 

однородного эллипсоида. При расслоении исходного эллипсоида на гомеоиды, когда обе 
2 2 2 

Т*Т Ф*> То 
вспомогательные функции а2 (га) и а 3 (га) от га не зависят и га2 = -f - | + - | , выражение 

а\ а2 а 3 

(10.105) упрощается и принимает вид 
1 

<Wa (xi х2) = 2aia 2a3 f P N m d m ^ (10.107) 
\/{a\ - a§) (a | - a§) J \Jm2 - ra2 ' 

где 

ra = 
r 2 

(10.108) 

1 0 Заметим, что для тел без круговой симметрии заменяющих стержней уже не существует. 
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Формула (10.107) позволяет по заданному эллипсоиду находить эквигравитирующий эллип­
тический диск. 

1. В частном случае эллипсоида с простым (с аналитической точки зрения) законом 
плотности 

Р (т) = ро (1 - m 2 ) n , (n 0), (10.109) 

формула (10.107) даёт эллиптический диск с плотностью 

* — < * ^ > = 2 , п Т 7 ^ a ^ Q ( 1 ) r + 1 / 2 > < i o i i o ) 

где Q (1) из (9.4), а полная масса эллипсоида (а значит, и диска) равна 

М = эт^аюгазРо Г ) " + Ц • (10.111) 
Г ( " + 1 ) 

З а д а ч а 10.12. Выполнить проверку найденного диска (10.110) по массе и внешнему 
потенциалу. 

В частности, при п = 0, когда исходный эллипсоид имеет однородную плотность, 
формула (10.110) легко приводит к известному уже нам выражению (9.3) для плотности 
эллиптического диска. 

2. Другой важный частный случай, когда слоисто-неоднородный эллипсоид имеет го-
мотетические слои вещества и закон объёмной плотности (10.58). Соответствующий такому 
эллипсоиду эквигравитирующий во всём внешнем пространстве эллиптический диск имеет 
однородную поверхностную плотность 

а д и с к а ~ / / а 2ч / 2 2ч В (ЮЛ 12) 
V ( a i ~ а з ) (а2 " а з ) 

Как видим, этот результат согласуется со случаем п = 0 предыдущего пункта. 
3. Для астрофизических приложений важен слоисто-неоднородный эллипсоид с зако­

ном плотности 

рЫ= (л (Ю.ПЗ) 
(1 +77Г) 

Рассмотрим следующие случаи. 
При п = 1 подстановка (10.113) в формулу (10.107) дает 

а(хих2)= t „ 2 a i a f 3 ? ,. t

 1 . . a r e t e ( Ю . 1 1 4 ) 

При n = 2 имеем эквигравитирующий эллиптический диск с плотностью 

„ { Х 1 , Х 2 ) = 1 + - = 1 = a r c t g • 
V ' y/(al-4)(4-4)l+rn? \ 2 л / Г Т т * V 1 + m J 

(10.115) 
Здесь m дано в (10.108). 

I" <о~дратьев Б П 
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10.9.2. Задан однородный или неоднородный эллиптический диск. 
Найти эквигравитирующий слоисто-неоднородный эллипсоид 

Важным в теории является следующий класс задач: задана а (т),требуется найти р (га). Но 
прямое нахождение потенциалов однородных и неоднородных эллиптических дисков — дело 
не только трудоёмкое, но и в общем пространственном случае для аналитика фактически 
неприступное. Поэтому здесь мы применяем другой метод, оказавшийся весьма эффектив­
ным: сводим задачу для потенциала диска к более простой задаче нахождения потенциала 
эквигравитирующего слоисто-неоднородного эллипсоида. Дело в том, что для эллипсои­
дов с гомотетическими слоями выражения потенциалов даются уже известными двойными 
интегралами типа (10.108). 

Для нахождения плотности эквигравитирующего эллипсоида обратимся к ранее 
полученному выражению (10.107). Представляя стоящий там радикал в виде 
у/т2 - fh2 = iy/fh2 - m 2 , далее рассматриваем (10.107) как интегральное уравнение 
Абеля для неизвестной функции р (га). Решая это уравнение, в итоге получим требуемый 
результат 

= VK-a2){a2-a2) 
7raia2<i3 

Г da dx 
/

da dx 
dx y/x — m 

, {x = fh2). (10.116) 

Рассмотрим несколько примеров. 
1. Задан однородный эллиптический диск а = const. Формула (10.116) тогда сразу даёт 

pim) = Ш Е ^ Е Ж - 2 = . (10.117) 

Этот результат совпадает с (10.58). Заметим, что сам пространственный потенциал одно­
родного эллиптического диска и слоисто-неоднородного эллипсоида с плотностью (10.117) 
вскоре будет получен в § 10.10. 

2. Задан эллиптический диск с законом поверхностной плотности 

а ( га 2 ) = <70 (1 - т 2 Г , (n ^ 1). (10.118) 

И в этом случае интегрирование в (10.116) трудностей не представляет 

р { т ) = Ж З М З Ц (1 _ те*)-з j l I ^ L . (Ю.119) 

§ 10.10. Пространственный потенциал 
однородного эллиптического диска 

В § 2.9 в результате весьма трудоемких расчётов был найден потенциал однородного эл­
липтического диска во всех точках его главной плоскости. Естественно возникает важная и 
ещё более трудная задача найти пространственный потенциал однородного эллиптическо­
го диска. Задача о потенциале однородного эллиптического диска является новой, узловой 
и представляет собой настоящий экзамен для развитых методов. Прямой способ нахожде­
ния потенциала диска сталкивается с огромными трудностями. Наиболее эффективным и 



10.10. ПОТЕНЦИАЛ ОДНОРОДНОГО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ДИСКА 323 

красивым для её решения является разработанный выше в §10.9 тот вариант метода эк-
вигравитирующих тел, который связывает потенциал слоисто-неоднородного эллипсоида с 
потенциалом заменяющего его плоского эллиптического диска. 

Рассмотрим однородный эллиптический диск плотности а с границей и эксцентриси­
тетом 

X2 X2 

Jtj \1 -гС̂  
(Ю.120) 

Как мы уже выяснили, именно такой однородный эллиптический диск получается в со-
фокусном дисковом пределе из слоисто-неоднородного эллипсоида с законом плотности 
(10.58), причём плотность диска оказывается связанной с центральной плотностью эллип­
соида формулой (10.112). Очевидно, квадраты полуосей данного диска выражаются через 
полуоси исходного эллипсоида: 

R\ = а\ - а\, Rl = aj- а\. (10.121) 

Используя формулу (1.49), запишем внешний потенциал исходного эллипсоида в виде 
интеграла: 

2 2 2 Х\ Х2 #3 

/

у а\ + и а2-\-и а2 + и 
— da. (10.122) 

V ( a i + и) (a2 + и) ( а з + и ) 

Действуя согласно развитому выше методу, выполним в данном выражении предельный 
дисковый переход аз —• 0, а\ —• R\, a<i —* R2\ имеем 

/j _ «1 _ *2 ж | 

Слиска (ж) = 2GoRxR2 / J _ _ _ _ _ _ _ — du. (10.123) 

Этот интеграл выглядит весьма грозно, и, тем не менее, все вычисления в общем виде 
оказываются здесь на удивление простыми и изящными. Домножая и деля подынтегральное 
выражение на корень, стоящий в числителе, приводим потенциал эллиптического диска к 
виду: 

1 Si х\ _ х | 

/
°° R2 + и R2 + и и 

1 2 -du. (10.124) 
\ / ( u - А) (и - /i) (w - i/) 

Здесь А, /г, — корни кубического уравнения 

пг»2 /у 2 ~,2 
•А/1 « А / О 

l--ZTL " ^ И 1Г = 0> (10.125) 
Rj + u Щ + и и 

представляющие эллипсоидальные координаты пробной точки х . Они удовлетворяют нера­
венствам 

o o > A ^ 0 ; 0 > / i > -Rl; -Rj >v> -R\. (10.126) 
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Поэтому Л > р > и. Полезно также иметь в виду соотношения 

Л + /х + и = х\ + х | + х\ - R\ - R%, 

ци + М Л + Хи = Я?Rl (l - | | - ^ - х 2 (R\ + R2) , 

\ци = x%R\ R%. 

(10.127) 

В итоге из (10.124) находим, что пространственный (внешний и внутренний) потенциал 
однородного эллиптического диска в пробной точке ( x i , £2> £з) выражается через стандарт­
ные эллиптические интегралы и имеет вид 

У _ 4С<гД 1 Д 2 \ ( х\ х\ х2Л 

^ { х ) - - 7 х ^ \ у - Ж Г и - щ Г и ~ ^ Г 
(к) 

где модуль 

+-Rj + u 
-П 

R\ + v 
X-v 

,к 

1 jy хл. 
X-v 

,к 

+ 
а?2 

-П 
R% + v 

(10.128) 

<1. (10.129) 

Формула (10.128) решает поставленную задачу. Следует подчеркнуть: потенциал однород­
ного эллиптического диска был получен здесь через потенциал эквигравитирующего ему 
слоисто-неоднородного эллипсоида. 

Обратим внимание, что комбинация членов при К (к) в этой формуле формально хотя 
и равна нулю (в силу (10.125) и того, что и — один из корней этого кубического уравнения), 
но исключать данную группу членов из выражения потенциала всё же не следует, так как 
это нарушило бы симметрию всего выражения и сделало бы затруднительным его анализ в 
различных предельных случаях. Рассмотрим некоторые из них. 

1. Предельный случай круглого диска 

При Ri = i ? 2 = R эллиптический диск превращается в круглый. В этом случае третья 
эллипсоидальная координата превращается в постоянную и = - R2, а выражение потенциала 
(10.128) трансформируется в потенциал круглого диска. Действительно, возникающие при 
этом предельном переходе расходимости уничтожают друг друга, поскольку вместо четырёх 
критических членов в (10.128) имеем 

тг/2 

Д 2 + " { \ / l - f c 2 s m 2 0 1 + 
R2 + u s in 2 0 

(10.130) 

•к/2 
-2 t sm20de 

I 

г2 K(k)-E(k) 

R2 + Xj Д 
- k2 s in 2 в Д 2 + А 

к2 



10.10. ПОТЕНЦИАЛ ОДНОРОДНОГО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ДИСКА 325 

Выполняя указанный выше предельный переход, с учётом сказанного получаем выражение, 
совпадающее с (9.67). 

2. Потенциал эллиптического диска на оси Ох$ 

В этом случае х\ = х2 = 0; сейчас важно обратить внимание на то, какие значения приоб­
ретают эллипсоидальные координаты испытуемой точки. А именно, эти координаты будут 
теперь: 

А = х 2 , р = -Rl, v = -RJ. (10.131) 

Искомый потенциал однородного эллиптического диска на оси симметрии оказывается рав­
ным 

Слиска (Яз) = 
4GaRiR2 

VW+xJ 
i + f W ) - | n 

R2!+: 

где 

R\ + x\ 

Легко убедиться, в частности, что в случае круглого диска, когда 
\ 

*?2 р2 
1 — 2 

< 1. 

(10.132) 

(10.133) 

k = 0, К ( 0 ) = тг/2, П[п,0] = 7 г / ( 2 1 / Г ^ ) , 

формула (10.132) даёт известное (5.82). 

3. Внутренний потенциал эллиптического диска 

Это случай, когда 

* З = 0 , А = 0 ' J ? ? * * ! * 1 , * = v i - e < i -
(10.134) 

Потенциал во внутренней точке диска {х\у х2), характеризуемой эллиптическими коор­
динатами 

С И 
Х-^ ~\~ х*2 JRJ — R2 ^ (х? + х\ - R\ - R\f - т\щ - ^ - - | 

причем v < р < 0, равен 

ip{xi,x2) = 

(10.135) 

AGaR\R2 1 -
х\ 

К(А;) + 

(10.136) 

+ R\ + v 
П R\ Х*у R-9 . 

1 + т г . * 1 + т г > * 

В частности, нетрудно теперь найти величину потенциала в центре однородного эллиптиче­
ского диска: при 

Х\ = х2 = 0, А = 0, /4 = -#2> ^ = — Д?, 

V? (0) = 4GoR2K ( е ) . 
(10.137) 
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4. Потенциал эллиптического диска в компланарной внешней точке 

Здесь 

х3 = 0, 
Ri Д 2 

Существенно, что в данном случае обращается в нуль средняя координата fi: 

\{xux2)^Q, м = 0, -Rl г v(xi,x2) > -R\, 

так что потенциал становится равным 

(10.138) 

(10.139) 

R\ + u 
-П 

AG<TRIR2 

Rl 

1 -
R\ + v Rl + v 

K(Jfc) + 

+ Rl + v 
П 

R2 

,k 

(10.140) 

где 

(10.141) 

а эллиптические координаты (не путать с формулой (10.135)) 

е й 
xf + xi - R(- Щ± 

N Hi К2 j 

(10.142) 

5. Потенциал эллиптического диска на его границе 

Вопрос о потенциале на границе эллиптического диска совсем нетривиален. И дело здесь 
вот в чём. Прямой переход от внешнего (10.140) или от внутреннего потенциала (10.136), 
когда испытуемая точка садится на эллипс 

/у2 ,у,2 
— -f- — = 1 
R\ R2 

(10.143) 

сталкивается со значительными трудностями. Действительно, в данном случае 

А = 0, /х = 0, v = x\ + x \ - R \ - R \ и fc = l . (10.144) 

Однако, при к = ] эллиптические интегралы первого и третьего рода расходятся: 

К (1) -* оо , П [n, 1] -> оо. (10.145) 

Есть, однако, другой, более надёжный способ решить эту задачу. Обратимся к исходному 
интегралу (10.128), который теперь имеет вид 

o o l -

</>Диска ( я ь я г ) = 2GaR\R2 J 
Rf + u Ri + u 

Uy/u ~ v 
du. 

(10.146) 
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Приводим его к форме 

( 2 2 \ ° ° 2 ° ° 2 °° 

Д 2 Rl) J иуДГП) R\J {R\ + u)i/u=v R\J (Rl + u) 
(10.147) 

Интеграл в первом слагаемом хотя и расходится, но расходимость эта 
логарифмическая, поэтому в силу соотношения (10.143) первый член в (10.147) 
исчезает сразу. Остаются два интеграла, которые легко берутся, и мы приходим к 
результату: 

V W a ( s i , х2) = AGaRi R2 [ 
(Rly/Rj+u 

arctg 1 

2R\^-v-R\ 
In 

\ ^ - у / - ^ - Д 2

2 | 
(10.148) 

Найденный потенциал можно упростить, введя параметризацию эллипса: 

x i = .Ri cos 0, X2 = i?2sin^, v — - ( й 2 s in 2 в + R\ COS 2 в) , 

где 0 < в < 2тг. Тогда (10.148) принимает вид 

Удиска (#) 
AGaR2 cos в • arctg е Ri cos в 

y ^ 2 c o s 2 0 + Я 2 SUV 2 0 

sin# In 
Rlcos2 в + R\s\n2 в - eRi sin6» 

> , где e : 
2 yjRl cos 2 0 + R\ s in 2 0 + e Й1 sin 0 J 

В частности, для круглого диска # i = R2 = Д из (10.150) получаем 

Слиска (Д) = 4СсгЯ {cos 2 в + s in 2 (9} = 4<3<тД, 

Д} 

(10.149) 

(10.150) 

(10.151) 

что является правильным (см. формулу (9.61)). 
Итак, потенциал на границе эллиптического диска (10.150) найден, и он выражается 

через элементарные функции. Напомним, этот результат после замены 0 на а совпадает с 
(2.144), найденным ранее другим способом. 

§ 10.11. Пространственный потенциал 
неоднородного эллиптического диска 

Разработанный в §10.9 метод распространяется и на неоднородные эллиптические диски. В 
качестве примера рассмотрим диск с поверхностной плотностью 

X1 Я/о 
c r ( m 2 ) = a o ( l - r n 2 ) = < 7 0 [ l - - ^ - - ^ (10.152) 
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где полуоси диска связаны с полуосями соответствующего эллипсоида равенствами Ri = 
= у/а\ - а§, R2 = у/а2* - о*2. Такой эллиптический диск, по видимому, самый простой 
после однородного. 

Согласно формуле (10.119) при п = 1 , диску с плотностью (10.152) соответствует 
эквигравитирующий эллипсоид из гомотетических слоев с 

pirn) = 
2R\ R2 

0̂ 77г. (10.153) 

Подстановка закона плотности (10.153) в формулу для внешнего потенциала слоисто-
неоднородного эллипсоида (6.130) и переход в этом эллипсоиде к дисковому пределу 
( а 3 -+ 0, а\ —• Дх, аг —> R2) даёт 

2 2 2 
ж j _ #1 з?2 _ £з 

Слиска (X) = ^Ga0RiR2 \ . . 
3 / y/u(R2 + u)(R2 + u) 

3/2 

-du. (10.154) 

Домножая и деля числитель на 

N 
1 -

Rj + u Д | + и 

получим 

, Ж? ^2 *3 оо 1 — ——— — ——— — 

3 J у/(и - А) (и-1л) ( l i - I / ) 
-с/и, (10.155) 

где, как и в случае однородного диска, вводятся эллипсоидальные координаты (А,д, i/) 
пробной точки. И сейчас, разумеется, выполняются неравенства (10.126) и соотношения 
(10.127). 

Раскрывая квадрат выражения в числителе (10.155), вычисляем вспомогательные 
интегралы (ниже для краткости обозначено Q (и) = у/(и - Л) (и - /i) (и - 1/)): 

00 

Л = / (Д? + u) Q (и) = (Д? + и) VX^T {К (*> " П ~"^"'*]}: 

(Щ + 1/)у/Х-1> ( 

h = h(R2-+0) = — | = { к ( * ) - П 
i /v А — г / 1 

К (Jfe) - П 
X-v 

А -1/ 

(10.156) 
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Но есть и более сложные интегралы: 

329 

/22 

/зз 

а также интегралы смешанного вида 

оо 

/12 

du 

л (Rl + u)2Q(u) 
ОО 

(Rl + uYQ(u) 

ОО 

/
du 

u2Q(u)' 

du h -
(R2 + u)(Rl + u)Q(u) Ri -

OO 
r = f du /3 ~ h 

1 3 J u(R\ + u)Q(u) " Rj 

j _ f du h — h 
2 3 J и(Щ + и)<2(и) Щ 

; 
R% 

(10.157) 

(10.158) 

которые выражены через известные уже Д (г = 1,2,3). 
Наибольшую трудность представляют интегралы 1ц , 122 и /зз- Будем рассматривать, 

например, 1ц как 

In — lim I12 — lim h - h 
л*-й» я * - я ? R\ - R2 

(10.159) 

Формально здесь встречается неопределённость типа ^ , однако на самом деле это затрудне­
ние можно избежать. Подставляя величины Ii и 12 из (10.156), после ряда преобразований 
находим 

К (к) 
lim 

Rl + u 
П 

А - v 
П А — v ' 

$1 — j ? 2 

(10. 60) 
Представляя полные эллиптические интегралы третьего рода П [...] их интегральными вы­
ражениями, получим 

тг/2 

* 2 W ( 1 + « i ± 
dx 

А - i / 
v • 2 sin X ̂  \ / l - k2 s in 2 x 
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тг/2 

Щ + V J Л . Ri + u . 
dx 

1 Ч- -г sn r х ч ~ | \ / l — к2 s in 2 а; А — и J 

тг/2 1 , R\ + RI + 1V . 2 
w / - 1 Ч — : — snr ж 

Таким образом, в выражении, стоящем в (10.160) под знаком предельного перехода, 
( Я 2 - R$) в числителе и знаменателе сокращаются; в итоге, после многих преобразова­
ний и вычислений находим 

, ( Ю + » ) ( А + , + М Р к ( f c ) + { R l + и ) Е ( f c ) _ 
'Rl + »){R\ + v)2 \ ( Д 2 + А) ( Й 

M - ^ + 2 ( l + fc2) (д2 + „ ) + 3 - ^ ^ - П 
R\ + u 

' А - « / 

'22 
^ Г ( д § + м ) ( л + У + М 8 ) к _ 

+ А ) ( А 2 + / х ) ( Д 2 + 1,)21 

(Д 2

2

 + , ) 2 

A i - i / + 2 ( l + fc2) (Rl + u) + 3-
А - i / ' A - J / 

-̂ 33 = Хци2 у A - и 
K(k) + vE(k)- ix - и + 2v ( l + A;2) + 3 i / 2 

A - i / 
П — v ,k 

) A - i / ' 
(10.161) 

В итоге, пространственный потенциал неоднородного эллиптического диска с законом 
плотности (10.153) выражается формулой 

Слиска (а?) = | G a 0 ^ i Д 2 {1о ~ 2 (hx\ + / 2 х ^ ч- / 3 * § ) + 

+/ця?1 + '22*2 + Нъх\ Ч- 2 ( Д 2 х ^ Ч- J i 3 a f c 3 + 723*2*3)} . 
(10.162) 

Все входящие сюда выражения нам уже известны. Подчеркнём, что этот потенциал выра­
жается через стандартные полные эллиптические интегралы. 

§ 10.12. О радиусе сходимости ряда Лапласа для однородных и 
слоисто-неоднородных эллипсоидов или сфероидов 

В небесной механике часто гравитационный потенциал тела во внешней точке представляют 
рядом Лапласа [45] (см. также формулу (12.84)) 

(10.163) 
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Здесь М — масса тела; г — расстояние пробной точки от начала координат; R — радиус 
объемлющей сферы; Yn — безразмерная сферическая функция Лапласа. 

Но представление внешнего потенциала (10.163) годится, если ряд сходится. Поэтому 
возникает вопрос о радиусе сходимости данного ряда. Вообще, для тел сложной формы 
вопрос о радиусе сходимости ряда Лапласа вблизи гравитирующего тела остаётся, несмотря 
на значительные усилия, до сих пор неразрешенным. Однако для сфероидов, однородных и 
неоднородных (состоящих из софокусных или гомотетических слоев), радиус сходимости 
ряда Лапласа известен и равен фокальному расстоянию граничной сфероидальной поверх­
ности этого тела (см. учебник М. Ф. Субботина [45] и статью К. В. Холшевникова [66]). 

Естественно возникает вопрос о радиусе сходимости ряда для сфероидов с более об­
щей (чем гомеоиды и фокалоиды) стратификацией слоев равной плотности. Наконец, есть 
и аналогичная, но более общая задача о радиусе сходимости ряда для трёхосных слои­
сто-неоднородных эллипсоидов. Чтобы решить обе задачи, докажем следующую теорему 

Теорема 6. Радиус сходимости ряда Лапласа для внешнего потенциала слоисто-неод­
нородного эллипсоида с произвольным распределением плотности р (га) равен наибольшему 
фокальному расстоянию его граничной эллипсоидальной поверхности. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Примем, как всегда а\ > а2 ^ аз- Рассмотрим внешний потенциал у?Внешн (#) сло­

исто-неоднородного эллипсоида с произвольной эллипсоидальной стратификацией. Соот­
ветствующий этому эллипсоиду другой слоисто-неоднородный эллипсоид, образованный 
из данного софокусным преобразованием каждого слоя, является, как доказано в § 10.3, 
эквигравитирующим исходному. Поэтому потенциалы исходного (первого) эллипсоида 
^внешн (ж) и полученного из него второго у^нешн (х) будут равны 

Увивши 

Процесс софокусного преобразования слоев равной плотности первого эллипсоида можно 
продолжить до получения в плоскости Ох\х2 эквигравитирующего эллиптического диска 
(см. рис. 89) с известной нам поверхностной плотностью (10.105). Потенциал такого диска 
и потенциал исходного эллипсоида, если только точка х является внешней по отношению к 
эллипсоиду, также будут равны. В таком случае для вычисления <^Нешн (х) можно применять 
ряд (10.163), если только внешняя пробная точка не попадает внутрь сферы, имеющей 
радиус большой полуоси эллиптического диска. Но этот радиус диска, равный ( « i e i 3 ) , и 
есть наибольшее фокальное расстояние в исходном эллипсоиде. • 

х2А 

Рис. 89. Одно из главных сечений 
слоисто-неоднородного эллипсоида, 
перпендикулярное его малой оси 
Охзу И эквигравитирующий эллип­
тический диск (заштрихован). Отме­
чены фокальные расстояния гранич­
ной поверхности эллипсоида 

Заметим, что теорема 10.164 о радиусе сходимости верна: 
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а) для любых элементарных (тонких) и толстых слоисто-неоднородных эллипсоидаль­
ных оболочек; 

б) для однородных эллипсоидов и сфероидов (сжатых и вытянутых); 
в) для слоисто-неоднородных сфероидов, состоящих не только из гомеоидов и фока­

лоидов, но имеющих любую другую сфероидальную стратификацию слоев. Заметим: для 
сфероидов радиус сходимости ряда (10.163) совпадает с половиной «дайны» эквигравити-
рующего стержня 1 1 ; 

г) для неоднородных трёхосных эллипсоидов с любой эллипсоидальной стратификаци­
ей вещества в них. 

Однако наш метод не сводится только к эллипсоидальным телам. Например, для од­
нородной тонкой симметричной линзы, имеющей острые углы и рассмотренной в § 10.13, 
радиус сходимости ряда (10.163) также будет равен радиусу эквигравитирующего диска (или 
половине «длины» заменяющего стержня). 

Сложнее обстоит дело с определением радиуса сходимости ряда (10.163) в тех случаях, 
когда тело имеет не один, а несколько заменяющих стержней, или когда система эквигра-
витирующих элементов тела состоит не только из стержней и дисков, но в неё входят ещё 
и точечные массы. Так обстоит дело, например, с цилиндром конечной длины (см. § 9.8.2), 
параболоидной линзы § 9.9 или для «толстого» шарового сегмента из § 9.14. 

З а д а ч а 10.13. (Поисковая.) Предложите способ отыскания радиуса сходимости для 
ряда (10.163) в тех случаях, когда система эквигравитирующих элементов состоит из 
нескольких стержней, или когда кроме стержня есть ещё и точечные массы? 

§ 10.13. Однородная симметричная линза с острыми краями: 
эквигравитирующие элементы и пространственный потенциал 

Серьёзной проверкой методов, разработан­
ных в этой книге является и задача об 
однородной тонкой симметричной линзе. 
Покажем, что такая линза, напоминающая 
известную галактику «Сомбреро» (или 
здание цирка в Казани), имеет три (!) 
эквигравитирующих тела. 

10.13,1. Эквигравитирующий стержень 

Первым в перечне эквигравитирующих тел 
для однородной тонкой линзы является од­
номерный стержень с мнимым распреде­
лением плотности. Этот стержень состав­

ной и складывается из стержней для верхнего и нижнего сегментов, образующих линзу 
(см. рис. 90). Чтобы найти распределение мнимой плотности р (С) для линзы с острыми 
углами, надо к (9.88) (или к (9.185)) прибавить аналогичное выражение для нижнего сег­
мента, предварительно заменив там С -* ~С : 

з 

Рис. 90. Симметричная линза с «острыми» краями 

Ц(0 = -ЬР(О? + < гЛ( I + 1 ^ 
> \ H - R + C H - R - C J ' 

т. е. 

,(C) = - f v ( f l - Я ) 
(а 2 + С 2 ) 2 

( Я - Я ) 2 - с 2 

(10.165) 

(10.166) 

1 1 Тем самым, результат К. В. Холшевникова для сфероидов из статьи [66] здесь обобщён. 
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З а д а ч а 10.14. Доказать, что стержень с распределением плотности (10.166) име­
ет ту же массу (10.172) и потенциал на оси симметрии (10.174) (см. также первое из 
выражений в (12.147)), что и исходная симметричная линза. 

10.13.2. Эквигравитирующий диск 

Вторым телом, имеющим то же внешнее гравитационное поле, что и однородная тонкая 
линза, является плоский неоднородный круглый диск. Чтобы найти его, обратимся к формуле 
(9.145); подставляя в неё распределение рЛИНЗы (С) и з (10.166), имеем 

( ( я • я ) 2 - с 2 ) 
(10.167) 

Здесь надо положить Д Д И Ска = а = у/Н ( 2 Я — R), поскольку радиус искомого диска равен 
половине «длины» стержня: 

(«2+*)5 dx „ м - 4p(R m d f t ° + * Г 
а ( р ) _ _ _ ( я _ я ) - у ( ж _ ( д _ я ) 2 ) 

VP~X 

(10.168) 

Выражение под интегралом приводим к виду 

/ х + о 2 , R2 Я 4 

Р -
_1_ • 

х у/{х + а2){р-х) [ х - ( Л - Я ) 2 ] у/{х + а2)(р-х) 

тогда интеграл в (10.168), который мы обозначим через I (р), как можно показать, выража­
ется элементарной функцией 

/<Р) = | р + о 2 + 2 Я 2 - 2R3 

Поэтому 

dl = n 
dp 2 

1 -

yJiR-Hf-p 

\ 

R3 

(10.169) 

V 
[ ( Д - Я ) 2 - р ] 

(10.170) 

I 
и в итоге находим, что симметричная однородная линза имеет вещественный эквигравити­
рующий круглый диск с поверхностной плотностью 

a(r) = (p(R-H) Я 3 

[ ( Я - Я ) 2 + г 2 ] 

- 1 , 0 < г < о. (10.171) 
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Этот диск неоднородный: в центре у него плотность максимальная 

<г(0) = | р ( Я - Я ) Я 3 

(R - Ну 
- 1 

а на краю, с учётом соотношения (9.187), обращается в нуль, т. е. а (а) = 0. 
Проверка диска (10.171) по массе: 

а 
я 3 

(R - Я ) 2 + г 2 ' 

- 1 rdr = 2прН' 
М ) 

Верно! 

Проверка диска (10.171) по потенциалу: 
Потенциал такого диска на оси симметрии Охз 

R3 

- 1 

2 } I UR-H)2 + x]* I 
Ч> Ы = l*Gp (R-H) ±± i ± dx 

как нетрудно видеть, равен 

(10.172) 

(10.173) 

ip(x3) = ^Gp(R-H){ 
R2y/a2 + xl R3x3 

(R - н)2 - 4 (R- н) [(л - я ) 2 - * § ] ] ' 
(10.174) 

Теперь легко доказать эквивалентность выражения потенциала (10.174) и потенциала линзы 
в первой из формул (12.147). Проверка закончена. 

10.13.3. Эквигравитирующий сфероид для линзы 

Но для тонкой симметричной линзы существует ещё и третье эквитравитирующее тело. 
Им является слоисто-неоднородный сфероид с гомотетическими слоями и произволь­
ным эксцентриситетом меридионального сечения е (причём вырождение сфероида в шар 
пока не допускается!). Пикантность ситуации в том, что линза имеет острые края, а 
сфероид — фигура сглаженная! Но если учесть, что диск радиусом а, найденный в 
предыдущем разделе, — это фокальный кружок в эквитравитирующем сфероиде, и что этот 
диск как раз и есть экваториальное сечение линзы (т. е. линза тоже находится внутри 
сфероида, см. рис. 91), то становится ясным, что внешний потенциал сфероида нигде не 
будет иметь особых точек. 

Для нахождения распределения плотности в эквитравитирующем сфероиде с гранич­
ными полуосями a i > аз обратимся к формуле (10.76). В данном случае 



335 

Рис. 91. Линза внутри эквигравитирующего 
для неё сфероида 

0.8 1 т 

Рис. 92. Распределение плотности в сфе­
роиде, эквигравитирующего однородной 
симметричной линзе 

c{y) = ±p{R-H) Я 3 

[(R-H)2 + a2y2] 

- 1 

так что 
a'{y) = -\p{R-H)- Я 3 а 2 

[(R-H)2 + a2y2] 

Следовательно, 
1 

P^(m) = ^p(R-H)a2R3 J 

m2 

Вычисляя этот интеграл, в итоге находим 

dy 

Jy-^rt^R-Hf + oty2} 

„ 2 e V n , p гт\ Гл—— З Я 2 - а2 + а2т2 

6 п а з [ Я 2 - а2 + а2т2] 

(10.175) 

(10.176) 

(10.177) 

(10.178) 

Это распределение плотности показано на рис. 92. 
Для проверки формулы (10.178) вычислим массу данного сфероида. Подставляя (10.178) 

в формулу (6.119), получим (напомним, что квадрат радиуса диска а2 = а2е2): 

МСф = | a V (Я - Я ) J m2sJT^ 
о 

Интеграл в (10.179) равен 

m 
1 З Я 2 - а2 + а2т2 

[R2-a2 + a?m2]* 
dm. 

2 Я 3 - VR2 - а2 (а2 + 2 Я 2 ) 

(10.179) 

(10.180) 
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так что в итоге 
М с ф = 2 7 г / > # 2 ( д - ^ . (10.181) 

Сравнивая это с (10.172), убеждаемся, что найденный сфероид действительно имеет массу 
исходной симметричной линзы. 

10.13.4. Итог: внешний пространственный потенциал симметричной линзы 

Подробный вывод закона распределения плотности в эквигравитирующем сфероиде был 
сделан потому, что сейчас мы используем его для нахождения пространственного потен­
циала исходной однородной симметричной линзы. 

Внешний потенциал слоисто-неоднородного сфероида, согласно (1.49), даётся двойным 
интегралом 

оо 1 
Vc*(r,xs) = nGala3 [ — * ц . . / p^{m)dm2, (10.182) 

{ \Ч + и) VA3 + u J 

где, напомним, 

г2 - + m 2 ( u ) = _ I 2 _ + _ f L . (10.183) 
а2 + \ а\ + А 7 х а\ + и а\ + и 

Подставляя сюда рСф (т2) из (10.178), находим вначале внутренний интеграл 

/ A « ( m W - A a ' ( * - H ) ( l - f ( * f 2 

J Н 9 К Зтга3

н {R-H)2 + a2m2(u) 
т2 (и) 

(10.184) 

Целесообразно ввести эллипсоидальные координаты пробной точки; в случае сжатого 
сфероида их будет только две: А и р, причём А > р> и обе координаты удовлетворяют 
квадратному уравнению 

-£— + ^ - = 1 ( в 1 > о 3 ) . (10.185) 

Цилиндрические координаты пробной точки можно тогда выразить через эллипсоидальные: 

r 2 = ( о К А Щ + м ) ; ( Ш 1 8 6 ) 

а2 - а§ а§ - а2 

Обратим внимание, 
А > -о2 > р > - а * , (10.187) 

и х\, разумеется, остаётся положительной величиной. 
Пользуясь тождеством 

(а2 + и) (а2 + u) (1 - р— ) = (и - А) (и - р), (10.188) 
У а\ + и а$ + и/ 

которое нетрудно доказать, представим интеграл (10.182) с учётом (10.184) в виде 
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где мы обозначили 

оо 

<P^(r,x3) = ±Gpa2 (R-H)-I, 

\ ах+и а3+и/ 

(10.189) 

(Я - НУ 
а\ 4- и а 2 4 и 

(10.190) 

у/(of 4- и) {и - А) (и - ц) 

Используя т2 (и) из (10.183), целесообразно в (10.190) подынтегральное выражение (без 
радикала) с учетом тождества (9.187) представить в виде 

т2 (и) 4-

(R - Я ) 2 

= т2 (и) + (R - Н) 2R? л4 

т2 (и) + 
(Я - Я ) 2 

после чего интеграл приводится к следующему: 
(10.191) 

оо 
j _ f du 

J у/{а\ 4- и) (и - А) {и -
+ л2 4- и а% 4- и 

Я 

- 1 -

2 
а „2 г" , ^з , ( R ~ н ) 

1 о I о а 2 4 и а 2 4 it 

(10.192) 

Последний член в фигурных скобках (10.192) преобразуем, в свою очередь, к виду 

Д4 (а\ 4- и) (а2 + и) 

| (Я - Я ) 2 ~ а 2 (Я - Я ) 2 (t* - tii) (u - и г ) ' 
(10.193) 

fli+u а§ 4 u а" 

где u i и U2 — корни квадратного уравнения 

,2 
и2 + и 

равные 

+ a\al+ а

 2{r2al + xlal) = 0, (10.194) 

( « 2 ) 2 

' 2 а 2 ( г 2 + Х § ) 
Oj + О3 + 

( л - я г 

2 2 ( г 2 - * § ) ( г 2 + х § ) 
1 4. _ J Ш _i_ J: 

2 \ ( Я - Я ) 2 ( Я - Я ) 4 

(10.195) 

22 Кондратьев Б П 
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Заметим: даже в критическом случае г = 0, т. е. на оси симметрии сфероида, выражение 
под радикалом будет равно 

и, следовательно, остаётся заведомо положительным. Вне же оси подкоренное выражение 
ещё только возрастёт. Следовательно, корни щ и и2 в любой точке г, хз остаются веще­
ственными, и при том отрицательными: 

и2<их<0. (10.197) 

Далее, в силу тождества 

(aj + и) (а§ + и) 

(и - u\) (и - и2) 

где введены обозначения для величин 

= 1 + 
Тг Т2 

и — щ и — и2* 

(al + m) (al+щ) (а\ + и2) (а2

3 + и2) 
11 = — — , 12 = -U\ — U2 

для интеграла / из (10.190) имеем 
оо 

j — Г du 
/ yj{a\ + и) (и - А) {и -

U\ — U2 

(10.198) 

(10.199) 

х\ 

•/i)\a? + u 4 + и (R-Hf 

+ 
R4 

a2 (R - Hf yU-Ui U-U2 J \ 

(10.200) 

Из анализа выражения (10.200) становится ясно, что все интегралы, с которыми мы 
имеем здесь дело, сводятся к стандартным эллиптическим. Конкретно, с учётом нера­
венств 

находим: 

/ = г 2 

оо>и^\>р> —а\ j 

; (К (к)-Е (к)) + 

(10.201) 

(/х + а\) V A + of 

+ 4 
{а\ - 4) у/Х + а2 

П 
Х + а\ 

2 

К(к)) + 
(R - Я ) 2 y/X + aJ 

К(к) + 

a2 (R- Hf (щ + a2) ,/xTaJ 
П 

Щ +а2 

А + а? 
,к - K ( f c ) - (10.202) 

Д 4 Г 2 

a2 (R - Н)2 (и2 + а\) у/Х + 1% 
П 

и2 + а{ 
А + а | 

,к -К (к) 

Все эллиптические интегралы здесь полные и имеют один и тот же модуль 

к = 
N 

(J, + а 
A + af i < l . (10.203) 
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Собирая в выражении (10.202) члены при К(/с), после несложных преобразований с 
учётом ранее определенных нами выражений Т\ и Т2 из (10.199), эту группу членов удаётся 
упростить до такого вида 

t

 2 , ( - ^ т - - 1 - Щ) К ( к ) . (10.204) 

Таким образом, для выражения полного внешнего потенциала слоисто-неоднородного 
сфероида заданного типа из (10.189) получаем следующую формулу: 

^сф (г, * 3 ) = \Gp (R - Н) — { - J ± - (К (*) - Е (к)) + 

- K ( A O ) - ( I + ^ ) K ( * ) + 

a2 (R - Ну (щ 
(гц + а%) П 

A + af 
(t i 2 + a§) П 

u2 + aj 
A + af 

(10.205) 
где мы использовали известное равенство а2 = а2 - а2, а к дано в (10.203). 

Итак, потенциал сфероида рассматриваемого типа, как и потенциал тонкой однород­
ной симметричной линзы выражается, согласно (10.205), через стандартные полные эллип­
тические интегралы. Это нетривиально. Сама линза состоит из двух, сложенных «подошва 
к подошве» сегментов, а внешний потенциал отдельного сегмента в общем случае через 
эллиптические интегралы не выражается, см. задачу 9.10! 

Кроме того, линзу можно представить состоящей из системы однородных элементарных 
круглых дисков, и её полный потенциал находится интегрированием вкладов 

я 

^линзы {Гу Хз)= / Слиска [г, Х3; Д(х' 3), ГГд] аУ3 

- я 

(10.206) 

от потенциалов этих дисков. Но пространственный потенциал однородного круглого диска 
сам по себе сложен и выражается через эллиптические интегралы (см. формулы (9.56) или 
(9.66)), так что в (10.206) приходится интегрировать эллиптические интегралы. Удивительно 
здесь то, что методом эквигравитирующих тел потенциал сфероида и линзы удаётся полу­
чить через те же эллиптические интегралы. А ведь далеко не в каждом примере интегралы 
от эллиптических интегралов удаётся снова выразить через эллиптические интегралы! 

Но главное в том, что выражение (10.205) представляет внешний потенциал любого из 
четырёх перечисленных ниже тел: 

«однородная тонкая симметричная линза — стержень с мнимой плотностью 
(10.166) — круглый диск с плотностью (10.171) — слоисто-неоднородный сфероид 
с плотностью (10.178)». 
Подчеркнём, что крайние звенья этой цепочки — однородная симметричная линза и сло­

исто-неоднородный сфероид — объёмные тела совершенно разной формы и с разной, притом, 
концентрацией вещества в них. И тем не менее, как мы здесь доказали, однородная линза и 
неоднородный сфероид оказываются эквигравитирующими во внешнем пространстве. Факт 
удивительный! 

22* 
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10.13.5. Частные случаи 

Рассмотрим более подробно гравитационный потенциал (10.205). 

Потенциал (10.205) на оси симметрии 

В этом случае 

г = 0, /А = — а 2 , А = х2 — а 2 , - и2 = а 2 1 - fc = 0 (10.207) 

и, следовательно, 

E(fc) = K(fc) = | ; 

Далее: 

П 

П 

A + af 
, 0 

J ! a 2 

тг \А1 + а 2 . 
2 #з 

2 S U 1 V 
A + af 

\ + aj 
, 0 

9 /- m + ai 

7Г xj + a2 

2 У A - tii ' 

(10.208) 

П 
TP /а : 2 - f a 2 

U2 

a 2 - f a 2 + a 2 x i 

(R - H) a2 
1 -

af 4- ai + 
2 2 

a x 3 

г̂ 2 = - -
{R-HY 

x2 

(R-HY 

1 -
( я - я у 1 

(10.209) 

, 2 a46 

+ a | = — 

u 2 + a 2 = 

m — u2 = a 

- 1 -

- 1 -

(R - H) 

хз 
{R-Hf 
A 

(R-H)2 ' 

1 -
(R-HY 

(10.210) 

Выражение (10.205) упрощается: 
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а2 + х\ [ \ 

R4 

\2> 

хз l)-(a* + R2) + 

\ / ' ^ ( - + а з ) - ^ ( « 2 + а | ) 

( 1 0 . 2 1 1 ) 

(R-H)'(ui-u2) 

и, после указанных подстановок и простых преобразований с учётом неравенства 

{R-HY 
- 1 > 0 , (10 .212) 

принимает вид 

i (х3) = i^Gp <2(R — H)x3 — 2(R — H) 
R*(a2+x2)2

 2R?X3 

x2-(R-HY x 2 - { R - H y 

(10 .213) 
Но это, как нам будет известно, и есть внешний потенциал линзы на оси Охз (см. первую 
из формул (12 .147)) . 

З а д а ч а 10.15. Преобразовать первую из формул (12 .147) к виду (10 .213) . 
Если лее в (10 .211 ) вместо (10 .212) положить 

(R-H)' 

что соответствует точке внутри линзы, то 

- К О , (10 .214) 

2^2 
щ -f- «з = — ах 

(R - Н) 
3 , "2 + «з = -<*2> 

ui — и2 = а [ 1 — 
х\ 

(R - И)2 
> 0 , 

и тогда 

y^{x3) = \itGp{R-H) х 3 -
xj + а 2 + 2R2 

%/a2 + х 3 

R4 x 3 

{R-Hf-x2

3 V \ / ^ T F R{R- H) 

2(R-H)x3 + 2(R-H) 2 Д 3 х 3 
(a 2 + x 2 ) 2 

(R - Hf - x\ (R- Hf - x\ 

(10 .215 ) 

А это — действительно внутренний потенциал линзы на оси симметрии (см. вторую из 
формул (12.147))! 

Рассмотрим другой важный частный случай: 
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Потенциал четырёх эквигравитирующих тел: тонкой однородной линзы, стержня, диска 
и сфероида в экваториальной плоскости Хз = О 

При хз —> 0 все формулы несколько упрощаются, хотя и не так заметно, как в случае на оси 
Охз. Прежде всего, 

-a*, \ = r 2 - a 2

v (10.216) 

Поэтому 

к - £ 

а\ + а%+ a V 

"1,2 = ~ 
(я - ну 

±Щг 1 + 
( я - я у 

wi - u 2 = a 2 1 + ' -
\ (R-Ю2 

wi + a 2 = a 2 , ui + a 2 = 0, 

u 2 + a{ - -2 ^ 4 - "2 + a 2 W 1 + 
(Я - Я ) ( я - я г 

Тогда имеем из (10.205) 

о 
с̂ф {г) = з ^ р а ( ( Я - Я ) ф 

f 1 + Щ-) к (fc) + — B l — _ п 
V аг) К ) a2(R-H)-

[ К ( * ) - Е ( * ) ] -

(10.217) 

(10.218) 

Эта формула верна при а ^ г < оо. 
В частности, можно найти и внешний потенциал однородного шарового сегмента с 

радиусом основания а и с высотой Я в плоскости хз -- 0: он будет равен просто половине 
потенциала симметричной линзы (10.218): 

Vce™. вн (г) = \Сра (Я - Я ) £ ^ [К (&) - Е (А:)] -

я Л я 4 

1 + К ( * ) + 
а 2 (Я - Я ) (Я - Я ) 

г,* 

(10.219) 

Формула (10.219) была проверена прямым численным расчётом потенциала шарового 
сегмента в плоскосги хз = 0, заданного тройным интегралом: 

Н г,„ 2тг 
с̂епи к (Г) =--GP f dx'3 f T'dr' J M 

o o o \J(r'cosO - r ) 2 + ( r ' s i n в ) 2 + х ' 1 

(10.220) 

где в — угол между направлениями на пробную точку и проекцией точки интегрирования 
на плоскость х3 = 0, а г 2^ = Я 2 - (Я - Я 4- Х3)2 . 
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Ещё одна весомая проверка формулы (10.219): внешний потенциал сегмента (10.219) 
в плоскости хз = 0, выраженный через полные эллиптические интегралы, оказыва­
ется эквивалентным потенциалу сегмента (9.94), найденному в девятой главе другим 
способом — с помощью эквигравитирующего стержня сегмента (9.88). 

З а д а ч а 10.16. (Поисковая.) Исследовать предельный переход от линзы с острыми 
краями к шару. Как такой переход отразится на трёх других эквигравитирующих телах и 
полученных выше основных формулах? 

Указание. Это тонкая задача требует большой осторожности при её решении. 
З а д а ч а 10.17. (Поисковая.) Найти внешний потенциал обобщённого гомотетическо-

го слоя, размещённого на поверхности однородной симметричной линзы с острыми краями. 
Указание. Подставить потенциал линзы (10.205) в правую часть выражения (5.115). 

Замечания 

§ ЮЛ. Вводятся и далее активно применяются особые софокусные преобразования. 
Они не только преобразуют любые эллипсоидальные оболочки в софокусные им, но и 
превращают их (а также сплошные эллипсоиды) в плоские диски. Именно таким методом в 
данной книге удаётся решить ряд очень трудных задач! 

Первоисточник: [21]. 
§§ 10.2 — 10.4. Метод софокусных преобразований применяется здесь к любым эллип­

соидальным оболочкам. С его помощью мы находим эквигравитирующие тела как среди 
оболочек, так и в классе сплошных слоисто-неоднородных эллипсоидов. Эти результаты 
значительно расширяют рамки классической теоремы Маклорена — Лапласа и теоремы Ша­
ля. В прекрасных книгах Вебстера [11], стр. 449 и Пицетти [39] об этой теме сказано очень 
мало (всего несколько строк) и формально. 

Дисковый предел для оболочек и сплошных сфероидов представляет для нас особый 
интерес. 

Первоисточник: [21]. 
§ 10.5. Метод дифференциации — универсальный метод и в этом разделе он применяется 

для нахождения эквигравитирующих круглых дисков, а также стержней для элементарных 
сфероидальных оболочек с любым профилем толщины. 

Первоисточник: [21]. 
Другой алгоритм нахождения только круглых эквигравитирующих дисков был разрабо­

тан в совместной работе [2]. 
§ 10.6. Методы § 10.5 применяются к сплошным слоисто-неоднородным сфероидам. 
Первоисточник: [21]. 
§§ 10.7,10.8. Разработанные теоретические методы применяются к новым задачам. 

Методы восстановления объёмной плотности в сфероидах как по заданному эквиграви-
тирующему диску, так и по заменяющему стержню необходимы, например, при изучении 
гравитационных полей галактик. 

Первоисточник: [21]. 
§ 10.9. Важный момент: для слоисто-неоднородных трёхосных эллипсоидов заменя­

ющие плоские диски (но только эллиптические!) также существуют. Решаются прямая и 
обратная задачи. Обратим внимание — эквигравитирующих стержней для тел без азиму­
тальной симметрии не существует. 

Первоисточник: [21]. 
§ 10.10. Задача о пространственном потенциале однородного эллиптического диска — 

новая. Эта вершина ранее никем не была покорена. В общем виде данная задача решается 
через отыскание эквигравитирующего этому диску трёхосного эллипсоида. 

Первоисточник: [21]. 
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§ 10.11. Новый материал. И задача о пространственном потенциале неоднородного эл­
липтического диска решается через отыскание эквигравитирующего этому диску трёхосного 
эллипсоида. 

§ 10.12. Исходя из развитых в этой книге представлений об эквигравитирующих дисках 
и заменяющих стержнях здесь получен важный результат для радиуса сходимости ряда 
Лапласа, представляющего внешний потенциал слоисто-неоднородного эллипсоида. 

§ 10.13. Решена узловая задача о пространственном потенциале однородной тонкой 
симметричной линзы. Для этого потребовалась мобилизация возможностей всех методов, 
разработанных в этой главе. Результат интересен и важен: однородная тонкая симметричная 
линза в качестве эквигравитирующих имеет и стержень с мнимой плотностью (10.166), 
и вещественный круглый диск с плотностью (10.171), и, наконец, слоисто-неоднородный 
сфероид с плотностью (10.178). 



ГЛАВА 11 

Н А Х О Ж Д Е Н И Е О С О Б Ы Х Т О Ч Е К 

В Н Е Ш Н Е Г О П О Т Е Н Ц И А Л А 

В Н У Т Р И О С Е С И М М Е Т Р И Ч Н Ы Х Т Е Л 

Как мы уже знаем из гл. 9, для нахождения эквигравитирующих стержней и «скелетов» 
тел требуется знать расположение особых точек. Эти точки могут быть как на поверхности 
гравитирующего тела, так и внутри него (и тогда это будут особые точки аналитического 
продолжения внешнего потенциала на внутреннюю область фигуры). Знание особых то­
чек позволяет определять и радиус сходимости рядов Лапласа для внешнего потенциала у 
обширного класса гравитирующих тел. Однако далеко не просто указать, где внутри тела 
находятся сами особые точки. В данной главе разрабатываются строгие алгоритмы для вы­
явления особых точек у однородных осесимметричных тел. Метод основан на применении 
контурных интегралов в комплексной плоскости. Выявлены три случая нахождения таких 
точек. Приводятся примеры, иллюстрирующие метод. 

§11.1. Представление внешнего потенциала интегралом в 
комплексной плоскости 

Рассмотрим однородное (плотности р) гравитирующее тело Г , имеющее ось симметрии Oz. 
Начало цилиндрической системы координат также находится на этой оси. 

ZI /?(=ImC)i 
z=z+iR 

т ? 

cl j \ cl т 
О 

J R Ц О т 
О 

Рис. 93. Меридиональный контур тела Т с Рис. 94. Меридиональный контур тела С 
осью симметрии Oz. Через г\ и г2 обозначены на комплексной плоскости С- Стрелками 
расстояния до ближайшей и наиболее удалён- показано направление обхода половины 
ной точек поверхности этого тела, zi и г 2 - этого контура при интегрировании 
точки пересечения контура с осью симметрии 

Мысленно рассечём тело Т на элементарные круглые диски (или кольца) с поверхност­
ной плотностью а = pdz (рис. 93). Тогда вклад в потенциал на испытуемую точку ( г ; , 0 ) 
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от одного из таких дисков, расположенного на высоте z и имеющего радиус R(z), дается 
выражением (см. (9.35)) 

dip = 2nGp y/R?(z) + (z>-zf-(z'-z) dz. (ил) 

Без ограничения общности полагаем z' > z^. Интегрирование по всем элементарным дискам 
даёт полный потенциал тела 

<р (z1) = 2nGp 

Z^ 2 2 
J ^R* {Z) + [Z> - Z ) 2

D Z + Z' (Z2 - ZL) + ^-=-^- (11.2) 

В общем случае функция R(z), представляющая здесь уравнение контура тела С, может 
быть и многозначной (при тех z, где диски уступают место кольцам). Тогда интеграл в (11.2) 
надо рассматривать как криволинейный, взятый вдоль контура тела С. 

Интегралу из (11.2) мы и будем уделять далее основное внимание, рассматривая его 
как функцию от переменной z'. Целесообразно вначале представить этот интеграл как кон­
турный в комплексной плоскости переменной ( = z 4- гД. Так как 

С = * - Н Я , С=*~Щ dz=--±(d<; + dC), 

указанный интеграл принимает вид 

Z2 

F (zf) = irGp J V V - 0 ( * ' - C * ) « + dC) • 

(П.З) 

(11.4) 

Очевидно также, чго в результате такой замены контур тела С на комплексной плоскости С 
оказывается повёрнут по часовой стрелке на угол 90° (рис. 94). Подчеркнём, что при такой 
ориентации контура С интеграл (11.4) берётся по его верхней половине слева направо от 
ТОЧКИ Z\ ДО ТОЧКИ 22-

Подчеркнём, что в целом потенциал <р (z>) из (11.2) имеет вид 

^ ' ) = F ( z ' ) + ^ ' ) > 

где F ( z ' ) дана в (11.4), a y>(z') — полином первой степени (исчезающий, например, для 
тора). 

§ 11.2. Особые точки на контуре С и внутри него на оси симметрии 

Обратимся теперь к вопросу об особых точках на контуре фигуры и для аналитического 
продолжения внешнего потенциала внутрь тела Т. 

1. Особые точки на контуре 

Начнём с самого простого. Прежде всего, такие особые точки могут находиться на самом 
контуре С. В этих точках касательная к контуру фигуры не определена и происходит потеря 
гладкости. Особые точки на контуре фигуры соответствуют различным изломам, заострени­
ям или резким перегибам кривой меридионального сечения тела Т . Например, особые точки 
такого типа на контуре будут иметь круговые конусы, цилиндры конечной длины, сегменты 
шара и т. д. 
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2. Внутренние особые тонки на оси симметрии 

В отсутствие особых точек на контуре С величина С* оказывается однозначно зависящей от 
С и на нём функция 

С* = г/ (С) (П.5) 

особых точек уже не имеет. Однако внутри контура С функция (11.5) всё же должна иметь 
особые точки. Действительно, при z\ < ZQ < z2 мы находим 

drj 

У V(0-*Q У С*-го I У С-го j ' 
с \с 

(11.6) 

в то время как в случае регулярности интеграл в левой части (11.6) обязан был бы иметь 
значение 2тК, где К — число корней уравнения i] (С) = zQ. 

Укажем теперь метод отыскания внутренних точек на оси симметрии однородного тела, 
для чего интеграл (11.4) представим, с учётом обозначения (11.5), в удобном для дальнейших 
исследований виде 

F (*') = J v V - С ) (01 ( l + ^ ) rfC ( П 7 ) 

Пока сингулярности не встречаются, путь интегрирования в (11.7) можно как угодно сме­
щать с сохранением концевых точек z\ и z2 и следить только за тем, чтобы £ и 7) (£) не 
совпадали с заданной постоянной z'. В остальном же деформация контура может быть ка­
кой угодно. Существенно здесь то, что при деформации контура значения С и rj (£) уже 
не останутся взаимно-сопряжёнными друг другу. Есть ещё одно важное свойство функ­
ции г] (£): поскольку уравнение меридионального сечения тела Т в силу осевой симметрии 
инвариантно по отношению к перестановке местами С и С* и имеют место очевидные соот­
ношения 

# = - < ^ £ L , ( 1 , . 8 ) 

то, следовательно, для точек контура С наряду с (11.5) имеет место и следующее соотноше­
ние 

С = V(C)- (Н.9) 

Следовательно, по принципу аналитического продолжения, указанная инвариантность к со­
пряжению сохраняется и для точек всей комплексной плоскости. Например, значение г; (С*) 
при аналитическом продолжении этой функции вдоль вещественной оси z от z\ до z2 также 
останется вещественным. 

Установив это необходимое обстоятельство, изучим аналитическое продолжение функ­
ции F(z') из (11.7), перемещая точку zf из внешней области тела Т к некоторой точке 
отрезка [z\^z2\. Как мы уже знаем, при этом точка zl не должна пересекать деформируемый 
контур интегрирования. Другими словами, контур должен отступать перед надвигающейся 
точкой z'. Возможное изменение контура интегрирования, удовлетворяющее данному прави­
лу, показано на рис. 95. Очевидно, вклады в интеграл (11.7) от каждого из двух вновь обра­
зованных отрезков не равны нулю и вещественны. Действительно, по указанному выше, на 
отрезке [zi, 22] величины С и г ; (С) вещественны, что влечёт вещественность и всего подын­
тегрального выражения (11.7). Поскольку же при обходе вокруг точки z' радикал \Jz' — С 
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Рис. 95. Изменённый контур 
интегрирования при анали­
тическом продолжении функ­
ции F(z ') внутрь тела Т. 
А В — верхний прямолиней­
ный отрезок деформирован­
ного участка контура 

zf=ReC) 

меняет свой знак, сумма вкладов от этих двух отрезков есть просто удвоение вещественно­
го вклада от одного из них, например, от отрезка АВ. Разумеется, вещественным в целом 
остаётся и интеграл (11.7). 

Привлекая теперь известный принцип аналитического продолжения, принцип симмет­
рии Римана—Шварца (см. книгу Привалова [40]), распространяем однозначным и регуляр­
ным образом функцию F (zf) и на точки, расположенные несколько выше и ниже оси Oz. 
В результате, функция F (z') при её продолжении влево от точки zf = z2 (и вправо от точки 
z' — z\) оказывается аналитической функцией. 

Так будет продолжаться до тех пор, пока сдвиг точки z' вправо от z2 и влево от z\ не 
встретит препятствие в виде особой точки функции ц (С). Эта сингулярность функции 7) (Q 
будет являться одновременно особой точкой и для F (zf). Таким образом, всё сводится к 
нахождению функции 7](Q и к отысканию у этой функции особых точек по стандартным 
правилам. 

3. Внутренние особые точка вне оси симметрии 

Обратимся теперь к определению функции F (zf) и её особых точек, когда аргументу z1 

формально придаётся комплексное значение. Пусть, конкретно, I m z ' > 0. В этом случае 
отступание пути интегрирования перед надвигающейся точкой £ = z1 возможно только до 
тех пор, пока либо путь интегрирования не будет зажат между двумя точками, обращающими 
в нуль оба сомножителя выражения под радикалом в (П.7) , либо второй сомножитель не 
потеряет регулярность. В первом случае, очевидно, г} (zf) = z', а во втором функция г) (£) 
должна иметь в точке Q = z' какую-то особенность. Рассматривать случай Im z' < 0 в силу 
очевидной симметрии нет необходимости. 

§ 11.3. Сводка правил для отыскания особых точек 

Резюмируя, получаем следующие основные правила для отыскания особых точек функ­
ции F (*') и, значит, для аналитического продолжения внешнего потенциала тела внутрь 
него. 

1. Особые точки могут задаваться явно уравнением поверхности осесимметричного 
гравитирующего тела. В таких особых точках касательная к меридиональному контуру 
неопределена (это могут быть различные заострения, изломы контура фигуры и т. д.). 

2. Особые точки могут находиться и внутри тела на оси его симметрии. Эти точки 
совпадают с особыми точками функции С* = г) (£). Для их отыскания по заданному уравне­
нию меридионального сечения тела F (R, z) = 0 сначала надо найти саму функцию г) (С), а 
затем, пользуясь стандартными приёмами, определить её особые точки на оси симметрии 
фигуры. 

3. Для комплексных z надо ещё добавить точки с rj(z) = z. 
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§ 11.4. Радиус сходимости ряда Лапласа 

Обратимся к важной задаче о радиусе сходимости Rcx ряда (1.17). Для пояснения, взглянем 
на рис. 93, где изображено гравитирующее тело Т. Хорошо известно, что при расположении 
испытуемой точки за объемлющей тело сферой радиусом г = г2 ряд Лапласа (1.17) сходится 
абсолютно и равномерно. Иногда, как известно, этот ряд остаётся сходящимся и в области 
О < г < г\. Проблема сходимости ряда Лапласа не раз обсуждалась в специальной лите­
ратуре (см., например, работы Антонова и Холшевникова [7] и [5] (последняя совместно с 
Тимошковой), а также Петровской [38].), однако, за исключением давно известных случаев 
с шаром или однородным сжатым или вытянутым сфероидом1, вопрос о точном значении 
радиуса сходимости Rcx до сих пор остаётся малоизученным 2. 

В нашем случае, за Rcx следует брать расстояние до той внутренней (или находящейся 
на поверхности тела) особой точки, которая является наиболее удалённой от выбранного 
начала координат 

Я с х = max y / f l f + l ? (г = 1,2, п). (11.10) 

Поясним, что поиск особых точек мы ведём, исходя из первоначального сечения тела, 
постепенным отрезанием его внешних слоев окружностями уменьшающегося радиуса. Не 
играют роли ни те особые точки, которые с самого начала остаются снаружи С, ни располо­
женные на других ветвях г] (£), куда можно попасть только обходом вокруг сингулярностей, 
раСПОЛОЖеННЫХ При |С| < Rcx-

Если форма контура изменяется при различных соотношениях параметров (примеры 
ниже), то при выборе Rcx следует соблюдать некоторую осторожность, так как при резких 
изменениях формы может происходить и перестройка системы особых точек: внутренние 
точки могут оказаться внешними, и наоборот. Однако при каждом фиксированном их рас­
положении правило (11.10) неизменно должно выполняться. 

§11.5. Примеры 

11.5.1. Вытянутые и сжатые сфероиды 

Уравнение контура для них 
R2

 72 

+ ( П . И ) 

Заменяя в (11.11) величины R2 и z2 с помощью (11.8), получим квадратное уравнение для 
неизвестной С*' 

С 2 ( а ? - а | ) + 2С<*(а? + e l ) + С 2(о? - 4) - 4в?в§ = 0, (11.12) 

решение которого и даст функцию 

С = Ч « ) = 2 2 * (И-13) 

Особые точки функции 77(C) здесь — это точки ветвления радикала в (11.13). Требуя обра-

1 Радиус сходимости ряда Лапласа для однородного сфероида известен давно, см., например, учебник Суб­
ботина [45]. 

2 Именно из-за этой неопределённости со сходимостью ряды Лапласа не применяются в теории фигур равнове­
сия вращающихся жидких масс. A. М. Ляпунов, например, применяет особые ряды по малому параметру. 
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щения в нуль этого радикала, находим 

( = ±у/а2-а2. (11.14) 

Следовательно, 

RCx = y/\a2-a2\. (11.15) 

Это — известный результат для однородного вытянутого и сжатого сфероидов. 
Следующий пример также несложен. 

11.5.2. Шаровые линзы 

Здесь мы имеем дело с шаровыми сегментами и составленными из них линзами (менисками). 
Уравнение контура BDCE (рис. 96) в выбранной системе координат имеет вид 

R2 + (z + R0-h)2 = Rl (11.16) 

При z = 0 имеет место соотношение между параметрами тела 

a2 + h2 = 2Roh. (11.17) 

Две особые точки на контуре расположены, очевидно, в точках В и С на. 
расстоянии а от начала координат. Для отыскания ещё одной особой точки 
приведём (11.16) с учётом соотношений (11.8) к линейному уравнению, имеющему 
очевидное решение 

Искомая третья особая точка 

С = Л - Д 0 . (Н.19) 

Итак, для симметричной линзы возможны два случая: 

RCx = а, если a > h - До? (11.20) 

и 

Rcx^h — Roy п р и а < / 1 - Я о - (П-21) 

Вариант (11.20) соответствует случаю на рис. 96, а, в случае (96, б) возможны оба 
варианта (11.20) и (11.21). Варианту на рис. 96, в соответствует Rcx из (11.21). 

В следующем примере также необходима чёткая регламентация видов кривой контура 
по соотношению параметров в уравнении. 

11.5.3. Овалы Кассини 

Однородное гравитирующее тело имеет меридиональное сечение в виде овалов Кассини. 
Это кривые четвёртого порядка, описываемые уравнением 

[(Я 4- с ) 2 + z2] [ (Я - с ) 2 + z2] = а\ (11.22) 
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Рис. 96. Шаровая симметричная линза BDCE при разных соотношениях параметров: а — случай 
h < а < До; б — случай h > RQ > а; в — случай Л = 2/?о; h — высота шарового сегмента. Радиус 
сходимости ряда Лапласа показан пунктиром 

J J " 
Z 

\В \ 
1 J 'R 1 J 'R 

в 

\в \ 
1 1 О / JR 

б 

Рис. 97. Тело с меридиональным сечением 
в виде овалов Кассини для разных значений 
отношения параметров q = ^ . На рисунках 
показаны окружности с критическими ради­
усами г = с = ОБ: а — случай q = 1.6 (тело 
похоже на сжатый сфероид); б — случай q — 
= 1.1 (овал Кассини с выемкой); в — случай 
q = 1 (тор с лемнискатным сечением) 

где а и с — параметры. Конкретная геометрическая форма такой кривой зависит от отноше­
ния параметров q = ^ (рис. 97). По нашему правилу, уравнение (11.22) с учётом (11.8) даёт 
теперь 

x l { 0 = c = ± ^ ^ J ^ - ( 1 1 - 2 3 ) 
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Рис. 98. Сечение кругового тора. 
Окружность с радиусом сходимости 
ряда Лапласа показана штрихами 

Особые точки такой функции легко определяются 

\/а4 - с4 

С = ±гс и C = * V с • (П.24) 

Отметим, что вторая особая точка в формуле (11.24) является вещественной и расположена 
на оси z вне фигуры овала. Её следует сразу отбросить и считать, что в этом примере всегда 
Rcx = с. 

Имеем здесь варианты: если ^ > \ /2, тогда радиус сходимости Rcx = с находится 
целиком внутри фигуры; если 

1 < § < л / 2 , (11.25) 

тогда радиус Rcx = с таков, что критическая сфера пересекает фигуру; если ^ ^ 1 (торы с 
лемнискатными сечениями), то Rcx = с и критическая сфера тоже пересекает гравитирую-
щее тело. 

11.5.4. Круговой тор 

Уравнение поверхности (рис. 98) 

(R - R0)2 + z2 = а2 (11.26) 

с учётом (11.8) даёт, как легко убедиться, 

т ? ( С ) = Г = а 2 " Д ^ Д 0 С - (П.27) 

Для варианта RQ > а (другие варианты тора мы здесь не рассматриваем) радиус сходимости, 
очевидно, равен 

Rcx = Ro. (И.28) 
Замечания 

Здесь сформулированы строгие критерии для нахождения особых точек у функций 
аналитического продолжения внешнего потенциала внутрь однородного осесимметричного 
тела. Такие особые точки необходимо знать для размещения эквигравитирующих стержней 
тела. Если задано меридиональное сечение контура фигуры, данные методы позволяют 
найти все особые точки. Та особая точка, которая лежит на поверхности или внутри тела 
и при этом максимально удалена от выбранного начала системы отсчёта, и даёт радиус 
сходимости Дсх ряда Лапласа. 

Первоисточник: статья Антонова и Кондратьева Б. П. [4]. 



ГЛАВА 12 

Н О В Ы Е М Е Т О Д Ы Н А Х О Ж Д Е Н И Я 

П О Т Е Н Ц И А Л Ь Н О Й Э Н Е Р Г И И Т Е Л 

§12.1. Введение 

Использование классических формул (8.3) и (8.5) для вычисления гравитационной 
энергии на практике редко приводит к цели. Причина затруднений ясна: в конечной 
аналитической форме даже потенциал <р(х) известен лишь для немногих тел; 
следующий же шаг — нахождение потенциальной энергии тела — предполагает ещё и 
вычисление объёмных интегралов, под знаком которых стоит этот потенциал или его 
производные. 

К тому же напомним: потенциальная энергия не относится к величинам, аддитивным 
по массе (заряду) и, даже зная энергию тела в целом, ничего нельзя сказать об энергии его 
отдельных частей (справедливо и обратное!). 

Например, гравитационная энергия однородного цельного шара (1.64) хорошо извест­
на, но попытка найти, опираясь на классические методы, энергию какой-либо части то­
го же шара, будь то его сегмент или плоский шаровой слой, оказывается совершенно 
бесперспективной. 

Таким образом, классические методы позволяют найти энергию W лишь для шаров и 
однородных эллипсоидов. Хорошо, но мало! Во Вселенной существуют много тел и другой 
формы, к тому же неоднородных каждый по своему. Сложную форму имеют, например, 
многие галактики и астероиды. А как поступать, если требуется знать потенциальную 
энергию слоев на телах сложной формы? 

Чтобы преодолеть эту кризисную ситуацию, нужно искать новые идеи и методы в этой 
трудной области математической физики. 

В трёх следующих главах представлено семь новых методов нахождения 
потенциальной энергии объёмных тел. Кроме того, отдельно изучаются слои и двумерные 
фигуры. Каждый из методов позволяет решать задачи, прежде недоступные. Новизна темы 
и сложность выкладок требуют контроля результатов, что достигается решением одних и 
тех же узловых задач разными способами. 

§ 12.2. Первый метод: слоисто-неоднородные эллипсоиды и сфероиды 

Полученные ранее интегральные формулы (8.84) и (8.86) заметно расширяют класс 
решаемых задач и позволяют находить гравитационную энергию не только однородного, 
но и любого слоисто-неоднородного эллипсоида, т.е. эллипсоида со стратификацией общего 
вида. 

Ограничимся для примера случаем гомотетических слоев ( когда га2 дано в (5.20)). 
Из (8.86) тогда следует выражение 

(12.1) 
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где 
1 

Ф (р) = Jр (т) М (т) dm2, (12.2) 

о 
причём масса М(т) промежуточного эллипсоида с поверхностью 5 ( ш ) , состоящего из 
гомотетических слоев, дана в (8.87), а эксцентриситеты сечений е\2 и ехз даны в (5.21). 

В частности, при e i 2 = 0, ехз = е из (12.1) получим формулу для энергии слоисто-неод­
нородного сжатого сфероида 

= - 2 n G a i a 3 ^ ^ • Ф (р) . (12.3) 

Рассмотрим некоторые примеры. 
а) Однородный эллипсоид и сжатый сфероид: для этих фигур 

* (р) = ^iraia2a3p2 = \Мр; (12.4) 

следовательно, 

W™ = - 5 оТёЦ F (arcsineia, ш ) ; И^ с ф = - - — — , (12.5) 

что эквивалентно (1.65) и первой из формул (1.66). 
б) Слоисто-неоднородный эллипсоид с распределением плотности (10.58). Сразу под­

черкнём, что сейчас мы имеем дело уже не только со сфероидом, как в гл. 9, но с более 
общим случаем: со слоисто-неоднородным эллипсоидом. Для него находим 

М ( г а ) = 27Гръа\а 2 а$ ^arcsinт — ту/1 - т2^ ; Ф (р) = ^ т г р о ^ а г а з . (12.6) 

Следовательно, энергия такого эллипсоида равна 

' ( • " - " » • й ) -

Наконец: эллипсоид именно с таким распределением плотности в асимптотическом пределе 
ехз —• 1 даёт однородный эллиптический диск с энергией (14.204). 

Энергия же соответствующего слоисто-неоднородного сфероида получается из (12.7) 
как частный случай при е\2 —> 0: 

ЛАГ 16 M2G arcsinei3 П 7 Я ч 
^ Ф = - ^ 2 - а 1 е ! 3 — ( 1 2 ' 8 ) 

В асимптотическом пределе еаз —* 1 этот сфероид даёт, очевидно, однородный круглый 
диск с энергией (8.19). 

в) Неоднородный эллипсоид (а также сфероид) с важным на практике «астрофи­
зическим» законом плотности (10.66). Прежде всего, при таком законе плотности масса 
эллипсоида-подсистемы с поверхностью S (т) будет равна 

М (т) = Ьжръа1а2аъР 3/2 In (т\/р + у/1 + / ? т 2 ) 
ту/Р 

(12.9) 
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а функция 

Ф (р) = SnpftanbasP-5'2 

Гравитационная энергия эллипсоида в целом оказывается равной 

_ 1 п ( у ? + ч / Г + ? ) 

^ VT+73 
(12.10) 

W -_M^G V. у/ТТР J F ( a r c s i n e i 3 , | § ) 

ei3 (12.11) 

При /3 » 1 такой эллипсоид 1 неплохо моделирует реальные Е-галактики (см. формулу 
(15.67)). 

г) Неоднородный сфероид с плотностью (10.87)2. Опять задача разбивается на 
несколько этапов. При таком законе плотности масса промежуточного эллипсоида-
подсистемы с поверхностью 5 (га) равна 

2 М с ф Г 1 + у/1 - т2 гЛ ^ , 
М ( т ) = — ^ < 2 т 3 1 п — my/l - т 2 + arcsmm (12.12) 

В качестве проверки: при га = 1 полная масса тела действительно будет равна величине 
МСф. Затем находим функцию 

12М с

2

ф 

тг*а(аз 

где вспомогательные интегралы вычисляем методом интегрирования по частям: 

1 

h 

(12.13) 

= 2 J m 4 l n 

о 

4 1 + У Г ^ Л п _ 180k-11 
m 30 

. - j , 1 + V I - m 2 j 6 G K - 1 1 - m 2 m ^—; am = 
m 24 

1 , 1 + VI - m2

 J 3 - 2 G K m • arcsmm • ln — dm = 
m 

(12.14) 

(12.15) 

(12.16) 

Здесь (?к — известная постоянная Каталана (см. также (2.31)): 

тг/2 

GK = \ ( -?—dx = 0.9159656... 
2 У sin х 

(12.17) 

1 А также и сфероид, получающийся при е\2 = 0, когда неполный эллиптический интеграл первого рода 
превращается в F = arcs in е 13. 

2 Возможен, конечно, и трёхосный эллипсоид с таким законом плотности. 

23* 
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Собирая члены, имеем 

Ф ( р ) = 3

С

2

Ф ( 1 7 - б О с • (12.18) 

Подставляя (12.18) в (12.3), в итоге получим 

ЧА/ 2 С Я М 2 О 
л ? en \ arcsine СФ arcsine / п ю \ 

причём здесь 

= 1 7 - 6 G K = 1 1 6 5 6 2 о . . . (12.20) 

Заметим, что коэффициент х близок к 1 и всё выражение (12.19) мало отличается по форме 
от W для однородного сфероида из (12.5) (в то время, как массы тел в обоих случаях, 
конечно, разные). 

З а д а ч а 12.1. Провести вычисления W по формуле (12.1) для неоднородного эллип­
соида с «каноническим» законом плотности 

p = P o ( l - m 2 ) n . (12.21) 

Подчеркнём ещё раз: приведёнными выше примерами перечень тел, для которых можно 
найти точные выражения гравитационной энергии далеко не исчерпывается; формулы (8.84) 
и (8.86) приложимы к широкому классу слоисто-неоднородных эллипсоидов. 

Три следующих оригинальных метода основаны на одной важной вспомогательной 
формуле для объёмных тел, которую мы вначале и получим. 

§ 12.3. Вычисление потенциальной энергии однородных тел с 
помощью объёмного интеграла от дивергенции и 
поверхностного интеграла 

Интегрируя по объёму Т известное равенство векторной алгебры [31] 

div {р<рх) = Зр<р + х grad (р(р), (12.22) 

имеем 

Jjj &v(p<px)dV = 3 Jjj ptpdV + j j j xgra,d(p<p)dV. (12.23) 

T T T 

Заменяя первый член справа согласно (8.3) на (—6W), получим соотношение 

6W — Jjj х grad (р ф) dV = — j j j d\v(p<px)dV. (12.24) 

т т 

Полагая теперь плотность р не зависящей от координат 

р = const, (12.25) 

в левой части (12.23), с учётом (8.5), имеем величину 5W. В итоге, следовательно, 
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W = - ± р j j j div (<px)dV. (12.26) 

т 
Представление W интегралом от дивергенции является интересным и важным уже само 

по себе. Но более того, пользуясь формулой Остроградского - Гаусса [31] 

JJJ d i v J F W = j j (Fi cos c*i + F2 cos a2 + F 3 cos a 3 ) dS, (12.27) 

V s 
можно преобразовать объёмный интеграл в (12.26) в поверхностный; в итоге получим ещё 
одну важную формулу 

W = -±p(j£tp(x) xdS} (12.28) 

где S — поверхность, ограничивающая тело, adS — векторный элемент этой поверхности 3. 
В сферических координатах 

xdS = r3dv = г 3 sin 0Ш<р% (12.29) 

и, очевидно, 

jj>xdS = ZV. (12.30) 

s 
Согласно формуле (12.28), вычисление потенциальной энергии однородного тела сво­

дится к интегрированию известных функций не по объёму, как ранее, а по поверхности 
однородного тела. 

Вот два несложных примера на прямое применение формулы (12.28). 
Пример первый: вычислить энергию однородного шара с радиусом R и массой М. На 

границе сферы потенциал равен постоянному значению ip\s = GM/R. Вынесем это cp\s за 
знак интеграла в (12.28), тогда, учитывая (12.30), получим искомое выражение (1.64). 

Второй пример: найти потенциальную энергию однородного трёхосного эллипсоида, 
ограниченного поверхностью (5.3). Потенциал такого эллипсоида дан в (6.14). Подставим его 
в (12.28) и интегрирование проводим в сферических координатах. Учитывая формулу (12.29) 
и то, что уравнение поверхности (5.3) имеет теперь вид (5.29), легко найдём интегралы 

х2г3сЬ = Va\ - | т т а 1 а 2 а з а 2 . (12.31) 

S 

Таким образом, получим выражение энергии однородного эллипсоида (1.65), см. также 
(12.5). Применение формулы (12.28) упрощает решение задач для сплошных тел и для тел 
с полостями. Но далее она понадобится и для развития трёх новых теоретических методов. 

§ 

§ 12.4. Метод второй: W через двойные интегралы по поверхности 

Здесь получена формула, позволяющая вместо прежнего шестикратного интегрирования 
выражать W через интеграл по поверхности тела. С её помощью можно решать задачи даже 
для тел с особыми точками на поверхности. 

Исходим из того, что, как известно, потенциал однородного тела может выражаться 
3 Хотя формула Остроградского - Гаусса непосредственно применима лишь к пространственно-односвязным 

областям, интеграл (12.28) можно распространить и на тела с внутренними полостями, если учесть, что на границе 
этих полостей направление нормали будет обратным. 
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поверхностным интегралом (1.11). Точка ж, в которой находится потенциал, может при­
надлежать и самой поверхности тела. Имея в виду этот последний случай, скомбинируем 
формулу Гаусса и нашу (12.28) путём подстановки первой во вторую. Тогда получим следу­
ющий интеграл: 

W = - ^ jj>jj>(n,x)cosYdS'dS. (12.32) 

S S 

Здесь ж — радиус-вектор из начала отсчёта к элементу площади dS; п ( a i , а2, а з ) — единич­
ная внешняя нормаль к поверхности тела в точке ж, причём а* — направляющие косинусы 
этой нормали. Тогда (п , ж) = а\Хх +о.2х2+азх3 есть проекция радиус-вектора ж на эту нор­
маль. Через 7' обозначен угол между ортом нормали п (а[, с*2, а'3) к поверхности в точке ж 7 

и ортом вектора вдоль отрезка D — y ( x i ~~ хх)2 + (х2 - х2)2 + (хз - Х3)2, соединяющего 
точки ж и ж ' . Очевидно, 

, Q'I (xi - gi) + <*2 (4 ~ хг) + Q 3 (*з ~ Д?з) m m 
cos 7 = ~ . (12 .33 ) 

Обозначив через п ( a i , а г , а з ) единичную нормаль к поверхности 5 в точке ж, имеем 

ж й 5 = ( a i X i + OL2X2 + азхз ) dS. (12.34) 

Согласно формуле (12.32), нахождение потенциальной энергии однородного тела вто­
рым методом сводится к вычислению четырёхкратного интеграла, дважды распростра­
нённого на его граничную поверхность. Сравнение показывает также, что формула (12.32) 
не тождественна малоизвестному, кстати, выражению из книги Сретенского [44], с. 95 : 

W = jjdsjjtDcos^cosi'dS'. (12.35) 

В отличие от нашей (12.32), формула Сретенского (12.35) симметрична относительно векто­
ров ж и ж'. Таким образом, в (12.32) и (12.35) мы имеем две разные формулы для вычисле­
ния W. Практическая эффективность их применения зависит от геометрии изучаемого тела. 
Кроме того, оба выражения могут служить для взаимного контроля результатов. 

З а д а ч а 12.2. Используя (12.32), найти энергию однородного шара радиуса R. 
Решение. Начало сферической системы координат поместим в центр шара, полярную 

ось направим через dS'; тогда (их) = R и cos 7' = sin | , так что 

2 3 2тг 

И'шара = - ^ Т Г " J J f M O d X = " i f ^ G p 2 R b ' ( 1 2 3 6 ) 

0 0 
что совпадает с (1.64). • 

§ 12.5. Потенциальная энергия однородного кубоида 

В качестве примера на применение второго метода рассмотрим задачу о нахождении гра­
витационной энергии кубоида (кубоид — прямоугольный параллелепипед), заполненного 
однородным веществом. Неожиданным оказывается то, что она выражается через элемен­
тарные функции (это устанавливается кропотливыми преобразованиями). 
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12.5.1. Вклад в W от противоположных граней кубоида 

Прямоугольный параллелепипед (кубоид) с рёбрами сц, а2, аз заполнен однородным грави-
тирующим веществом. Система прямоугольных декартовых координат Ох\х2х^ с началом в 
центре симметрии фигуры ориентирована так, что её координатные плоскости параллельны 
соответствующим граням кубоида 4 . 

Вычисление потенциальной энергии однородного кубоида проведём с помощью фор­
мулы (12.32). Вклад в интеграл (12.32) дают два варианта расположения площадок dS и 
dSf: это вариант с расположением рассматриваемых площадок на противоположных (па­
раллельных) гранях (у кубоида три пары таких граней) и второй вариант, когда dS и dS' 
расположены на разных гранях с общим, естественно, ребром (как легко видеть, есть 24 
комбинации среди пар перпендикулярных граней 5). Разумеется, формально возможен и тот 
случай, когда элементарные площадки интегрирования dS и dS' находятся на одной грани 
кубоида, но ввиду очевидного cos 7' = 0 вклада в энергию такое расположение площадок 
не даёт. 

Начнём с нахождения вклада в гравитационную энергию кубоида от параллельных 
граней. Возьмём, например, грани, параллельные плоскости Ох\х2, и обозначим концы 
векторов Xi и х\ через Aw В (см. рис. 99). Тогда, очевидно, координаты точек и расстояние 
между ними будут: 

A ^ i , x 2 , - y j ; B(XI,X2,—у^ ; (п ,ж) = у ; 

D=y/(xi- х[)2 + (х2 - 4 ) 2 + а§; c o s 7 ' = ̂ . 
(12.37) 

Опуская пока множитель ^ - - ^ j - ^ > находим, что искомый вклад в энергию кубоида от 

параллельных граней даётся интегралом 

'12 
= 1̂ j j j j dxldx2dx'ldx2 ( 1 2 3 8 ) 

Этот четырёхкратный интеграл и подлежит вычислению. 
Вычисление четырёхкратного интеграла (12.38) требует большого объёма работы. В 

результате имеем 

Т12 = а\ j a i (а% - а\) In + а2 {а\ - а\) In« a * + L ' /-9—;—г v 1 ГТ~х—5 
V a 2 + A 3 V a i + A 3 

+ a i L l n

 a i + v ^ + f l 2 1 „ * 2 + 

a 3 ' a 3 (12.39) 

- 2 o i 0 2 a 3 arctg + i ^ / a f + a§ (af - 2аз) + 

+ 3 \ / а г + «з («1 - 2a!) + § « з + | ^ (2o§ - a? - a*) | 

4 Потенциал внутри кубоида был найден в § 7.6. 
5 Число перпендикулярных пар граней у кубоида совпадает, очевидно, с числом рёбер и равно 12, но при 

этом каждая пара даёт две комбинации (в силу асимметрии подынтегрального выражения в (12.32) относительно 
расположения на двух гранях площадок dS и dS'). 
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г? 

--<...! 

п п 

Рис. 99. Кубоид (прямоугольный па­
раллелепипед), его главная диагональ 
L и точки интегрирования на двух про­
тивоположных гранях 

а, / 

Здесь, как и в § 7.6, через L обозначена главная диагональ кубоида. 
Как и следовало ожидать, в формуле (12.39) индекс «3» оказывается выделенным, зато 

индексы «1» и «2» входят в неё на равных правах (симметрия относительно этих индексов). 
Очевидно, если мы поменяем местами площадки dS и dS\ то вклад от этого не изменится 
и останется равным выражению (12.39). Следовательно, полный вклад в потенциальную 
энергию кубоида от двух граней, параллельных плоскости Ох\Х2, будет равен 21\2. 

Далее важно заметить, что вклад в энергию от двух других пар параллельных граней, 
а именно: 

7 2 3 = | j j j j ^x3dx'2dx'3 _ ( ] 2 4 0 ) 

у/а\ + ( х 2 - х 2 ) 2 + ( я 3 - х 3 ) 2 

м м 
dxidx^dx^dx^ 

yj(хг - х[)2 + а% + (х3 - х'ъ)2 

(12.41) 

получается из выражения (12.39) круговой перестановкой индексов. Ввиду этого для эконо­
мии места мы не будем записывать эти два выражения в явном виде, а запишем сразу вклад 
в энергию от всех трёх пар параллельных граней кубоида. После многих преобразований 
получим 

Si = 2 (/12 4- /23 + /31) = 2 J2 j (4 - <*з)2 In 

4 / a i + yja\ + a\ o 2 + y/a% + a$\ 
+ « з a i l n ^ 1 + a 2 l n • v 1 

a 3 ' a 3 

- 2 a i t t 2 a 3 a 3 arc tg + | ^ / a f + а§ (ajal - a\ - a\) + 

4 - | L ( a t ~ a ? a 2

2 ) + | a f J . 

(12.42) 
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В выражении (12.42) суммирование проводится по членам, получаемым из данного цикли­
ческой перестановкой индексов (число членов при этом, разумеется, утраивается). 

Все интегралы выражаются через элементарные функции. 

12.5.2. Вклад в энергию кубоида от смежных граней 

Двенадцать перпендикулярных граней разобьём на три равные группы по наименованию 
индекса, приписываемому общим рёбрам. Каждая пара граней даёт два вклада в энергию, и 
сумма последних является одинаковой для всех четырёх пар какой-то группы. 

Для примера возьмём пару смежных граней с индексом «1» их общего ребра такую, 
что 

а 2 ^ (12.43) 

Искомый вклад даётся интегралом 

_ п г г Г Г ( т " ~ Х 2 ) dxidx2dx'1dx'3 

Т и , 1 . = f / / / / | , < | 2 ' 4 4 ) 

Отметим, что отличие выражения (12.44) от интеграла (12.38) проявляется уже в суще­
ствовании у (12.44) дополнительного множителя. Но вклад от смежных граней оказывается 
однотипным вкладу от граней противоположных: 

7 1 2 ; 1 з = ^ ( 3 а ! + а§)1п a ^ L • 
\ / а 2 + а 3 

+%(6al4 + ai-3ai)\n- fl3 + L 

^ 4 VOf + 4 

aia2«3 2 x а 1 а 3 а 1 а 3 , а 1 + \ / а 1 + а 3 
- 3 - a 2 a r c t ^ - - 6 - l n S i ( 1 2 4 5 ) 

~ 2 4 " l n a i + " g - 1 п а~2

 + 

4 
+ 12 

- | + ^ ( 3 a ? - 5 a i - 2 a 2

3 ) . 

Ещё один вклад в энергию от рассматриваемой пары смежных граней даётся интегралом 

А » , = ? Ш ! , ( 1 2 . 4 6 ) 



362 ГЛАВА 12. НОВЫЕ МЕТОДЫ НАХОЖДЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЭНЕРГИИ ТЕЛ 

В интегрировании (12.46) необходимости нет, если обратить внимание на то, что при пере­
мене местами индексов «2» и «3» он сведётся к уже известному интегралу (12.44). Другими 
словами, для нахождения (12.46) достаточно в выражении (12.45) поменять местами указан­
ные индексы. 

В итоге, вклад от всех смежных граней кубоида находим равным 

5г = 4 [(Jl2;13 + Дз;12) + (̂ 23;21 + ^21;2з) + (̂ 32;31 + -̂ 31;32)] = 

\ А 2 + а 3 

-О3 ^0,2 In 
Q2 + \Ja\ + а§ + ^ ^ Д1 + y / f l i + f l j ^ _ (12.47) 

- 8 а 1 а 2 а з а з arctg + 2^/a? 4- a\ (a\ + a\ + a\a%) -

-2L(a\ Л-а\о%) -2a\). 

12.5.3. Полная энергия кубоида 

Полная гравитационная энергия однородного прямоугольного параллелепипеда находит-

ся теперь сложением выражений (12.42) и (12.47). Учитывая множитель ^ — 
получим 

Жсубоида = j p Е ^ ° 1 ( 6 а 2 а 3 ~ а 2 ~ а з ) 1 п

 2 + 

, 4 / . ах + \ / a i + . а 2 + \ / а 2 + а з ' 
+oJ + 02 1П 55 

(12.48) 

- 4 а ! а 2 а з а | arctg - | ^ а ? + а§ (а* + Од- З а ^ а 2 ) + 

В этом выражении вновь подразумевается суммирование по членам, получаемым из данного 
циклической перестановкой индексов. 

Для куба, например, выражение (12.48) сильно упрощается и тогда 

И'куба = - а ^ , (12.49) 

где М — полная масса куба, а — его ребро, а постоянная 

а = 2 In + l n ( l + V 2 ) - | + 1 + л / | ~ 2 ^ * 0.9411563 (12.50) 

близка к единице. В частности, сравнение с энергией (1.64) равновеликого шара той же 
массы даёт 

ъ % = Ы Й ' ^ 1 ш т - ( 1 2 - 5 1 ) 
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Это отношение (12.51) больше единицы, что согласуется с известным глубоким результатом 
А. М.Ляпунова [35]: однородный шар имеет наибольшую (по модулю) потенциальную энер­
гию в сравнении с любой однородной конфигурацией того же объёма. Конкретно, отношение 
(12.51) показывает, какую работу следует совершить, чтобы деформировать однородный шар 
в однородный куб того же объёма и массы. 

Кроме того, так как среди равновеликих параллелепипедов куб обладает 
наименьшей площадью поверхности, то и max потенциальной энергии по модулю 
должен принадлежать именно кубу. Это. подтверждается анализом формулы (12.48) и 
иллюстрируется рис. 100. 

W 
к̂уба 

1.0 

0.8 

Рис. 100. Гравитационная энер­ 0.6 

гия прямоугольного однородно­ 0.4 
го бруса с квадратным сечени­
ем а 1 = а2 как функция дли­ 0.2 
ны третьего ребра аз. Нормиров­
ка на величины, относящиеся к 0 
кубу той же массы 

З а д а ч а 12.3. Определите, каким же образом в выражение (12.50) для куба «проник­
ла» постоянная п! 

12.5.4. Предельный случай бесконечно тонкого кубоида (пластина) 

Хорошей проверкой правильности выражения (12.48) может служить асимптотический пере­
ход к бесконечно тонкому параллелепипеду, когда одно ребро трёхмерного параллелепипеда, 
например a i , становится весьма малым в сравнении с двумя другими его рёбрами а2 и аз . 
Получается однородная двумерная пластина. 

Дело в том, что гравитационная энергия двумерной пластины может быть вычислена и 
совершенно другим, прямым способом по формуле 

W ^ - ^ - I I U ^ a V a a V , = < ( 1 2 i 5 2 ) 

(х2 - 4)* + ( х 3 - xtf 
где о — поверхностная плотность пластины 

а = l im (ра\) = const. (12.53) 
ai—>0 

Проводя в (12.52) интегрирование (как мы это делали в случае кубоида) вначале по dx2 и 
dx2, а затем по d x 3 и dx'3, в итоге найдём 

аз + у/а2 + а\ ^ а 2 + \Jc^ +а£\ 
| а 2 а 3 ^ = —Ga { а 2 а 3 а 2 1 п ^- ^ + а 3 1п 

а 2 ' а 3 

3/2 ^ < 1 2 ' 5 4 ) 
а2 + Q 3 - ( а 2 + а § ) 

"4" г» 



364 ГЛАВА 12. НОВЫЕ МЕТОДЫ НАХОЖДЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЭНЕРГИИ ТЕЛ 

Как и следовало ожидать, данное выражение оказывается симметричным относительно ин­
дексов «2» и «3». Теперь же возникает 

З а д а ч а 12.4. Выполнить указанный предельный переход в общей формуле (12.48) и 
получить таким способом результат (12.54). 

Решение. Совершить переход к пластине можно только после соответствующей пере­
группировки членов в исходном выражении. Развёртывая сумму в (12.48) и вынося а\9 после 
очевидных преобразований получим выражение 

Ga2 \balal-a*-g\ / а 3 + у/а1 + а§ 
п л = ~ 1 v b i + o g 2 3 г — 3 5 — 

+ а 3 In 
а 2 + л / а ! + а § \ ц 

«з 

8а1а1 + | ( а | + а § ) 2 

4-аоаз l im 

n — * ^ П Г 

i / а 3 + \Ja\ + aj \Za? + c3j 
a? I fl2 a 3 + L 

Va2 + a 3 

+ 

+ 
(12.55) 

+_ hm I I + 
ai—>0 

+ § l im 
5 ai->0 

*1 

Здесь все неопределённости типа 2. Раскрывая самые сложные (первую и вторую), найдём, 
например, 

a2ai l im J . / a 2 + y/aj + Q 3 \ / a f + 
a? I а з ' a 2 + L 

= aoa3 l im 
oi-»0 

J , / Q3 + лА*2 + a 3 > / a l + f l 2 > 

a? I a 2 ' a 3 + L 

2 „ 2 
(12.56) 

2 U3 

Оставшиеся две неопределённости в (12.55) раскрываются аналогично: предпоследняя и 

последняя дают соответственно 

1 Л.З , „3N 1 a 2 + Q 3 - За2<*3 
- ( а 2 - h a 3 j , ^ / 2 , п 2 ' 

Va2 + а 3 
и в итоге данная формула действительно приводится к выражению (12.54). Это и доказывает 
правильность как формулы (12.48), так и (12.54). • 

З а д а ч а 12.5. Найти вторым методом гравитационную энергию однородного тет­
раэдра: 

а) если три его грани совпадают с координатными плоскостями; 
б) когда тетраэдр правильный. 
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§ 12.6. Третий метод: нахождение гравитационной энергии 
объёмных тел с помощью особых рядов 

Удивительная роль обобщённого гомотетического слоя 

12.6.1. Как приходим к особому ряду 

Вначале рассмотрим объёмные тела, имеющие круговую (ротационную) симметрию 6 , при­
чём допускается их неоднородность. Дано гравитирующее тело Т, потенциал которого 
у>(г, в) во внешней точке г представлен рядом по полиномам Лежандра (1.17). Пусть в 
этом силовом поле находится второе тело Т с объёмной плотностью Д(г ,0) . Подчеркнём: 
и первая, и вторая масса имеют ротационную симметрию относительно некоторой прямой, 
от которой и измеряется полярный угол в. Потенциал второго тела во внутренней точке г 
также можно представить рядом Лапласа 7: 

(12.57) <р (г, в) = G J2 DnrnPn (cos в), 
п=0 

причём коэффициенты здесь равны 

Ъп = 2тг jjp(r'^') (г')1~ПРп ( c o s ^ s i n t f ' d r W . (12.58) 

Заметим, что выражение коэффициента во внутренней точке при п = 2 зависит от того, 
совпадает или нет начало системы координат с самим телом. А именно: если начало системы 
координат находится внутри (однородного) тела, то следует сделать замену 

D2P2 (cos в) D2P2 (cos в) + |тгр. (12.59) 

Выяснив это, поставим целью найти взаимную гравитационную энергию обеих масс. 
Как мы уже знаем, для этого достаточно определить, например, энергию второй массы в 
силовом поле первой. Согласно формуле (8.2), величина этой энергии будет представлена 
интегралом 

= -2тг Jj> p(r,,e,)cp(r\ef) ( r ' ) 2 s i n ^ d r W . (12.60) 

s 
Подставляя сюда выражение для tp из (8.1), после перегруппировки получим 

71=0 
2тг jj р (г\ в') (г')1"71 Рп (cos 0') sin O'dr'dO' (12.61) 

Но главное в том, что с учётом (12.58), выражение (12.61) оказывается представленным в 
изящной форме ряда 

WB3 = -Gf^DnDn. (12.62) 
п=0 

Более общий случай для однородных тел без осевой симметрии рассмотрен в § 12.7. 
Начало системы отсчёта находится вне этого второго тела. 
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Таким образом, для вычисления взаимной потенциальной энергии двух соосных, имею­
щих азимутальную симметрию масс, достаточно знать только коэффициенты при разло­
жении в ряд Лапласа внешнего потенциала одной массы и внутреннего потенциала другой 
массы. 

Этот замечательный результат ведёт нас ещё дальше: ряд (12.62) можно, оказывается, 
приспособить и для нахождения потенциальной энергии изолированного однородного тела. 
Однако теперь понадобится другая и, можно сказать, более глубокая интерпретация формулы 
(12.28). А именно: обратим внимание на то, что интегрирование в формуле (12.28) ведётся 
по поверхности тела, причём — и в этом суть! — здесь мы имеем дело с известным нам 
обобщённым гомотетическим слоем (5.105), где, однако, численный коэффициент следует 
взять равным 1/5: 

а (г) = \р ( a i x i + а 2^2 + <*зяз), (12.63) 

где, напомним, величины а* — направляюп^ие косинусы внешней нормали к поверхности 
тела. (Соответственно, масса этого обобщённого гомеоида оказывается равной 3/5 от массы 
исходного тела, на поверхности которого он лежит.) 

Итак, выделение на поверхности тела воображаемого обобщённого гомотетического 
слоя с плотностью а позволит записать формулу (12.28) в виде 

W = - jj^oipdS, (12.64) 

s 

представляющем потенциальную энергию однородного изолированного объёмного тела как 
взаимную потенциальную энергию данного слоя в силовом поле самого этого тела. Результат 
поразительный, ибо, напомним: гравитационная энергия — это энергия тела, воздействую­
щего полностью «самого на себя». У нас же результат принципиально иной — воображаемый 
обобщённый гомеоид — как реальный партнёр — также позволяет выразить потенциальную 
энергию всей массы через взаимную с ним энергию тела! 

В свою очередь, это замечательное свойство обобщённого гомеоида и формулы (12.28) 
позволяет применить ряд (12.62) к вычислению уже не взаимной энергии, а энергии тела, 
воздействующего «самого на себя», т. е. искомой потенциальной энергии тела. Вот она — 
цепная реакция идей! 

Для реализации намеченного плана обратимся к формуле для потенциала слоя (12.63). 
Подставив в правую часть формулы (5.115) (она — незаменимый элемент для достиже­
ния цели) ряд (12.57), где «тильду» сейчас можно убрать, находим ряд для внутреннего 
потенциала гомотетического слоя: 

оо 
£ ( г ) = ± £ ( 2 - п ) Д , г п Р „ ( с о в 0 ) . (12.65) 

п=0 
Таким образом, чтобы формула (12.62) «работала» для изолированного тела, в ней, согласно 
(12.65), вместо Dn надо подставить выражение 

^ р 5 п . (12.66) 

Следовательно, для изолированного тела формула (12.62) принимает вид 

оо 
W = -\GY,V-n)DnDn, 

п=0 
(12.67) 
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где, напомним, Dn и Dn являются коэффициентами в разложениях в ряд Лапласа потенциала 
тела во внешней (1.19) и внутренней (12.58) точках соответственно. Поставленная задача 
решена. 

Заметим, что в выражении для энергии (12.67) коэффициенты D2 и D2 выпадают. 
Чтобы убедиться в правильности выражения энергии (12.67), рассмотрим три примера. 
Для однородного шара радиусом R: 

Do = М, А = D2 = . . . = О, 

с учётом которых (12.67) сразу даёт известный результат (1.64). 
В примерах для однородного сфероида случаи сжатого ( а з < а х ) и вытянутого 

(аз ^ а\) следует различать. Для этих тел коэффициенты в разложении внешнего потен­
циала будут таковы: 

D0 = М , D2n+1 = 0, D2n = I 

( - l ) n (a\-al)n 

З М ( 2 п + 1) (2п + ЗГ a i > а з ; 

(а§ - а\)п 

3 M ( 2 n + l ) ( 2 n + 3) ' a i * ° 3 ' 

(12.69) 

а для внутреннего потенциала нас интересует только коэффициент 

- ( 3 М arcsin е 
Do = пр [ smedO _ ^ 

J sin2 9 i cos2^ 
0 2 1 ~ 

ai аз 

2 «i a\ ^ аз ; 

3 M 1 , 1 + e 
(12.70) 

так как Z>2 выпадает (см. соотношение (12.66)), а остальные — в силу симметрии фигуры — 
просто равны нулю. Подставляя Do и Do из (12.69) и (12.70) в ряд (12.67), для потенциальной 
энергии сжатого и вытянутого сфероидов действительно получим известные выражения 
(1.66). 

12.6.2. Другие представления потенциальной энергии в виде особых рядов 

Но является ли представление потенциальной энергии в виде ряда (12.67) единственно 
возможным? Вопрос этот важный и для ответа на него надо взглянуть более широко на то, 
что мы делали до сих пор. 

Прежде всего, если задана форма однородного гравитирующего тела, то, пользуясь из­
вестными формулами, можно всегда найти два комплекта коэффициентов Dn и Dn. Поэтому 
весьма интересна обратная постановка вопроса: всегда ли по заданным коэффициентам мож­
но восстановить форму однородного тела? Исключая особые случаи, на него, насколько мы 
знаем, можно ответить положительно. Известна, например, теорема Дива [14] о том, что 
квадратичный внутренний потенциал может иметь только эллипсоид — и никакая другая 
однородная ограниченная фигура. Сходное положение существует и для внешних потенци­
алов. Поэтому знание обоих комплектов коэффициентов Dn и Dn содержит в себе даже 
излишнюю, а по сути — двойную информацию о самом теле. Это и наводит на мысль, что 
потенциальную энергию однородного тела можно представить через Dn и Dn не одним, как 
в предыдущем разделе, способом, а многими. Разумеется, только некоторые из этих формул 
могут быть удобны на практике. 
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Убедимся в этом на конкретном примере и покажем, что действительно есть более 
удобные аналоги формулы (12.67). Пусть задано однородное тело Т с круговой симметри­
ей. Полагая размеры тела ограниченными, окружим его сферой с однородной плотностью 
(одинаковой с плотностью тела Т ) и радиусом R (см. § 14.6 рис. 122). Таким образом, пер­
воначально заданное тело дополнено до шара оболочкой той же плотности. Тогда потенциал 
исходного тела (р на внутреннюю точку г есть разность между внутренним потенциалом 
шара (6.36) и потенциалом упомянутой оболочки 

£>б (г) = с £ ^ г я Р „ (сое0), 
71=0 

где 
Ап П+1 

т.е. 

£ ( г ) = < р ш а р а ( г ) - £ о б ( г ) . 

В силу (12.73) имеет место равенство 

(12.71) 

(12.72) 

(12.73) 

п=0 
= f ; ( Д , + D „ ) rnPn (cos в), (12.74) 

71=0 

где 

из которого, с учетом легко доказываемого соотношения 

f n (008 00 Л „ 
7 71=0 

Я 7Т 

= 2 7 Г Р | J P ° ( ™ S g / ) ( г ' ) 2 s i n = 2тгрЯ 2, 

(12.75) 

о о 
получим 

Gj2AnrnPn (cos0) = 27rGpR2-Gj2DnrnPn {совв). (12.76) 
71=0 71=0 

Подставляя теперь (6.36) и (12.76) в (12.73), находим потенциал тела Т во внутренней 
точке 8 г ' : 

£ (г', 0') = 2nGp ^ - 2 L - j + c £ D n ( r ' ) n Pn (cos 0') - 2 T T G > P 2 = 

(12.77) 

= С? £ Dn ( r ' ) n P n (cos^) - hGpr'2, 
71=0 

с учётом которого формула (8.3) даёт: 
8 Выражение (12.77) следует сравнить с ранее полученным (12.57). Появление в (12.77) дополнительного чле­

на ^TrGpr' 2 ^ объясняется тем, что начало системы отсчёта находится теперь внутри самого тела. 
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W = -\PJjj${r',e')dV> = 

71=0 
(coe^dV" + 

(12.78) 

r'2dV". 

Последний интеграл в правой части (12.78) определяет момент инерции однородного 
тела относительно начала координат, который мы обозначим через 

(12.79) 

В первом же члене правой части выражения (12.78) в квадратных скобках стоит коэффициент 
Dn из (1.19). 

С учётом сказанного, потенциальную энергию однородного тела Т можно теперь пред­
ставить в виде ряда 

оо 
(12.80) 

71=0 
Подчеркнём: это выражение даже более удобно, чем выражение (12.67). Действительно, 
если в (12.67) члены суммы при п < 2 и при п > 2 имеют разные знаки и при п = 2 
член вообще выпадает (см. соотношение (12.66)), то в (12.80) все члены ряда будут иметь 
одинаковый знак. А это немаловажно, когда рассматривается вопрос о суммировании ряда 
и получении энергии в конечном виде. 

Кроме того, комбинируя тем или иным способом ряды (12.67) и (12.80), можно получить 
и другие выражения для потенциальной энергии тел вращения. Умножим, например, (12.80) 
на 2 и вычтем ряд (12.67). Получим ещё одну удобную для практического применения 
формулу: 

W = - £ ] T ( n + 3) DnDn + ^GpJ. (12.81) 

От характера задачи зависит, какую конкретно формулу из полученных здесь лучше 
всего использовать. 

12.6.3. О сходимости особых рядов для потенциальной энергии 

Вопрос о сходимости тех или иных рядов всегда относился к числу трудных и важных. 
Так и здесь. Сходятся ли ряды (12.62), (12.67) или (12.80) и (12.81), которыми представлена 
потенциальная энергия однородных тел. Для сравнения уместно напомнить столь же акту­
альную проблему в математической физике о сходимости рядов (1.17) и (12.57), которыми 
представлены внешний и внутренний потенциалы гравитирующего тела. Почти всегда во­
прос о сходимости рядов требует нетривиальных и тонких рассуждений. В нашем же случае 
>дивительно именно то, что ответ на вопрос о сходимости ряда для потенциальной энергии 
бается вообще без выяснения того, сходятся ли ряды для потенциалов тела. 

Теорема 1. Независимо от того, сходятся или расходятся где-либо ряды для ньюто­
новских потенциалов первого и второго тела, сам ряд (12.62) всегда сходится и представ­
ляет собой конечную физическую величину — гравитационную энергию 

24 Кондратьев Б П 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Увеличим в А раз все размеры внешнего тела, а новые значения энергии и коэффици­

ентов в разложениях потенциалов обозначим штрихами. Тогда, очевидно, 

D'n = X2~nDni (12.82) 

и энергия будет равна 

W' = -GX2 f] 2ф±. (12.83) 
п=0 

Степенной ряд Лорана при достаточно большом А конечно же сходится. Тогда, по второй 
теореме Абеля, которая гласит: «сумма степенного ряда есть непрерывная функция внутри 
радиуса сходимости», мы заключаем, что и при А —> 1 ряд (12.83) обязательно будет схо­
диться и давать правильное значение И ^ . • 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Поскольку вывод выражений для рядов (12.67), (12.80) и (12.81) был основан 
на всё той же формуле (12.62) для исходного ряда, полученное заключение о сходимости последнего 
переносится и на все упомянутые ряды для полной гравитационной энергии тела. 

§ 12.7. Обобщение третьего метода. Потенциальная энергия тел, 
не имеющих осевой симметрии 

В случае однородных тел, не имеющих осевой симметрии, результаты получаются путём 
обобщения разработанного выше метода. Прежде всего, в отсутствие азимутальной сим­
метрии тела (которое может быть и неоднородным) ряды Лапласа для внешнего (1.17) и 
внутреннего (12.57) потенциалов заменяются следующими: 

¥ > _ (г Д А) = G f ; ^ г - , (12.84) 
о г 

оо 
Ч>тугр(г,вА) = С^гп¥п(е,\), (12.85) 

0 
где в сферические функции n-го порядка («игреки Лапласа») внешнего потенциала 

п 

Yn (0, А) = ] Р (cos в) [Cnk cos А;А + Snksmk\] (12.86) 

входят гармонические коэффициенты 

(12.87) 

C n o = I I I p ( r , ) Р п ( c o s e f ) r ' n d y f i 

{ £ s « } d V ' * » • 
T 

Аналогично, для внутреннего потенциала 

71 

Уп(в,Х) = ^2 Pik) (cos в) [ C n f c cos fcA + Snk sin *A] , (12.88) 
fe=0 
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с гармоническими коэффициентами 
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п 0 = / / / $ e r p - ( c o s ^ ) ^ , 
Т (12.89) 

{ £ } - « / / / № < - * { з : а > к>1. 

Переходя к однородным телам, заметим, что если начало системы отсчёта находится 
внутри тела, то в выражении для внутреннего потенциала, как и в случае осесимметричного 
тела (12.59), появится дополнительный член, пропорциональный г 2 . 

Рассуждая далее тем же способом, как и в § 12.6, вместо формулы (12.62) приходим к 
более общему выражению для взаимной энергии тел: 

оо 
Wn = -G J2 Yn А) • Yn (0, А). (12.90) 

71 = 0 

В итоге, потенциальная энергия однородных тел, не имеющих круговой симметрии, вместо 
(12.67) и (12.80) будет выражаться рядами, состоящими из более общих коэффициентов: 

W = -\С (2 - n) Yn (в, X)Yn (9, А), (12.91) 
71=0 

ОО 

w = - f Е г " А ) ? " ( ' » А )+h G p J - ( 1 2 9 2 ) 

71=0 
Этими формулами и решается поставленная задача для энергии тела без азимутальной 

симметрии. 
З а д а ч а 12.6. Найти с помощью ряда (12.91) потенциальную энергию однородного 

трёхосного эллипсоида. 
Решение. Фигура эллипсоида симметрична относительно трёх плоскостей, что заметно 

упрощает задачу. В этом случае от ряда (12.91) остаётся только первый член 

^ = - | с С 0 0 С о о . (12.93) 

Подставляя сюда Coo = npl, где / из (1.39), и Coo = М, получим известный резуль­
тат (1.65). • 

§ 12.8. Примеры применения третьего метода. 
Потенциальная энергия однородной асимметричной линзы 

Рассмотрим одно из тел с круговой симметрией — однородную асимметричную (отно­
сительно главной плоскости) линзу (рис. 101), представляющую собой два сложенных сег­
мента с одинаковыми основаниями, но с разной, вообще говоря, кривизной выпуклых по­
верхностей. Асимметрия линзы становится особенно явной в том предельном случае 

а = 0, h = 2R, hi = 2 Я Ь (12.94) 
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Рис. 101. Асимметричная линза (а) и один из её вариантов (б) 

когда она превращается в конфигурацию из двух касающихся сфер с разными радиусами R 
и Ri. Имеют место соотношения 

{R-hf+a2 = R2: ( Я , - /ц) 2 + а2 = R2. (12.95) 

При 

R = Ruh = hi (12.96) 

линза становится симметричной, а при дальнейшем вырождении а = h = i? она 
превращается в одиночный шар. Но сразу заметим, что возможен и другой, более сложный 
переход к плосковыпуклой линзе, т. е. к одиночному шаровому сегменту (об этом см. ниже 
раздел 12.9.4). 

Вначале получим потенциалы на оси Ох$ асимметричной линзы. Поместив начало 
цилиндрической системы координат в точку О, имеем дело с интегралами типа 

h r m 

<р ( х 3 ) = 2тгСр [ dx'3 f r ' d r ' =. 
1 о Jr* + (x3-x'3)2 

(12.97) 

После многочисленных преобразований находим, соответственно, внешний и внутренний 
потенциалы линзы на её оси симметрии: 

I («з) = 
2irGp 

v3/2 Я 3 + ( а 2 + х2

3)3/2 Я ? - ( а 2 4 - х 2 ) 3 

Ч ; ^—: Ь h - i? — х 3 

+ (R + JRI - h - / i i ) x 3 + Rl - R2 + - Д/i + 

/ i i — i ? i + #3 

h2-h\ 
(12.98) 
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^внутр № ; = 3 

Я 3 ~ ( а 2 + х 2 ) 3 / 2 Я * - ( а 2 + х 2 ) 3 / 2 

+ h - R — хз 
L 

—гг§ - (R - Ri + / i i - A) x 3 + i ? 2 + R\ + Rh + Rxhi 

hi -Ri+ x 3 

h2 + h2 

(12.99) 

В этих формулах возможны, конечно, переходы не только к симметричной, но и к 
плосковьпгуклой линзе. Кроме того, при условии (12.96) и первого соотношения из (12.95) 
можно в (12.98) и (12.99) прямо перейти к потенциалам полного однородного шара. 

З а д а ч а 12.7. Выполните указанные выше переходы в формулах для потенциала 
асимметричной линзы. 

Решение. Они даны ниже: для симметричной линзы в формулах (12.147); для плосковы­
пуклой (шаровой сегмент) — в ( 1 2 . 1 5 1 ) и в (12.152). Для шара же всё просто (тем не менее, 
проверьте!). • 

Момент инерции однородной асимметричной линзы относительно начала координат 
равен 

7 7Г л h3 (2R2 -Rh+^j + h\ (2Щ - Rihx + Щ (12.100) 

В случае внешнего потенциала имеем дело с разложением по обратным степеням х 3 

выражения: 
\ 3 / 2 о З , /_2 , ~ 2 \ 3 / 2 оо 

h-R-x3 - 2 ^ » а ' з < 
71=0 

hi - Ri+ хз 

коэффициенты которого выражаются через интеграл в комплексной плоскости 

(12.101) 

9 - Ы tndt. 
hi - Ri + t h-R-t 

При разложении внутреннего потенциала будем иметь дело со степенным рядом 

(12.102) 

R?-(a2 + x2f12 R\-(a2+x2) 
3/2 

h - R - хз 

коэффициенты которого равны 

- + 
hi - Ri + Х3 

(12.103) 
п=0 

3/2 
- п - 1 dt. 

h - R - t hi - R\ +1 

Тогда для коэффициентов Dn из формулы (12.80) имеем соотношение 

Dn = | ? г р Р а , n ^ 0, 

(12.104) 

(12.105) 

так как в (12.98) мы отбрасываем все оставшиеся члены (как пропорциональные хз , так и 
не зависящие от этой переменной). 
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Что касается коэффициентов Dn, то, согласно (12.99) и дополнительному условию 
(12.59), находим для них: 

D0 = 7̂гр 

Di = \ър [j 

Ро + Я + Д? 4- ДЛ + -
/ i 2 + / i 2 

Р1 + Д 1 - Д 4 - Л - Л 
(12.106) 

~ о — 
Dn = з^грРп, n ^ 2. 

Выражение для гравитационной энергии (12.80) принимает тогда вид: 

4-

•z j 
n2Gp2 " 

W = -\ж2Ср2 j s + Po ( д 2 4- Д? 4- Д/i + ЕхНг -

[ л 3 ^ 2 Д 2 - Д Л + ^ 4 -+ P i ( f l i - f l + fc-Ai)S + - (12.107) 

+ Л? 2R\ - Rxhi 4- ^ A? 
5 

где мы учли конкретный момент инерции из (12.100); входящая сюда величина 5 равна 

s = £ p n p n . (12.108) 
п = 0 

Эту величину S нам и предстоит теперь найти. Подставим сюда Рп из (12.102) и Рп из 
(12.104), предварительно заменив в (12.104) t на t\. Имеем 

1 к 2 § 

Rl-(a2 + t 2 ) 3 / 2 K 3 + ( a 2 + t 2 ) 3 / 2 

hi - их 4- * h - R - t 

Д 3 - ( а 2 + « ? ) 3 / 2 Д 3 - ( а 2 + * 2 ) 3 / 2 

/г — jR — t i 

где, в свою очередь, мы обозначили 

4- • 
/ц - Д1 + ti 

(12.109) 

х Sdtdti, 

т=0 c l 
(12.110) 

Для нахождения последней суммы применим следующий приём. Модифицируем её 
вначале следующим образом: 

n=0 ' l 

Очевидно, сумма (12.111) равна 

S' = 

(12.111) 

(12.112) 
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Теперь в результате предельного перехода будем иметь 

lim ф . ^ х . = -2т\ 
J h - pt 

375 

(12.113) 

так что вспомогательная сумма S из (12.109) сводится к одному только интегралу по за­
мкнутому контуру в комплексной области (рис. 102), равному 

2тгг5 = 
Л ? - ( а 2 + * 2 ) 3 / 2 Д 3 + ( а 2 + * 2) 3/2 

hi-Ri+t 

R3-(a2 + t 2 ) 3 / 2 Я ? - ( а 2 + t 2 ) S / 2 

h - R - t hi-Rx+t 

(12.114) 

Для вычисления интеграла в правой части фор­
мулы (12.114) разобьём указанный на рис. 102 контур 
интегрирования в комплексной плоскости на правую 
и левую полуокружности. Тогда, очевидно, по правой 
полуокружности имеем следующие интегралы: 

Imz 

/ 
пр 

Я? - 2Я? ( а 2 + t2f2 + ( а 2 + t2) 

(hi-Ri+ty 
•dt-

-I 
пр 

Я 6 + ( а 2 + t2f 

(Л - я - ty 
dt+ (12.115) 

Rez 

+2 / 
пр 

3/2 

(h-R-t) (hi -Rx+t) 
-dt. 

Рис. 102. Контур интегрирования в 
комплексной плоскости для интеграла 
(12.114) 

Теперь, чтобы получить интегралы по левой полуокружности контура, в первой квад­
ратной скобке (12.114), которая отвечает за внешний потенциал, следует изменить знак перед 
членом (а2 +t2)3^2; в итоге получим следующую совокупность из трёх весьма громоздких 
интегралов: 

Дб _ ( а 2 + ,2)3 R 6 _ 2 R 3 ^ 2 + ^ 3 / 2 + ^ 2 + t2y 
J {hl-Rl+tf J 
л * 

(h-R- ty 
dt + 

дз ( f l2 + t 2 ) 3 / 2 _ ^ a + t a y 

(h-R-t) {hi -Ri + t) 

(12.116) 

Но важно заметить, что интегрирование по левой и по правой полуокружности можно 
заменить во всех выражениях одномерным интегрированием по вертикальному диаметру 
исходного контура: 

+ai — ai 

j[...]*-> У [ . . . ] * ; j [ . . . ] * - У [...] 
пр —at л +ai 

(12.117) 
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Согласно указанным в (12.117) преобразованиям, любой интеграл из (12.116) после 
изменения знака будет иметь такие же пределы интегрирования, как и каждый из интегралов 
в (12.115). Учитывая это и приводя подобные члены, вместо (12.114) после преобразований 
получим для искомой величины S: 

2mS = R \ i ^ - Я в / ^ -
J (1ц + J (h-R-t)2 

_ 2 д З / _ i 1—гЛ + 2 / — - ~ d t + 

4 (a? + t2Y 
1У (h-R 

(a2 + t2)3dt 
(12.118) 

+2 I 4 ' dt 4- 4 
' (h-R-t)2 J (h-R-^ihi-R.+t) 

n p n p 

(a2+t2)3/2dt 

np 
t) (hi -Ri+t) 

, f (a2 + t2f2 

+ 2R3
 / - i i — j dt. 

Два первых шгтеграла в выражении (12.118) равны, разумеется, нулю, как интегралы 
от полного дифференциала по замкнутому контуру. 

Шесть оставшихся в (12.118) интегралов после несложных, но весьма громоздких вы­
кладок, удаётся представить в следующем виде: 

г (а2
 + t2) ' 

2R\ / — - -d.t = ZniR\h2 

2 / F ^ - ^ I = 8 i 3f i ja - R\as - fa5 - 3RJ(Ri - hx) arctg . 
У (/ii - /ti -f <) L 0 K i — / i i 

( а 2 + г 2 ) 3 ^ 

О 2 
8г З Д 4 а - Д 2 а 3 - | а 5 - З Я 4 ( Д - Л) arctg -^-г 

(12.119) 

(12.120) 

(12.121) 

+ a t / о о \ 3 . 
4 / * = _64 в « , - + Вг 

У ( Л - Д - « ) ( Л 1 - Д 1 + 0 1 5 h + h - R - R i 
— аг 

х (Я - А) (^Щ^ + R4aJ - Я 6 arctg - ^ - ^ + 

+ (Ri - R2a (и 2 + - R* arctg ^ a_ ^ , 

, , Г («2 + *2)3/2<й 
2 ( я ' + л ^ У ( л - я - 0 ( Л 1 - я 1 + о = 

— аг 

гтт(Я 3 + Д?) r 0 

(12.122) 

(12.123) 
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+ 6U 

2К 
Г (a2 + t2f2 

J. (h-R-t)2 

dt = 3mR3h2. 

377 

(12.124) 

Подставляя все найденные интегралы в общее выражение (12.118) и сокращая на г, 
имеем: 

2тт5 = -Зтг (R3h2 + R3h2) - 7 Г(^ 3 + Д 1 ) U2 ( з д _h) + 

8а 

Я 2 (R - h) (R2 + | а 2 ) + R\ [RX - hx) (R\ + | а 2 ) + (12.125) 

+ 2 4 а ( Я 4 + Я 4 ) + 8 Я 4 

Л? 

я 2 

+ 8 Я 4 

R 4- P i — h — h\ 

R + Ri-h-hi 

3 (/ii — /11) arctg 

3 ( P - A ) arctg 
R-h 

Ri-hi 

Итак, величина 5 найдена. 
Этого, однако, ещё не достаточно для нахождения W, так как, согласно форму­

ле (12.107), требуется знать и коэффициенты Ро и P i . Их мы получим, проведя интегриро­
вание в формуле (12.102): 

Ро = \ [a2 (A + hi) + Rh2 + Rih2} , 

P i = ~ [Ai ( P i - Ai) (a 2 + P i A i ) - Л (Я - A) (a 2 + PA)] 
(12.126) 

Подставляя теперь (12.125) и (12.126) в выражение (12.107), после многих тождествен­
ных преобразований в итоге получим искомое выражение для гравитационной энергии од-
норобной асимметричной линзы: 

WjIHH3bI — 

R* + Rf + Rh + Rihi 

| тг [a 2 (h + hi) + Rh2 + Rth2] x 

h2 + h2' 
+ 7Г [hi (Ri - hi) x 

x (a 2 + Rihi) -h{R-h) (a 2 + Rh)] [h-hi + Ri- R] 

- i r Л 3 ^ 2 Л 2 - Rh + kl) + h\ (2R2 - Rihi + ^ 

-MR3h2

 + R3h2)-/Xi-h-hAh2^R-h^ 

+h\ (3Ri - hi)] - ^ a 5 - 8a 3 (R2 + R\) -
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х ( я ? + § а 2 ) ] + 24а ( Я 4 + Я 4 ) + 8 Я 4 [ - ^ - ^ 

- 3 (Я - A)j arctg + 8 Я 4 

Я х - / i i / 

Я? 
Я + Ri - h - hi 

— Л — hi 

- 3 ( * i - f c i ) 

x arctg 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Если верхняя из половинок линзы переходит за полусферу, то 

arctg а заменяется на 2 arctg ^ . 

Аналогично и для нижней части линзы. 

(12.127) 

(12.128) 

Удивительно, что гравитационная энергия такого сложного тела, какой является асим­
метричная линза, выражается через элементарные функции. Формула (12.127) является 
основным в данной задаче и далее из неё будут получены различные частные случаи. 

§ 12.9. Частные случаи однородной асимметричной линзы: 
сегменты, шары и лунки 

Асимметричная линза может превращаться в разные геометрические конфигурации — в 
симметричную линзу, в шаровой сегмент, наконец, в шар или даже в «снежную бабу» из 
двух разных шаров. Возможно и замечательное её превращение в лунку. С точки зрения 
гравитационной энергии, здесь возникает много интересных частных случаев выражения 
(12.127). 

12.9.1. Касающиеся шары 

В предельном случае (12.95) формула (12.127) даёт полную потенциальную энергию двух 
касающихся однородных шаров 

45 
„2Gp2 | з ( Я 5 + R[) + 5 1 £ £ L j . (12.129) 

При R = R\ получим отсюда полную потенциальную энергию двух одинаковых каса­
ющихся шаров (см. формулу (12.149)). 

З а д а ч а 12.8. Получите из выражения (12.127) формулу (12.129) с учётом равенств 
(см. (12.128)) 

arctg = arctg ^ = тт. (12.130) 

Любопытно отметить, что потенциальную энергию двух касающихся шаров можно 
получить и прямо по правилу (8.23), опираясь на результат (1.64) и учитывая очевидное 
выражение для их взаимной потенциальной энергии 

W " = - R ^ i r 2

 ( 1 2 Л 3 1 ) 

Убедитесь в этом, и тогда совпадение результатов даст ценную проверку сложной форму­
лы (12.127). 
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12.9.2. Предельный переход от однородной асимметричной линзы к шару 

Весьма нетривиальным является предельный переход от несимметричной линзы к одиноч­
ному шару что служит ещё одной строгой проверкой выражения (12.127). Так, тонкий анализ 
необходим для группы членов с расходимостями. 

Прежде всего 

h2 + а2 = 2Rh, h\ + о 2 = 2i?i/ii. 

При предельном переходе к шару (см. рис. 103) 

R\ —> R 

h 1 ^ 2 R - h = ^ 
h 

ai+a — > 7г 

Существенно теперь заметить, что далее ве­
личины Я, Л, а будем считать постоянными, а 
величины R\ и hi — переменными. Рассматрива­
ем R\ как функцию от h\\ 

R - 1 (h + a 2 V d R l 1 - ~ R 

h' 
(12.132) 

Действительно, 

4 £ i = I (л - <£\ _> I (л - Л Л = 

& i 2 V Л ? / 2 \ а 2 У 

h(R-h) R-h R-h 

Рис. 103. Предельный переход от асиммет­
ричной линзы к шару. Точка O i стремится 
совпасть с точкой О - центром шара 

2R-h' 

Выполняя асимптотический переход к одиночному шару, сейчас нам предстоит преоб­
разовать сложную общую формулу для гравитационной энергии однородной асимметричной 
линзы: 

У ЛИНЗЫ — д 

h2 + h2' 

W„nirnj = {тг [a2 (h + hi) + Rh2 + Я1/1?] [ Я 2 + R\ + Rh + Rxhx -

+ 7г [hi (Я1 - hi) ( a 2 + Rihi) -h(R-h) ( a 2 + Rh)] x 

x [Л - hi + Ri - R] - IT |л3 ( 2 Я 2 - Rh + j + Л 3 ^ 2 Я 2 - Rxhx + Щ J - ( 1 2 1 3 3 ) 

-Зтг ( Я 3 Л 2 + Я 3 Л 2 ) + h - ^ a 5 - 80 3 ( Я 2 + Я?) + / 2 + 24a ( Я 4 + Я 4 ) + 

+ 8 Я 4 [J3 - 3 (Я - h)] arctg - ^ - ^ + 8 Я 4 [74 - 3 ( Я х - hi)] arctg ^ ° ^ | , 
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где 

h 8а 
R + Ri - h - h i 

R2 (R - A) (R2 + | a 2 ) + Rl ( Д х - AO (R2 + § a 2 ) 

R + fli-A-fci' Д + ' Д 1 - Л - Л Г 

вторая строка 

третья строка 

или В сумме 

Член / 2 имеет неопределённость типа jj; раскрываем её: 

- 8 а 
- « ( * - ц ( я > + J * ) J g = £ + * ( я - + § « * ) - l ) 

- 8 а ( б Д 4 - 2 Д 2 а 2 - | а 4 ) . 

Итак, /г даёт 

(12.134) 
Рассмотрим вначале члены с 7г, в которых не возникает неопределённости: 

А + hi = 2R, 

А 2 + А 2 = 2 ( 2 Д 2 - а 2 ) , 

А 3 + А? = 2Д ( 4 Д 2 - З а 2 ) , (12.135) 

А 4 + А 4 = 2 ( 8 Д 4 - 8 Д 2 а 2 + а 4 ) , 

А 5 + h\ = 2R (16Д 4 - 2 0 Д 2 а 2 + 5 а 4 ) , 

тогда в выражении для Wnmaa первая строка равна 

4тгД 3 ( 2 Д 2 + а2) , (12.136) 

4тгД ( Д 2 - a2) 2R2 = 8тгД 3 ( Д 2 - а 2 ) , (12.137) 

- ^ т г Д 3 (8R* - 5 а 2 ) - бтгД 3 (2А 2 - а 2 ) , (12.138) 
О 

А = бтгД 3 (а2 - | Д 2 ^ . (12.139) 

(12.140) 

h = Щаь + 1 6 Д 2 а 3 - 4 0 Д 4 а . (12.141) 

Q = 

Далее, объединяем члены h, h и I4: 

тг ( Д 3 + Rl) [А2 (ЗД - А) + А? (ЗД1 - АО] + 8 f i 6 a r c t g - ^ - ^ + 8 f iga rc tg^ » 

Д + Д1 - A - A i 
(12.142) 
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При предельном переходе к шару и здесь имеем неопределённость ^ ; раскрывая её и учи­

тывая, что 

dh\ 
шар 

d а r c ^ g а 

dh\ R\ — hi R 2R-V 

находим 

Q = 12тгД4 (R - h) + бтгД 3 (2Д - Л) 2 - 4 8 Д 4 (Я -h){n-a) - 8R4a. 

Сумма 4-й и 5-й строк в выражении И^инзы равна 

S = 12тгЛ 5 - 67rR3a2 = бтгД 3 (2R2 - а2). 

Следовательно, 

S + А = бтгЯ 3 ^ 2 Я 2 - | Я 2 ) = ^ т г Я 5 . 

В итоге 

Wuiapa = of— ' I p 7 ^ 5 = —J^7r2Gp2R5. 

(12.143) 

(12,144) 

(12.145) 

(12.146) 

что и требовалось доказать! 
Для асимметричной линзы важными также являются следующие специальные случаи. 

12.9.3. Однородная симметричная линза 

Во всех полученных выше формулах надо сделать подстановку (12.96). Так, внешний и 
внутренний потенциалы симметричной линзы будут теперь равны 

<Ашешн (Яз) = 
2nGp 

R*+(a2 + x2f2 

h — R - хз 

2nGp 
¥>внугр (Хз) = —— 

Д 3 - ( а 2 + х | ) 3 / 2 

h - R + Х3 

+ 2(R-h)x3 

Д 3 - ( а 2 + х 2 ) 3 / 2 

(12.147) 

h - R + Х3 + 

R3-(a? + xl)3/2 . 
+ - Ц - *1 х \ + 2R2 + 2Rh - h2 

h - R - X3 

Из (12.127) с учётом (12.96), после многих тождественных преобразований, получим 
энергию однородной симметричной линзы 

Wmmu = -±nGp2 j l 0 i * 4 a - ^ Я 2 а 3 - | о 5 + тгЛ4 (jh - 2 Я -

Для контроля усвоения метода служит следующая задача. 

(12.148) 
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З а д а ч а 12.9. Используя ряд (12.80), вывести формулу (12.148) прямым методом (как 
это делалось выше для асимметричной линзы). 

В одном ИЗ предельных случаев, когда симметричная линза превращается в два касаю­
щихся одинаковых шара (а = 0, h = 2К), формула (12.148) даёт 

W = -^n2Gp2R5. 
45 

(12.149) 

Действительно, складывая энергии двух изолированных шаров (см. (1.64)) и прибавляя затем 
их взаимную энергию: 

- ( й + if + 1) (*2g'2jR5) - -ж (*2Gp2R5S>' 
прямо подтверждаем результат (12.149). 

Отметим одну тонкость: при переходе в выражении (12.148) к предельному случаю 
потенциальной энергии одиночного шара (а = h = R), в (12.148) следует найти следующий 
предел: 

2 arctg —^ пх4 

Х - = - 2 + 4тг, (12.150) lim • 
1 - Х 

где обозначено х = h/R. С учётом (12.150), формула (12.148) действительно даёт известный 
результат (1.64). 

12.9.4. Одиночная плосковыпуклая линза (однородный шаровой сегмент) 

В этом важном частном случае при получении выражений для внешнего и внутреннего 
потенциалов из известных нам общих формул, если мы хотим оставить от асимметричной 
линзы, например, только её верхнюю часть, следует считать не только h\ = 0, но и, в согла­
сии с (12.96), в числителях вторых (но не первых!) дробей из (12.98) и (12.99) надо также 
положить а = 0. Тогда потенциал во внешней точке плосковыпуклой линзы (однородного 
шарового сегмента) при (хз ^ Л) будет: 

<£внешн (Яз) = 
2ixGp R3 + (а2 + х§ ) 

h — R — Хз 

3/2 

- xl + iR-fyxz-RP-Rh + ^- QlASX) 

Внутри сегмента (0 < х з < К) потенциал в точках на оси симметрии оказывается рав­
ным 

/ ч 2тгС/> 
^внутр ( Х 3 ) = g 

Д* ( а 2 + х § ) 3 / 2

 { R _ h ) ^ + # + M # 
tl — ix — Х з Z 

(12.152) 

З а д а ч а 12.10. Найти гравитационную энергию однородного шарового сегмента пря­
мо с использованием общей формулы (12.80). 

Но подчеркнём, что и переход в полученном нами выражении гравитационной энергии 
однородной линзы (12.127) к энергии плосковыпуклой линзы при 

h\ —> 0, R\ —> оо, так чтобы fti-Ri — 
a2 + h\ 

(12.153) 
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также требует определённого искусства. Особую трудность при этом представляет анализ в 
этом выражении членов без 7Г. Конкретно, здесь следует пользоваться разложениями 

8а 
R + Ft\ — h — h\ 

8а 
Rx 

t _ R - h - h i (R- h - hi)2 

Ri R2 

(R - ft)3 - Shi (R - h)2 (R - ft)4 

Rl 

arctg 
Ri-hi 

arctg 

Ri 
hi 
Ri ' Щ 

(12.154) 

Можно показать, что члены при Я 4 , Я 3 , R\ и Ri исчезают; свободные же члены дают 
ненулевой результат. 

Далее, при анализе членов с 7г в последнем выражении (12.127) необходимо использо­
вать приближение 

рЗ I оЗ 

R + R l - h

l - h l [hHut-hHXm-b)]*, 

—R2 l _ R - h - h i (R - hy 
Ri Rl 

h2 ( З Д - Л ) + ^ / ц а 2 

(12.155) 

Выполнив всё это, в итоге приходим от (12.127) к выражению энергии однородного 
шарового сегмента9: 

^сеше™ = 11тгЛ4 (£ - я) + 8 [ зЯ 4 а - Я 2 а 3 - § а 5 - 6Я 4 (R - Л) arctg j] } . 
(12.156) 

Легко видеть, что в предельном случае а = 0, ft = 2R из (12.156) следует известная 
формула для шара (1.64). 

В характерном частном случае а = R = h из (12.156) получается потенциальная энергия 
сплошного однородного гравитирующего полушара: 

И'полушара = ~ ^ G p 2 R b [32 - Зтг] (12.157) 

Из формул (12.157) и (1.64) выясняется, что работа по полному разделению сплошного шара 
на две половинки оказывается равной 

» -1 .3443тгСр 2 Я 5 , (12.158) 

причём «распылить» в пространстве тот же шар будет в 

12тг 
15тг - 32 2.49 

раз труднее. 
9 Ввиду важности, в § 13.2 выражение для гравитационной энергии однородного шарового сегмента будет 

получено ещё и другим, независимым методом. 
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З а д а ч а 12.11. Доказать, что энергия сегмента высотой 2R - ft, дополняющего 
прежний сегмент (с высотой h) до полного шара, равна 

(12.159) 
W2R..h = - - ^ (2R - ft)4 (ЗД + ft) + 

+8 З Д 4 а - R2a3 - | а 5 + 6 Д 4 (R - ft) arctan | | . 

З а д а ч а 12.12. Найти взаимную энергию двух однородных шаровых сегментов, до-
полняющих друг друга до полного шара. 

Решение. Для этого достаточно подставить выражения (12.156) и (12.159) в форму­
лу (8.23) и иметь в виду конечный результат (1.64). • 

§ 12.10. Маленькое чудо: 
превращение однородной асимметричной линзы в «лунку» 

К неожиданному перевоплощению асимметричной линзы в лунку приводит простая (даже 
поразительно!) замена в формуле (12.127): 

fti -> - f t i , Ri -> -Ri- (12.160) 

При отрицательном fti нижняя часть линзы как бы переворачивается и создает выемку в её 
верхней части, что и превращает асимметричную линзу в «лунку» (рис. 104). Геометрически 
это понятно. Но главное не в этом. Парадоксально (именно так!) здесь то, что гравитацион­
ную энергию полученной лунки мы находим при указанных обращениях знаков (12.160) всё 
из той же формулы для линзы (12.127): 

w 
" Л у Н К Н — g 

х R* + R\ + Rh + Rihi -

| тг [a2 (h - h^ + Rh2 - Rxh2} x 

h2 + h2 

+ n[hi (Ri - hi) x 

x (a 2 4- Rihi) -h(R-h) (a 2 + Rh)] [h + hi-Ri-R]-

- i r |л3 \^2R2 -Rh + hpj-h* ^2R2 - Rihi + ^ 

- 3 . (R*h2 - Rfhl) - RX:^hi [« (ЗЯ - h) -

-h\ (3R, - /11)] - | « s - Sas (R1 + Rl) -

x (R2 + | a 2 ) + 24a ( Я 4 + Rf) + SR4 

- 3 (R - Л)] arctg -^j + 8 Д 4 

Ri - hi j 

R2 

R - R i - h + hi 

R\ 
Ri- R + h-hi 

-S(Ri-hi) 

x arctg 

(12.161) 
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Но как проверить эту сложную формулу? 
Опять помогают предельные случаи! Обратим 
внимание: в предельном случае (12.94) из рас­
сматриваемого «полумесяца» получается такая 
конфигурация «лунки», когда острые концы у 
неё (в сечении) сходятся. Но мы уже видели та­
кую картину в задаче 8.7 гл. 8, где рассматри- Р и с ш С е ч е н и е < < л у ш ш > > 

валась оболочка, ограниченная двумя не концен­
трическими сферами. Присмотритесь к рис. 62 в § 8.3 — при касании изнутри двух сфе­
рических поверхностей оболочка превращается как раз в ту же «лунку» со смыкающимися 
острыми концами «рожков»! Это и даёт нам независимый и изящный способ проверки весь­
ма непростого решения (12.161)! Дальнейшее — как говорят шахматисты, дело техники (но 
и она не должна подводить!). 

З а д а ч а 12.13. Проверьте и убедитесь, что в предельном случае (12.94) формула 
(12.161) действительно даёт ранее известный нам (но из совершенно других соображений 
полученный) результат (8.66) 1 0. 

§ 12.11. Резюме третьего метода 

Вычисление потенциальной энергии однородных тел может быть сведено к суммированию 
рядов, составленных из пар коэффициентов разложения потенциалов тела во внешней и 
внутренней точках. Число членов в таком ряде зависит от геометрической симметрии рас­
сматриваемого тела: чем выше эта симметрия, тем меньше членов надо учитывать. Пред­
ставление потенциальной энергии указанными рядами может быть сделано не единственным 
способом. 

В некоторых важных случаях ряды типа (12.67) могут быть просуммированы, и тогда 
потенциальная энергия тел представляется в конечном виде (и часто — через элементарные 
функции от их геометрических параметров). 

Метод вычисления потенциальной энергии с помощью указанных рядов обобщается и 
на однородные тела без азимутальной симметрии. 

Замечания 

Материал главы полностью разработан автором. 
§ 12.1. Мотивировка к теме этой и других глав: сложная проблема вычисления по­

тенциальной энергии тел мало исследована. Возможности известных классических формул 
исчерпаны шарами и эллипсоидами (и то лишь однородными). 

§ 12.2. Первый метод охватывает широкий класс тел: слоисто-неоднородные эллипсои­
ды и сфероиды. Но он позволяет находить и энергию плоских дисков. 

Первоисточник: [21]. 
§ 12.3. Вывод новой важной формулы для потенциальной энергии тел (12.28). Вспомо­

гательная формула (12.26) в несколько иной форме встречается в магистерской диссертации 
А. М.Ляпунова [35]. Однако маститый автор не уделил этой формуле должного внимания. 

Первоисточник: [21]. 
§ 12.4. Второй метод приложим к широкому классу тел и позволяет решать новые 

задачи. 
Первоисточник: [21]. 
§ 12.5. Результат неожиданный: гравитационная энергия (и внутренний потенциал, см. 

§ 7.6) кубоида выражаются через элементарные функции! 
1 0 Следует помнить, что в этом пределе оба арктангенса равны 7г. 

25. Кондратьев Б П 
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Первоисточник: [21]. 
§ 12.6. 
Первоисточник: [25]. 
Акцент в развитии третьего метода делается на использовании свойств обобщённого 

(§ 5.13) гомотетического слоя: энергия такого слоя в поле тяготения несущего (слой) те­
ла равна энергии самого тела! Суть третьего метода — в представлении гравитационной 
энергии через особые ряды. Трудный вопрос о сходимости рядов получил здесь предельно 
лаконичное решение. 

В § 12.7 третий метод распространяется на тела, не имеющие азимутальной симметрии. 
Первоисточник: [21]. 
§ 12.8. При нахождении гравитационной энергии примеры нередко оказываются важнее 

правил — более того, они иногда и создают сами эти правила! Задача с асимметричной линзой 
сложная, но решается в элементарных функциях! 

Первоисточник: [21]. 
§ 12.9. В задаче с асимметричной линзой есть много вариантов. Анализ всех случаев, 

и особенно переход к шару, требует тонких вычислений и понимания сути дела. 
Первоисточник: [21], но в деталях много нового. См. также статью Кондратьева и 

Антонова [29]. 
§ 12.10. Переход от асимметричной линзы к лунке и геометрически красив, и в тео­

ретическом отношении глубок: он представляет собой как бы аналитическое продолжение 
для выражения энергии линзы в область отрицательных значений её параметров. Конечный 
результат оправдывает это неожиданное сравнение. Взгляд на лунку со сходящимися остры­
ми концами с двух разных точек зрения даёт уникальную возможность проверить формулу 
для энергии лунки. Вначале она получается выворачиванием внутрь одного края асиммет­
ричной линзы, но та же лунка представляет собой и оболочку между не концентрическими, 
касающимися изнутри, шарами! 

Первоисточник: [21]. 
§ 12.11. Содержит резюме третьего метода. 


