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Г Р А В И Т А Ц И О Н Н А Я Э Н Е Р Г И Я И В И Р И А Л 

§8.1. Первое знакомство 

Важное значение в теории потенциала имеет задача о вычислении гравитационной (потен­
циальной, она же ньютоновская) энергии тел (см. п. 1.2.11). 

Говоря о потенциальной энергии, напомним, что силовое взаимодействие между эле­
ментами массы подчиняется закону обратных квадратов. Поэтому здесь мы говорим не 
только о телах, гравитирующих по закону Ньютона, но и о телах с электрическим зарядом, 
элементы которого притягиваются или отталкиваются по закону Кулона 1. 

Даны две массы Мг и М2, распределённые в объёмах 7\ и Т2 с плотностями pi (х) и 
р2 (х) соответственно. Любая из масс является источником гравитационного поля с потен­
циалом 

Vi(x) = GjJJ-£^LdV', * = 1,2, (8.1) 
Ti 

и, находясь в поле притяжения партнёра, имеет гравитационную энергию 

W i , j = ~ Ш р т d V i i j = i f 2* {8*2) 

Ti 
Так, W\t2 есть энергия первой массы в силовом гравитационном поле второй. Как отмече­
но в (8.22), W\t2 = W2y i , т. е. взаимные потенциальные энергии тел равны. Это важное 
равенство следует рассматривать как проявление фундаментального принципа механики: 
«действие равно по величине противодействию». 

Но рассматриваемые тела вовсе не обязательно должны быть разделёнными в простран­
стве, — они могут частично или полностью проникать друг в друга 2 . Теперь мы подготов­
лены к важному качественному переходу: в частном случае, когда оба тела одинаковы и 
тождественно совпадают, мы имеем право рассматривать их уже как одно тело, все эле­
менты массы которого воздействуют друг на друга (такое тело называют изолированным). 
Ньютоновская энергия изолированной гравитирующей массы в собственном поле дается 
интегралом 3 

W = Wi%i = - I jjjpipdV. (8.3) 

1 Далее для краткости говорится только о гравитирующих телах, но все выводы будут верны и для электрического 
поля неподвижных зарядов при условии G = 1: тогда под pdV понимается заряд в объёме dV, а знак потенциальной 
энергии меняется на обратный. 

2 Такое взаимное проникновение нередко демонстрируют, например, звёздные системы и галактики. Не исклю­
чено ведь, что некоторые эллиптические галактики образовались при слиянии двух спиральных. Но независимо 
от конкретного физического содержания, рассуждая абстрактно, всегда можно полагать, что некая среда (тело) 
состоит из смеси частиц двух (или нескольких) сортов. 

3 Множитель 1/2 в формуле (8.3) появился потому, что при вычислении потенциальной энергии тела на самого 
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Эта величина и есть гравитационная энергия данного тела. Подчеркнём следующее: при 
такой форме записи неявно предполагается, что эта энергия локализована внутри тела (ср. 
с формулой (8.5)). 

С физической точки зрения гравитационная энергия массы есть та работа, которую надо 
совершить, чтобы удалить все мельчайшие частицы «распылённой» массы на бесконечность 
друг от друга (фактически, на расстояние, когда взаимодействием частиц можно полностью 
пренебречь). 

Выражение (8.3), после замены в нём р с помощью уравнения Пуассона и применения 
формулы Грина, приводится, как известно, к виду 

W = -

где ^ — производная по внутренней нормали п к граничной поверхности S. Распространяя 
интегрирование на всё пространство, получим 

1 W = 
dxij \дх2) \дхз) 

dV. (8.5) 

Подчеркнём: это — другая форма представления гравитационной энергии тела, использую­
щая понятие гравитационного поля массы, распространённого на всё пространство. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Общие формулы (8.3) и (8.5) оказываются малопригодными для решения боль­
шинства конкретных задач. Развитию новых методов посвящены главы 12, 13 и 14. В дополнение к 
указанным общим формулам там выведены новые специальные формулы. С некоторыми из них мы 
познакомились в п. § 1.3.5. 

Заметим, что для логарифмического потенциала (1.30) аналогичные преобразования не 
дают столь простого результата. Действительно, в двумерном случае 

* - - i f c / / [ ( & ) 4 £ ) V + & / * S > ™ 

и при г —> оо силовой поток через линейную границу L логарифмически расходится: 

•Щр- l im 1 п £ . 
2 г — о о ' О 

(8.7) 

Следовательно, второй член в (8.6) теперь не исчезает. 
Кроме сплошных, нас будут интересовать тела с полостями. Рассмотрим элементарные 

оболочки с поверхностной плотностью а (х) и внешней поверхностью 5. Для них энергия 
вычисляется (вместо (8.3)) по формуле 

= -\jj°*dS. 
s 

(8.8) 

Потенциал на поверхности оболочки находится или прямо по формуле (5.75), или же спо­
собом, указанным в § 5.11. 
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Формула (8.8) применима и к плоским телам. 
З а д а ч а 8.1. Дано широкое однородное круговое кольцо (рис. 58). Найти его грави­

тационную энергию. 
Решение. Обратимся к формуле (8.8), которая имеет теперь вид 

шир. кольца 

К 2 

= - - | J J <PicdS = -7177 J ripKdr. 
S Rr 

Внутренний потенциал кольца равен 

<£к = <Pr2 - 4>Ri , 

причём здесь, согласно (2.23) и (2.18), 

„ „ - ^ { л ^ - ^ - л а к ^ ) } , 

(*)• 

(8.9) 

(8.10) 

(8.11) 

Таким образом, согласно (8.9) имеем: 

W, шир. кольца = w2- wx. (8.12) 

Находим, прежде всего, интеграл 

я 2 

= — 7ГСГ Jr<pR2dr. (8.13) 

Ri 

Записав в у?я 2 полный эллиптический интеграл второго рода 
в тригонометрической форме и меняя затем в (8.13) порядок 
интегрирования, получим 4 

W2 = -|тг<7<т2Д2 {2 + (1 - к2) К (к) - (1 + к2) К (к)}, 
(8.14) 

причём модуль здесь равен 

Затем вычисляем W] 

Wi 
я 2 

= —7Г<7 ^ ripRxdr. 
Ri 

Рис. 58. Широкое круговое 
кольцо 

(8.15) 

(8.16) 

Вновь представляя в </?#i полные эллиптические интегралы в тригонометрической форме и 
меняя порядок интегрирования, получим 

]Уг = -\nGo2Rl [(1 + к2) Е (к) - (1 - /с 2) К (fc) - 2к3] (8.17) 

с тем же самым модулем к. 

4 При вычислении этого интеграла появляются расходимости типа ^, которые, однако, гасят друг друга. 



220 ГЛАВА 8. ГРАВИТАЦИОННАЯ ЭНЕРГИЯ и ВИРИАЛ 

Подставляя найденные компоненты Wi и W2 в формулу (8.12), в итоге находим грави­
тационную энергию широкого кругового кольца 

.̂кольца = -§тгС<72Я* { l + А;3 + ( l - fc2) К (fc) - (1 + fc2) Е (fc)} . (8.18) 

• 
В пределе R\ —> 0 (т. е. при к —> 0) из (8.18) следует выражение для энергии полного 

однородного кругового диска 

И7

д„ска = - | 7 г С а 2 / ? 3

5 (8.19) 

где R — радиус этого диска. На рис. 59 показан график формулы (8.18). 
Другой предельный случай для формулы (8.18) — это переход от широкого кольца 

(когда масса его М = па - R\) сохраняется) к бесконечно тонкому круглому колечку 
при i ? 2 —* Д ь Однако, исключая в данном случае в (8.18) поверхностную плотность а и 
делая предельный переход к колечку, мы наталкиваемся на неопределённость ^ . Раскрывая 

эту неопределённость, убеждаемся в следующем: 

14- fc3 + ( l - fc2) К (fc) - (1 + fc2) E(fc) 
l im = оо, 
^ (1 - fc2)2 

и гравитационная энергия тонкого колечка оказывается бесконечно большой. И это не слу­
чайно — как мы увидим в главе 13, потенциальная энергия любых одномерных тел имеет 
логарифмическую расходимость. В связи с этим заметим, что обращение в нуль энергии 
кольца в пределе fc —* 1 на рис. 59 происходит лишь из-за отсутствия там дополнительного 
условия сохранения массы кольца. 

З а д а ч а 8.2. Доказать расходимость последнего выражения. 
Но независимо от математической формы представления гравитационной энергии, с 

физической точки зрения эта энергия есть работа, которую необходимо совершить для 
удаления всех элементов массы на бесконечное расстояние друг от друга (состояние пол­
ной распылённости массы принимается за нуль — пункт отсчёта энергии). Справедливо и 
обратное: W есть энергия, выделяемая при образовании тела из первоначально распылённой 
материи5. 

Взаимную же потенциальную энергию W\y2 двух тел следует понимать как работу по 
их разнесению на бесконечность (или энергию, выделяющуюся при сближении данных тел 
из бесконечности до финального положения). Так, образование двойных звёзд на позднем 
этапе эволюции шаровых звёздных скоплений приводит к разогреву и расширению этих 

5 Гравитационная энергия тела зависит от формы, размеров, степени концентрации в нём массы. В конце XIX ве­
ка, т. е. до открытия ядерной энергии, крупные учёные Г. Гельмгольц и У. Томсон (Кельвин) полагали, что Солнце 
светит за счёт собственного постепенного сжатия и высвобождающейся при этом гравитационной энергии. Расчё­
ты показали: в современную эпоху расход энергии Солнца на излучение (3.8 • 102 6 Дж/с) можно компенсировать 
уменьшением его радиуса на 6R « 50 метров в год. Это позволило бы ему светить на нынешнем уровне с момента 
зарождения 

около пятнадцати миллионов лет, считая Солнце однородным шаром. Но даже с учётом неоднородности Солнца 
(плотность в его центре по крайне мере в 54 раза больше средней плотности) время траты гравитационной энергии 
хотя и возрастает примерно д о » 5- 107 лет, но и тогда оно оказывается чрезвычайно коротким: ведь возраст 
некоторых пород на Земле — около 4 миллиардов лет. В тридцатых годах двадцатого века стало ясно, что без 
термояда здесь не обойтись. Однако на ранних и финальных стадиях эволюции звёзд — при сжатии газового облака 
и при коллапсе ядра звезды — высвобождение гравитационной энергии действительно играет важную роль. 
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звёздных систем за счёт превращения части гравитационной энергии в кинетическую энер­
гию хаотического движения других звёзд. 

Гравитационная энергия не относится к величинам, аддитивным по массе. Поэтому 
если какое-либо гравитирующее тело состоит из двух, например, частей, то его полная 
энергия может быть представлена в виде 

W - - - PiipidV+ Jp24>idV+ Jpi<p2dV+ Jp24>\dV > , (8.21) 

T2 Ti t2 ) 

где индексами отмечены величины, относящиеся соответственно к первой и ко второй ча­
стям тела. В сумме два последних интеграла дают взаимную гравитационную энергию двух 
частей тела. Известно, что имеет место замечательное свойство равенства друг другу этих 
интегралов 

- И ю = j PiVzdV = J p2y\dV. 
Ti т 2 

(8.22) 

Два первых же интеграла в (8.21) дают гравитационную энергию частей тела, взятых 
отдельно друг от друга. В краткой записи, следовательно, 

п̂олн = Wx + W2 + WB3. (8.23) 

Итак, зная энергию W\ и W2 отдельных частей 
тела, а также их взаимную энергию И7*,» по формуле 
(8.23) можно найти полную гравитационную энер­
гию тела. Если разделить тело на несколько частей, 
то полная работа по их удалению друг от друга и 
будет равна взаимной энергии 6 . 

В качестве примера приведём выражение пол­
ной энергии двух однородных, раздельно располо­
женных на расстоянии 2D шаров: 

W 3 M ? G ЪЩС M2M2G 
W n o m , ~ Ь ^ 5 R2 2D • 

Перейдём теперь к вириалу гравитационных 
сил? По определению, вириал равен 

' - / / / ' ( ^ ё - ё ) " -
(8.25) 

Заметим, что здесь tp — полный потенциал, действующий на элементы рассматриваемой мас­
сы. Важно, что в изолированном теле вклад в потенциал </? вносят элементы массы только 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 k 

Рис. 59. Зависимость нормированной по­
тенциальной энергии кольца от его отно­
сительной ширины к = 

/12 

6 К слову, в программе «Астероидная опасность» есть проекты по уничтожению потенциально опасных для 
Земли астероидов с помощью доставленных к ним ядерных бомб. Проблема эта комплексная, и без точного 
расчёта гравитационной энергии у астероида она не может быть решена. Что, если взрыв окажется недостаточно 
мощным, тогда рой осколков, двигающихся по близким орбитам, окажется не менее (если не более!) опасным для 
нашей планеты. 

7 Термин «вириал» (от латинского viris — «энергия») в теории газов ввёл в 1870 г. Клаузиус, понимая под ним 
сумму скалярных произведений векторов положений молекул на действующие на эти молекулы векторы сил [9]. 
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этого тела. А именно, для изолированного тела, как доказал Чандрасекхар, выполняется 
замечательное равенство Z = W: 

/ p X i l b l d V = 4 / p i p d V ' ( 8 * 2 6 ) 

т т 

Обратим внимание — потенциальная энергия W изолированного от внешнего влияния тела 
равна вириалу сил притяжения внутри него. И это — совершенно нетривиальное обстоя­
тельство! 

В другом, альтернативном случае, когда область Т не совпадает с областью интегриро­
вания для потенциала ср, тело не является изолированным и мы имеем дело с подсистемой. 
Вычисление вириала подсистемы, как и вычисление гравитационной энергии часто пред­
ставляет собой весьма сложную задачу. И важно подчеркнуть — для подсистемы связь между 
вириалом и гравитационной энергией не будет, как правило, уже столь простой, как в (8.26). 
Конкретно, для эллипсоидальной подсистемы такая связь будет установлена ниже в § 8.5, 
см. там формулу (8.97). 

§ 8.2. Подсистемы, у которых вириал и потенциальная энергия равны 

Дано сферически-симметричное гравитирующее тело, радиус-вектор г у которого удовле­
творяет неравенствам 

О < Ri ^ г < Д 2 < оо. (8.27) 

Выделим в этом теле подсистему с промежуточным г и по данным выше формулам запишем 
для неё в сферически симметричном случае вириал и гравитационную энергию: 

г г 

Z (г) = 4тг J rzp (г) ^dr, W (г) = -2тг J r2p (г) <р (г) dr. (8.28) 

Здесь у> (г) — полный потенциал на элементы подсистемы: так как подсистема не изоли­
рована, то потенциал внутри неё создаётся как массой самой подсистемы, так и внешней 
оболочкой рассматриваемого тела. Интересуясь теперь разностью величин 

г 

Ф (г) = Z (г) - W (г) = 4тг j г2р (г) (г^ + }р> ( г )^ dr, (8.29) 

Hi 

заменим здесь подынтегральное р (г) через ip (г) с помощью уравнения Пуассона: 

Тогда получим соотношение 

Ri 

dr = 0. (8.31) 

Рассмотрим его физический смысл. 
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Как нам уже известно, величина W (г) представляет собой работу по рассеянию на 
бесконечность вещества рассматриваемой подсистемы, причём учитывается гравитацион­
ное поле не только подсистемы, но и поле от внешней к ней оболочки. Величина же ви-
риала Z (г) по смыслу есть та работа, которую надо затратить, чтобы рассеять элементы 
подсистемы, находящиеся под действием только сил взаимного притяжения (сферическая 
оболочка силового воздействия на элементы подсистемы, конечно, не оказывает). Во всех 
физически разумных случаях функция Ф (г) неотрицательна. Интуитивно её можно рассмат­
ривать как величину, которая характеризует интенсивность перемешивания вещества между 
подсистемой и внешней оболочкой (ядром и периферией в звёздных системах, галактиках 
и скоплениях галактик). Конкретный физический механизм перемешивания нас сейчас не 
интересует, так как мы говорим только об энергетических оценках. При малых Ф (г) по­
тенциальный барьер для возможного перемешивания будет также мал, и тогда существует 
благоприятный энергетический режим для перемешивания вещества по всей системе в це­
лом. Наоборот, большие значения Ф (г) говорят о высоком потенциальном барьере, который 
препятствует интенсивному перемешиванию вещества в системе. 

Из этих соображений, уравнение (8.31) может быть применено для исследования дина­
мики галактик. В частности, по известному из наблюдений распределению плотности р (г) с 
помощью (8.31) можно оценить возможность существования сверхплотных ядер у некоторых 
сферических галактик, а также их предрасположенность к гравитермической катастрофе. 
Рассмотрим, например, сферическую галактику, погружённую в корону с распределением 
плотности р(г) ос г ~ 2 . Такой короне соответствует логарифмический потенциал 

* ( r ) = a ( l + I n ^ ) f (8.32) 

где i?2 — характерный пространственный 
масштаб системы, а a — некоторая посто­
янная. В этом случае уравнение (8.31) даёт 

Ф(г) = ^ ь ф ( 0 < г ^ Д 2 ) . (8.33) 

Отсюда следует (см. также рис. 60), что ра­
диус плотных ядер в такой короне должен 
удовлетворять неравенству г < R^je. 

Но из уравнения (8.31) можно извлечь 
ещё и другую важную информацию. Диффе­
ренцируя (8.31) по г, получим выражение 

(8.34) 
которое можно рассматривать как дифферен­
циальное уравнение для потенциала (р(г)9 

если функция Ф (г) задана из каких-то дополнительных соображений. Если положить, на­
пример, 

Ф = const (= 0), (8.35) 

то возможны такие варианты: 

Рис. 60. Зависимость от радиуса сферической 
подсистемы г величины энергетического «зазо­
ра» Ф между её вириалом и гравитационной 
энергией. Расчёт сделан для закона плотности 
р (г) ос г"2 

jZ^jL = const; 
dr dr 

(8.36) 
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В первом из них, согласно (8.30), р (г) = 0, и мы приходим к известному случаю Чандрасек-
хара (8.26); во втором же варианте (8.36), который ранее не был известен, уравнению (8.34) 
удовлетворяют следующие простые, но интересные решения: 

if (г) ос г " 1 / 2 , р (г) ос г " 5 / 2 , (8.37) 

где для нахождения р (г) мы вновь использовали уравнение Пуассона. Для проверки най­
денного решения (8.37) заметим, что оно действительно обращает функцию Ф (г) на данном 
интервале в некоторую постоянную (или величину, равную нулю). 

Итак, распределение плотности в гравитирующей системе по закону р{г) ос г " 5 / 2 

замечательно в том отношении, что при нём для любой внутренней сферической подсистемы 
вириал и гравитационная энергия равны друг другу. 

Подчеркнём, что это единственный случай, когда такое равенство имеет место для 
неизолированной гравитирующей конфигурации; ведь Чандрасекхар установил равенство 
(8.26) только в тривиальном случае — для изолированных тел. У нас же подсистема не 
изолирована и имеет верхнюю оболочку. 

Из свойств решения (8.37) заметим ещё, что при нём масса внутри шара радиусом г 
оказывается 

M ( r ) ~ v / r (8-38) 
(заметим, что в изотермическом газовом шаре М (г) ~ г, т. е. в нашем случае плотность 
падает с расстоянием от центра быстрее). Поэтому в случае (8.37) имеет место замечательное 
равенство 

М(г)чр{г) = const. (8.39) 

Квадрат эпициклической частоты в данной модели 

к 2 (г) = | г 2 > 0, (8.40) 

и круговые орбиты, следовательно, оказываются устойчивыми. Ещё один фактор в пользу 
приемлемости закона (8.37) — в умеренном падении квадрата угловой скорости в такой 
звёздной системе: 

П2 (г) - / с 2 (г) ~р (г) ~ г 2. (8.41) 
_ 1 

Легко видеть, скорость вращения будет падать по закону vrot ~ г 4 , т. е. довольно 
медленно. 

Но самое интересное, и это уже подчеркивалось: в модели с (8.37) тензор вириала под­
системы любой формы (не обязательно сферической!) оказывается равен гравитационной 
энергии этой подсистемы. Интерпретируя равенство Ф = 0 как отсутствие потенциального 
барьера для перемешивания вещества в пределах всей конфигурации, интересно отметить, 
что, по данным наблюдений реальных галактик и шаровых звёздных скоплений, распреде­
ление плотности в них оказывается довольно близким 8 к указанному здесь закону «—5/2». 
Следовательно, у большинства галактик потенциальный барьер для перемешивания веще­
ства оказывается очень низким. Отсутствие же потенциального барьера может быть простым 
следствием так называемой бурной релаксации по Линден-Беллу [68]. Если это так, то имен­
но бурная релаксация и является главной причиной образования тех радиальных профилей 
распределения вещества в звёздных системах, которые повсюду наблюдаются. 

Сравните с распределением плотности по астрофизическому закону (15.67). 
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С физической точки зрения заметим также, что распределение плотности по закону 
«— 5 /2» близко к таковому в политропном газовом шаре с индексом п = 5, когда радиус 
шара стремится к бесконечному и внешняя часть гравитационной энергии обращается в 
нуль (см. ниже формулу (8.146)). 

§ 8.3. Гравитационная энергия некоторых эллипсоидальных тел 

Нахождению гравитационной энергии тел в этой книге целиком посвящены главы 12, 13 
и 14. Однако отдельные результаты в этой большой и сложной проблеме мы изложим уже 
сейчас. 

1. Элементарный гомеоид и фокалоид 

Среди оболочек простейшей будет элементарный гомеоид, на поверхности и внутри которого 
потенциал равен постоянной (5.70); для него с помощью формулы (8.8) получим 9 

dW^M = - j l (1) Q l Q 2 Q 3 , (8.42) 

где / (1) дано в (1.39); для сжатого и вытянутого сфероидальных гомеоидов величина / дана 
в (1.44) и (1.45). 

Энергия элементарного фокалоида, потенциал на поверхности которого даётся форму­
лой (5.94) при А = 0, будет равна 

мхг 3 С(й(Мф 0 К ) 2 / х \ 
^ Ф о к = - 1 Q Q l a 2 a 3 [ ' (1) ~ ± 1 1 V (8.43) 

2 2 2 
CL\ Q.2 а>з 

Поскольку масса оболочек не равна нулю, то и гравитационная энергия их также будет 
конечной величиной. 

З а д а ч а 8.3. Доказать, что в общем случае гравитационная энергия однородной эле­
ментарной эллипсоидальной оболочки с поверхностью S (га) равна 

dWo6 (га) = - Щ?- i^dl (m) dMo6 (m) - ^ dAi (m) din (m)^ , (8.44) 

где используются выражения (5.17), (5.18) и (5.99), (5.100). 

2. Однородный эллипсоид, шар и сфероид 

Для сплошного однородного эллипсоида с внутренним потенциалом (6.11) результат изве­
стен: прямое применение формулы (8.3) даёт выражение (1.65). 

Из (165), с учётом конкретного значения / из формул (1.44) или (1.45), следуют выраже­
ния гравитационной энергии сразу для трёх однородных тел: шара (R = а\ = а2 = аз) , см. 
формулу (1.64), а также сжатого (ai = а2 ^ аз) и вытянутого (а\ ^ а2 = аз) сфероидов, см. 
формулу (1.66). 

9 Заметим, что в точках самого гомеоида <р — const и вычисление W по формуле (8.25) даёт нуль. Но этот резуль­
тат не соответствует истине. Действительно, постоянство потенциала на поверхности вовсе не означает равенство 
нулю на ней его производных, и для правильного применения данной формулы следует найти на поверхности 
оболочки градиент потенциала. 



226 ГЛАВА 8. ГРАВИТАЦИОННАЯ ЭНЕРГИЯ и ВИРИАЛ 

Представляет интерес разложить в ряд по степеням е выражения для гравитационной 
энергии сжатого и вытянутого однородных сфероидов. Для этого необходимо учесть то 
тонкое обстоятельство, что у сжатого и вытянутого сфероидов (соответственно) большая 
полуось а\ следующим образом выражается через эксцентриситет е и радиус эквивалентной 
сферы Д 0 : 

I 1 

a i = До (1 - е 2 ) 6 ; ^ = Д 0 ( l - е 2 ) з . (8.45) 
Подставляя эти выражения а\ в формулы (1.66), получим 

^ с ж а т ~ 5 До 
(л _ Л\\ arcsine _ _ 3 GM2 (1 _ 1 4 _ 62 6 _ 11 я ^ . 
1 6 ' ч е ~ 5 До V 45 2835 е 567 е " 7 ' 

(8.46) 
1 

3 G M 2 (* " е 2 ) 3

 1 т | 1 + е _ 3 G M 2 Л 1 д 64 в 58 « ^ 
10 Д 0

 е 1 - е " " 5 Д 0 V 45 2835 2835 "'J' 
(8.47) 

З а д а ч а 8.4. Получить разложения (8.46) и (8.47). 

Важно обратить внимание на следующее. Согласно формуле (1.65), эллипсоиды, имею­
щие одинаковую массу и одинаковый центральный потенциал nGpI, хотя и обладающие при 
этом разной геометрической формой, будут иметь, тем не менее, равные гравитационные 
энергии. Подчеркнём: указанное равенство гравитационных энергий выполняется для одно­
родных эллипсоидальных тел разной формы! Ранее это интересное свойство однородных 
гравитирующих эллипсоидов не было известно. 

Выясним, какие конкретно геометрические места на плоскости (0,2/0,1, занимают 
эллипсоиды с одинаковой ньютоновской энергией. Для ответа на поставленный вопрос 
составим, используя формулы (1.65) и (1.64), отношение энергий 

arccos?/, 

7 = = • уУ" — — т = - . <8-48> 
к к ш а р а Л/ 1 — г/-*2 

где F(.. .) — неполный эллиптический интеграл первого рода, и для краткости обозначено 
х = а г / a i , у = а^/а\. Очевидно, по смыслу здесь 0 ^ 7 < 1. Геометрические места точек 
W3Sl = const мы ищем, таким образом, на плоскости отношений полуосей трёхосного эл­
липсоида. В частности, при х = у и х = 1 (т. е., соответственно, для вытянутого и сжатого 
сфероидов) 

7 = — d L I n 1
 + v^Zf!; 7 = У ' ^ У . (8.49) 

Вид семейства кривых у = у(х) одинаковой гравитационной энергии однородного 
трёхосного эллипсоида (объём и масса которого фиксированы), рассчитанных из неявного 
уравнения (8.48) при некоторых значениях 7, показан на рис. 61. Любопытно отметить, 
что для любого 0 < 7 < 1 существует как вытянутый, так и сжатый сфероид. Переход от 
объёмных тел к дискам на этой диаграмме невозможен. 

3. Дисковый предел однородных эллипсоидов 

Совершая предельный переход ~ - > 0 в выражении (1.65) и учитывая (6.16), получим 
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Рис. 61. Семейство кривых одинако­
вой гравитационной энергии однород­
ного трёхосного эллипсоида (его объ­
ём и масса фиксированы). Цифры 
над кривыми дают величину OTHOIUe-

WM 
ния 7 = — — нормированной энер-

Wшара 
гии эллипсоида. Вытянутые сферои­
ды находятся на главной диагонали, 
сжатые — на правой и верхней сторо­
нах квадрата. Шар, в согласии с теоре­
мой Ляпунова [35], имеет наибольшее 
(по модулю) значение потенциальной 
энергии 

сжатый сфероид сфера 

W — — -
''лиска — р-

К (е) , е = 
5 «1 \ 

1 _ М 
2 ' 

ai 

(8.50) 

где К (е) — полный эллиптический интеграл 1-го рода, энергию неоднородного эллиптиче­
ского диска с плотностью (6.93) (см. § 6.6, случай 1). 

При софокусном дисковом переходе от однородного эллипсоида (см. § 6.6, случай 
2) гравитационную энергию такого диска можно прямо получить из (8.50) заменой там 
а\ —• у/а2 — а\ и е на е из (6.104) 

3 

' 5 л / 5? 

M*G 
? К ( е ) , е = 

\ 
at — cio 

a? 
(8.51) 

Любопытно заметить: вследствие большего ужатия эллипсоида в диск в софокусном случае 
(очевидно, софокусный кружок имеет меньший радиус в сравнении со случаем диска при 
переходе ^ —> 0 ), эта величина энергии превышает энергию (8.50). 

4. Политропный шар 

Для неоднородных газовых шаров, а иногда и для сферических звёздных систем в астрофи­
зике применяется формула Риттера и Бетти [48] 

3 M2G 
Winapa — 5 - n R (8.52) 

где n — показатель политропы. В частности, при п = 0 возвращаемся к энергии одно­
родного шара (1.64). Для Солнца и для газовых звёзд конкретно принимают п = 3. При 
п = 5 расходимость величины гравитационной энергии в (8.52) лишь кажущаяся: на са­
мом деле радиус R конфигурации при этом стремится к бесконечности, так что произве­
дение Игл [(п - 5) R] является конечным (заметим, что политропа с п = 5 описывает так 

п—>5 
называемый шар Пламмера, о нём см. таблицу 3 в конце книги). О политропных шарах см. 



228 ГЛАВА 8. ГРАВИТАЦИОННАЯ ЭНЕРГИЯ и ВИРИАЛ 

5. Оболочки конечной толщины 

а) Гомеоид 
З а д а ч а 8.5. Дан однородный гомеоид конечной толщины, ограниченный поверхно­

стями S (1) и S (га). Вычислить его гравитационную энергию. 
Решение. Мысленно заполним внутреннюю полость рассматриваемого гомеоида одно­

родным веществом той же плотности и применим ко всему эллипсоиду формулу (8.21). 
Имеем 

Wm (1) = Ww (m) + Wr0M {m)-PJ <p2dV. (8.53) 
Ту 

Обратим внимание, что взаимную энергию частей системы — толстого гомеоида и вну­
треннего эллипсоида с поверхностью S (га) — удобно вычислять именно по указанному в 
(8.53) последнему выражению; все расчёты тогда упрощаются, так как потенциал в полости 
гомеоида 

V2 = М Й к т = nGp (1 - m 2 ) / (1) (8.54) 
не зависит от координат и выносится за знак объёмного интеграла. С учётом сказанного, а 

также выражения (1.65) и очевидного соотношения 

МГ0М(т)= ( l - m 3 ) M ( l ) , (8.55) 

получаем в итоге требуемый результат: 

GM2 (т) 1 - § ™ 3 + | ™ 5 

• 

Из формулы (8.56) в пределе га —> 0 следует выражение гравитационной энергии (1.65) 
для сплошного однородного эллипсоида, а в пределе га —> 1 — выражение (8.42) для эле­
ментарного тонкого гомеоида. 

б) Фокалоид 
З а д а ч а 8.6. Найти гравитационную энергию однородной фокалоидной оболочки ко­

нечной толщины. 
Решение. 
Уравнение граничных поверхностей толстой фокалоидной оболочки имеет вид 

~~2 2 ^ 2 2 2 '. 2 ^ 2 2 2~~! 2 = ^' (8-57) 
a{mr a{mz — а\ + а2 а\тг - а\ + а\ 

где для внешней поверхности га = 1, для внутренней i / l - ^ f < m < l . При однородной 

У at 

плотности оболочки потенциал в ее полости равен 

^внутр (m, х) = nGp (1' - A[xj - А!2х\ - А^х\), (8.58) 

где 
Г = / ( 1 ) - Д ( г а ) ; А[ = Аг(1)-Аг(т), (г = 1,2,3). (8.59) 

Искомая величина И^ф0К 0б. входит в уравнение типа (8.53) и мы находим 
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Мф0к.об. (т) = -\nGp2 I | т г а 1 а 2 а з / (1) - V (га) I (га) + 
(8.60) 

+ V (ш) [Ы' - а\т2Хх - (а2т2 - а\ + а\) А'2 - ( а 2 т 2 - а 2 + а 2 ) А'3] \ , 

где 

V ( т ) = | 7 r o i m y ( a 2 m 2 - a? + а\) (а\т2 - а\ + а\) (8.61) 

— объем ПОЛОСТИ оболочки. Здесь величины h (1), А\ (1), А2 (1) и A3 (1)) берутся из формул 
(6.16), (6.18), (6.19), (6.20) соответственно, а Д (га) и все Л; (ш)) получаются из данных 
заменой полуосей 

ах —> a i m ; a 2 —• \Jа\т2 - a 2 + а\\ аз -» \Ja\m2 - а\ + а 2 . (8.62) 

• 

в) Оболочки со сферическими поверхностями. 
Простой и интересной является следующая задача. 
З а д а ч а 8.7. Найти энергию однородной оболочки конечной толщины, представлен­

ной разностью двух не концентрических сфер с радиусами R\ > R2 (рис. 62). Расстояние 
между центрами сфер равно Д, причём 0 < Д ^ R\ - R2. 

Решение. Внутренний потенциал внешней сферы даётся формулой (6.36). При переносе 
начала координат вдоль оси Охз в центр малой сферы 0\ этот потенциал можно записать 
в виде (6.38). Внутренний потенциал в полости однородной оболочки, ограниченной двумя 
сферами, равный разности внутренних потенциалов обоих шаров, даётся тогда формулой 
(6.39). 

Таким образом, взаимная энергия однородного вну­
треннего шара с оболочкой оказывается равной 

w » = ~pjjjv<*dV= ~l*2Gp2Rl[3(Д? - R\) - Д 2 ] • 

(8.63) 
Представим теперь внешний шар состоящим из внутрен­
него шара и указанной однородной оболочки; применяя 
к этой системе двух тел формулу (8.23), находим грави­
тационную энергию самой оболочки 

W<* = ~^*2GP2 + 9Я^ - lbR\Rl + 5 Д 2 Я * ] . 
(8.64) 

• Важнейшие частные случаи формулы (8.64): при Д = 
= Д т т = 0, когда сферы становятся концентрическими, 
оболочка становится эквидистантной и 

Wo6 = -j£K2Gp2 [2R\ + 3R5

2 - bR2R3

2] ; (8.65) 

если же Д = Д т а х = R\ — R2, то одна сфера касается изнутри другой и при этом образу­
ется предельная фигура «лунки» со сведёнными «рожками», потенциальная энергия которой 

Рис. 62. Однородный шар со сфе­
рической каверной. Центры внеш­
ней и внутренней поверхностей 
оболочки в общем случае не сов­
падают 

file:///Ja/m2
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будет равна 

= -j£n2Gp2 [3Rl + 7Rl - 5RXR% (Ri + R2)] • (8.66) 

В дальнейшем (см. § 12.10) этот пример окажет неоценимую помощь для проверки в пре­
дельном случае одной новой интересной формулы. 

Кроме того, при R2 = 0 внутренняя полость заполняется и мы имеем в (8.64) энергию 
однородного шара (1.64). 

6. Эллиптический цилиндр 

Обратимся к нахождению гравитационной энергии на единицу длины для бесконечного од­
нородного эллиптического цилиндра. Подчеркнём, что для решения этой задачи в литературе 
обычно делается предельный переход в выражении для энергии однородного эллипсоида, 
устремляя одну из полуосей к бесконечности. Однако энергии эллипсоида и цилиндра прин­
ципиально не могут быть сравнимы между собой, так как при указанном переходе потенциал 
(см. § 1.2) и энергия расходятся. Требуется перенормировка (исключение бесконечностей) 
энергии, после которой цилиндры можно сравнивать между собой по этой величине. 

Здесь мы получим выражение гравитационной энергии цилиндра иным, прямым спо­
собом, для чего обратимся к формуле (8.6). Ясно, что последний член в ней надо сразу 
отбросить из-за его расходимости. Оставшийся интеграл берётся по всей плоскости. Инте­
грируя сначала по площади сечения цилиндра (4.1) и используя при этом компоненты силы 
(4.8), получим 

Wx = -2M2G а 2 а з (8.67) 
( а 2 + а3) 

Интеграл по остальной площади вычисляется с учётом компонент силы (4.3), (4.4); выглядит 
этот интеграл следующим образом: 

W2 = -4nGp2 (8.68) 
(а2

2 -а2)2 

После перехода к специальным координатам эллиптического цилиндра 

dS = (а2 — a!) (ch 2 v — s in 2 и) dudv\ 

0 < и ^ 27г; ахХЪ(аз/а2) < v < 0 0 , 

(8.69) 

находим 
со 

(8.70) 

апЬ(аз/аг) 
Этот интеграл вычисляется с помощью подстановки th v = t: 

[ (a 2 + a 3 ) 2 a 2 ~ " 3 I " * / 2 

(8.71) 

Постоянная — ~ роли не играет, так что 

Wi +W2 = M2G [in a 2 + аз 
a 2 — аз + lim In (1-х) . (8.72) 
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От расходимости в последнем выражении корректно избавляемся, поскольку расходимость 
первого члена в пределе а2 —> аз кругового цилиндра компенсируется расходимостью во 

1 — х 
втором члене: In _ = 0. В итоге гравитационная энергия цилиндра на единицу длины 
равна 

Wnm = M2G In ( а 2 + о 3 ) . (8.73) 

§ 8.4. Замечания об энергии гомеоидов и фокалоидов 
Согласно формулам (1.65) и (8.56), отношение энергии однородного толстого гомеоида к 
энергии однородного эллипсоида при конгруэнтных внешних поверхностях не зависит от 
размеров и формы этих тел и равно 

WroM (т) / М Г 0 М (т) \ 2 1 " 2 т 3 + 2 т " 

W „ ( l ) V M»W J ( 1 - т 3 ) 2 

(8.74) 

В частности, если берём тела одинаковой массы, отношение энергий изменяется от | 
(гомеоид бесконечно тонкий) до 1 (гомеоид превращается в сплошной эллипсоид). 
Отсюда ясно: при равномерном распылении части вещества внутри полости однородного 
гравитирующего гомеоида произвольной толщины выделяется некоторая часть энергии, 
которую легко найти с помощью формулы (8.74). Если вещество (например, жид­
кость) может проникать внутрь эквиповерхности, то это обязательно и произойдёт, т.е. 
эквипотенциальный слой в этом случае будет неустойчивым. И наоборот: образование 
каверн в гравитирующем теле является энергетически не выгодным. Любопытно 
обращение этой задачи. 

Как известно, закон Кулона подобен закону тяготения Ньютона, и поэтому формулы 
для гравитационной энергии с точностью до знака и единиц измерения пригодны для на­
хождения электростатической энергии заряженных тел. Представим теперь, что эллипсоид 
из диэлектрика с однородным распределением зарядов одного знака по какой-либо внешней 
причине становится проводящим. Произойдёт передвижение зарядов к поверхности эллип­
соида с образованием на нём уровенного слоя в виде элементарного гомеоида с однородным 
объёмным распределением источников поля. При этом, ввиду сохранения заряда, итоговое 
отношение электростатических энергий будет равно | . Очевидно, энергия ^ ^ э л в точно­
сти равна той работе, которую совершает электрическое поле в данном примере. Очевидно, 
уровенноераспределение электрических зарядов устойчиво и образование электрически ней­
тральных каверн энергетически выгодно. 

З а д а ч а 8.8. Вычислить энергию, необходимую для выметания вещества сплошного 
однородного гравитирующего эллипсоида в элементарный фокалоид на его поверхности, и 
показать, что 

- » w = , — 1 г . ( 8 . 7 5 ) 

w3! 

2 2 2 
а\ ai ai J 

Из последней формулы видно, что работа по выметанию зависит от формы эллипсоида. 
Так, в частном случае сжатого сфероида формула (8.75) принимает вид 
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± = ± • < М Ч 

Из (8.76) легко видеть, что для сфероидов с разным сжатием работа по выметанию 
вещества в элементарную фокалоидную оболочку на их поверхность оказывается различной: 
в самом деле, по мере перехода от шара через сфероиды к диску слева направо пробегается 
неравенство 

к dWb0K 

5 < i t < L ( 8 ' 7 7 ) 

§ 8.5. Гравитационная энергия и 
вириал слоисто-неоднородного эллипсоида 

В §§ 6.9—6.11 были получены выражения и изучены свойства потенциалов слоисто-
неоднородных эллипсоидов. Однако для теоретических и практических исследований надо 
знать не только потенциалы, но и другие величины, характеризующие слоисто-неоднород­
ный эллипсоид. Ранее, заметим, масса и тензор моментов инерции уже были получены в 
(6.117) и (6.118). Более сложные свойства эллипсоида характеризует его тензор гравитаци­
онной энергии. 

8.5.1. Тензорный потенциал 

Прежде всего нам понадобятся индексные символы Чандрасекхара 

о с 

Aijk = aia 2 u3 / "Г? ПГЪ—^\ / i ,—ГТТТ> 
J (a? + v) (a* + v) (al + v) A(v) 
о о 

r> л n „ f v dv 
&ijk = aitt2«3 / 7-7 77-5 77-5 Г Т Т Т ' 

обобщающие величины Ai из (1.38); для них, например, 

aj - ai *l - aj 
и тензорное обобщение потенциала (1.9) 

(8.78) 

Ai - Aj Aiaf - AjO?-

V 
причём полный потенциал равен свертке 

/
ш (xi - х'Л (XJ - х'Л 

Р (*') , „з dV, (8.80) 
\х - X \ 

Заменой а* на (т) мы получим теперь обобщения этих символов Aij на Ац (га). Тогда 
внутри однородного эллипсоида тензорный потенциал принимает вид (запишем это выра­
жение сразу для эллипсоида с границей S (га)) 
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2 (Aj (га) - а2 (га) Ац (га)) XiXj + 

+ a 2 (m) Sij (а{ (га) Ац (т) х? 
i=i 

(8.82) 

8.5.2. Гравитационная энергия 

Переходим к главному. Исходя из физического смысла понятия ньютоновской энергии (ра­
бота по рассеянию!) полезно заметить, что выражение для гравитационной энергии будет 
иметь самый простой вид, когда конфигурация собирается переносом из бесконечности сло­
ев равной плотности, начиная с наружного. Символическая формула, выражающая этот 
подход, выглядит так [69]: 

W = J j dV'p{x')d<p(x') 

,m <m 

,(0), 

(8.83) 

где dip (х*) берётся из (6.124), причём ip^0' (га) дано в (6.132). Проведённые нами вычисления 
дают 

1 

W(m) = - T T G J dm2p{m2) 
M(m)^™2 _ i V 1 : 2 ( m ) ^ + AT 2 ; 3(ra) dAi 

dm2 A'^v 'dm2 dm2 
(8.84) 

Это — гравитационная энергия слоисто-неоднородного эллипсоида с геометрической 
границей S (га) при общем законе стратификации поверхностей равной плотности. Фор­
мула (6.118) состоит из трёх членов; здесь все величины нам уже известны, а разности 
моментов инерции ЛГ*; / (га) равны 

Nk;i (т) = hk (™) - 1ц ( т ) , где k,l = 1,2,3. (8.85) 

При гомотетических слоях формула (8.84) заметно упрощается 

т2 

W (га) = -ttG • / - J р ( т 2 ) М (га) d m 2 , (8.86) 

где I дано в (1.39), а масса промежуточного эллипсоида вычисляется по простой формуле 
(вместо (6.117)) 

М (га) = 47raia2a3 J т2р (га) dm. (8.87) 

В частности, при р = const и га = 1 из формулы (8.86) сразу следует известное выражение 
11.65) гравитационной энергии для однородного эллипсоида. 
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8.5.3. Тензор гравитационной энергии 

Действуя аналогично и используя вместо (т) тензорное обобщение (8.82), находим 
теперь тензор гравитационной энергии [69] для слоисто-неоднородного эллипсоида: 

то 

Wij (га) = -nGSij J dm2p ( га 2 ) 
2J« (m) - 2 - (Ai (m) -

dmr 

I 
dm2 

-т2а1 (га) а\Ац (m)) + Af (m) ( m 2 a 2 (m) a?Ai (m)) -

(8.88) 

Свёртка (= Wn) даёт полную энергию W эллипсоида из (8.84). 
З а д а ч а 8.9. Покажите, что для подобных слоев выражение (8.88) становится 

таким: 

ТП 

Wij(m) = —nGSija2 J dm2p(m2) 
-т2Ац(т) + AiM(m) -^Аи(т)1и(т) . (8.89) 

Свёртка этого тензора даёт известное нам выражение (8.86). 
Например, для однородного эллипсоида при га = 1 из (8.89) следует хорошо известное 

= -2AJijy где hj = \Ма2^. (8.90) 

8.5.4. Тензор вириала подсистемы Zij 

Тензорным обобщением вириала гравитационных сил (8.25) будет 

Zij(m)= j p(x)xi^-dV. (8.91) 

V€S(m) 3 

Когда сила притяжения в точке Xi создаётся гравитирующим веществом из того же объёма, 
на которое распространено интегрирование и в (8.91), имеет место равенство Чандрасекхара 
(ср. его с (8.26)) 

[т)^ [т). (8.92) 

Найдём теперь тензор вириала для эллипсоидальной подсистемы, ограниченной поверх­
ностью S (га) . Важно ещё раз подчеркнуть, что равенство (8.92) уже не будет, вообще говоря, 
выполняться 1 0 , ведь <р в подынтегральном выражении (8.91) будет создаваться массой всего 
эллипсоида с границей S (га = 1), в то время как интегрирование в (8.91) проводится только 
по объёму выделенной подсистемы. Представим полный потенциал суммой 

<̂  (*) = </(*) + < / ' ( * ) , (8.93) 

Смотрите, однако, обнаруженный автором особый случай в § 8.2, являющийся исключением из этого общего 
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где (р1 и ^р11 — вклады соответственно от самой эллипсоидальной подсистемы с грани­
цей S (т) и от внешней для неё оболочки, ограниченной поверхностями S (га) и S (га = 1). 
Величина (га) будет состоять также из двух членов. Первый член равен тензору гра­
витационной энергии эллипсоида с границей S(m), рассматриваемого без оболочки; этот 
тензор 

Z/j (ш) = Щ (га) (8.94) 
находится по формуле (8.88). 

Второй член тензора вириала равен 

Z{j{m)= J p(x)xi^-dV, (8.95) 
ves(m) 3 

где в качестве (р11 нужно взять потенциал в полости оболочки (6.134). Находим его: 
1 

Z\l (га) = ^nGSijIa (га) J dm2p (m 2 ) (8.96) 
n2 

Объединяя (8.94) и (8.96), получим 

i 

Zi:i (га) = Wij (га) - 2nGSijIu (m) / dm2p (m2) 4^L. (8.97) 
J dm2 

m 2 

Итак, тензор вириала эллипсоидальной подсистемы в общем случае, когда сплюсну-
тость слоев изменяется с расстоянием от центра, состоит из двух членови. Причина, 
конечно, в том, что в общем случае потенциал в полости от оболочки tp11 (х) из (8.93) — ве­
личина не постоянная, а является функцией от координат. И только в частном случае, когда 
слои оболочки гомотетичны, все dAi /dm2 = 0, и тензор вириала в точности равен тензору 
гравитационной энергии этой подсистемы, рассматриваемой отдельно от оболочки. 

8.5.5. Свёртка Zij 

Свертывая (8.97), находим полный вириал подсистемы 

Z(m) = W (т) + 2 [-Аг (т) N1;2 (т) + I 3 (т) N2-3 (т)] , (8.98) 

где W (т) — гравитационная энергия подсистемы, рассматриваемой без оболочки; этот член 
находится по формуле (8.84) при замене верхнего предела 1 на т 2 . При выводе (8.98) мы 
учли, что для данных в (6.141) величин Ai (т) выполняется соотношение 

Ai (m) + А2 (т) + А3 (т) = 0. (8.99) 

Запись вириала в форме (8.98) удобна тем, что из полученных выше неравенств (6.111) 
и (6.112) можно определённо сказать: если с удалением от центра слои увеличивают сплюс­
нутость во всех трёх главных сечениях, то для подсистемы разность 1 2 Z (т) — W (т) будет 
больше нуля; если же слои с удалением от центра сферизуются, то эта разность меньше 
нуля; равна нулю — если слои гомотетичны. 

1 1 Таким образом, в рассматриваемом случае нельзя отождествлять тензор вириала подсистемы Zij (m) с её 
тензором гравитационной энергии (m), как это сделано в статье Дж.Дж. Бинни [55] (см. Замечания в конце 
главы 15 к § 15.6 ). 

1 2 Обратите внимание: эта разность не эквивалентна введённой в (8.29), поскольку W (г) в последней находилась 
при учёте притяжения вышележащих слоев. 
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§ 8.6. Гравитационная энергия обобщённого гомеоида и фокалоида 

Оболочки нового типа — обобщённый гомеоид и фокалоид, были введены в § 5.13. Гравита­
ционная энергия обобщённого гомеоида оказывается связанной с энергией того однородного 
тела, на котором лежит этот слой. Действительно, подставляя выражения (5.105) и (5.115) в 
формулу (8.8), с учётом (11.11) имеем 

WCN = J10 И^ела PJ£ x grad<pT (aixx + a2x2 + a3tf3)ds|. (8.100) 

Применяя к последнему интегралу формулу Остроградского — Гаусса, после некоторых 
преобразований получим гравитационную энергию обобщённого гомеоида 

Wcn = Iw^n* + J&pJjj ( * V ) 2 VrW. (8.101) 
v 

Здесь W T e n a и tpT — гравитационная энергия и внутренний потенциал исходного однородного 
тела, на поверхности которого создан слой; а 

* " ? * - * < * > $ к - * т £ <8102> 

— производная второго порядка от </?т по направлению единичного вектора х/\х\. 
Работа по выметанию вещества тела в слой будет равна 

Л = W T e j i a - WCJ]) (8.103) 

или, в рассматриваемом случае, 

А = ! ^ т е л а - ^ p j j j ( * V ) 2 VrdV. (8.104) 
v 

Для проверки формулы (8.101) возьмём потенциал однородного эллипсоида (6.14). В 
этом случае обобщённый гомеоид превращается в обычный гомеоид. Как легко убедиться, 
для потенциала эллипсоида 

{xV)2 <рТ = 2 {срТ - nGpI) < 0. (8.105) 

Подставляя эту вторую производную в интеграл в правой части (8.101) и интегрируя, нахо­
дим 

Р jjj\*V)V = W V (8.106) 
v 

Здесь И^эл — гравитационная энергия однородного эллипсоида, данная в (1.65). Поэтому 
гравитационная энергия элементарного гомеоида будет равна 

= \ w m , (8.107) 

и этот результат полностью согласуется со сказанным в § 8.4. 
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где 

По-видимому, для неэллипсоидальных гомеоидальных оболочек выполняется неравен­
ство 

Ж-ом < |^тела, (8.108) 
однако строгого доказательства этого важного результата у нас пока нет. 

Гравитационная энергия обобщённого фокалоида равна 

И̂ фок = И ^ а + \Gp2Q, (8.109) 

Q = jjj sdV = ±jfj{gc*As)2 dV. (8.110) 
Vr VT 

Работа по выметанию вещества тела в обобщённый фокалоид, согласно (8.103) и (8.109), 
равна 

A = -\Gp2Q. (8.111) 

Знак «минус» здесь означает, что работа затрачивается против сил гравитационного поля. 

§ 8Л. Об экстремальности гравитационной энергии однородного 
сжатого сфероида 

Шар передаёт королевские полномочия сжатому сфероиду 

Функционал Q из (8.110) имеет несколько важных экстремальных свойств [50]: 
1) среди однородных тел одинаковой массы и плотности величина Q имеет абсолютный 

максимум только для шара; 
2) функционал Q не имеет локального максимума; 
3) среди всех тел с одинаковыми р, М и моментом инерции по отношению к плоскости 

г г у 
x\dV, (8.112) 

величина Q достигает своего максимума только для сжатого сфероида. 
Поэтому имеет место следующая теорема Антонова и Кондратьева [50] 

Теорема 1, Среди всех однородных тел, имеющих одинаковую массу М и момент 
инерции I относительно плоскости, проходящей через центр масс, однородный сжатый 
сфероид обладает максимальной (по модулю) гравитационной энергией. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Применим метод доказательства от противного. Согласно этому методу предполо­

жим, что существует тело с заданными р, М и / , гравитационная энергия 1 3 W которого 
больше, чем энергия W0 соответствующего сжатого сфероида, для которого также Q = Q 0 : 

W°<W. (8.113) 

Будем покрывать эту фигуру и сжатый сфероид слоями (5.128) один за другим. Такие слои, 
покрывающие фигуру, представляют собой обобщённые фокалоиды; на сфероид же насла­
иваются обычные тонкие фокалоиды. Процесс покрытия слоями продолжается до тех пор, 
пока неравенство (8.113) не превратится в точное равенство. Это возможно в двух случаях: 
когда оба тела превращаются в сферу, или когда первое тело превратится в сжатый сфероид. 

1 3 При доказательстве этой теоремы под W понимается модуль этой величины. 
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Далее мы рассматриваем нормированные величины 

I' = I'M-5'3, W' = W • М ~ 5 / 3 , Q ; = Q . M - 5 / 3 , (8.114) 

а также эффективный эксцентриситет е как функции от переменной 
Как можно показать, в данной задаче мы имеем следующее линейное однородное диф­

ференциальное уравнение 1-го порядка: 

d№ 8W W - 3Gp2Q' 
dl' SI' 2PQ' _ 2 / / 

(8.115) 

2n 

Для анализа данного уравнения представим его решение в форме 

W = Ф ( / ' ) Я ( М ) , (8.116) 

где 
Ф (8.117) 

dV 3PQ° 

Решение последнего уравнения легко находится 

( 1 - е 2 ) 1 / 6 

Ф = - g-^—. (8.118) 
Для функции Я мы получаем уравнение 

d(H-H°) р W'-4nGpI' 

dM 2жМ Q'° _ 21' 
(8.119) 

где Я 0 относится к сжатому сфероиду. 
Отсюда находим, что 

d(H-H°) 

- 4 _ ^ > 0 ) (8.120) 
т. е. 

Дальнейший ход доказательства теоремы является простым. Вспомним, что по дока­
зательству от противного W > W0. Поэтому, в соответствии с неравенством (8.121), при 
покрытии слоями тела сжатого сфероида неравенство W > W0 должно всегда выполняться 
с запасом. Однако, это заключение «А» находится в очевидном противоречии с заключе­
нием «В», следующего из экстремальных свойств (1—3), изложенных выше: при покрытии 
слоями (5.128) как тело, так и сжатый сфероид неизбежно приближаются к сфере. Действи­
тельно, сфера может иметь только одно значение потенциальной энергии 

W' = ^ L . (8.122) 

Для того, чтобы избежать указанного противоречия между заключениями «А» и «В», необ­
ходимо аннулировать неравенство (8.113) и считать, что 

W0 > W, (8.123) 

что и следовало доказать. • 
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Этот результат обобщает замечательную теорему A . M . Ляпунова [35] об экстремально­
сти потенциальной энергии однородного шара. 

§ 8.8. Внутренняя и внешняя части гравитационной энергии тел 

Физическим соображениям о работе, затрачиваемой на образование или заполнение каверн, 
можно придать более строгое математическое обоснование. Возвращаясь к формуле (8.4), 
заметим, что в ней первый член (интегрирование по объёму тела) 

т 

можно рассматривать как внутреннюю часть гравитационной энергии тела, тогда второй 
член (интегрирование по внешнему для тела пространству) 

Re-T S 

(производная по внешней нормали) будет представлять её внегинюю часть. Очевидно, полная 
гравитационная энергия тела есть сумма внутренней её части и внешней: 

WnonH = Wmytp + WmeusH = -±JptpdV. (8.126) 

Т 

З а д а ч а 8.10. Найти величины WeHeutH и WeHymp для однородного (сжатого или вытя­
нутого) сфероида с эксцентриситетом е. 

Решение. 
Уравнение поверхности сфероида имеет вид 

г 2 

Л 

а\ а\ 

или в параметрической форме 

г = а\ sin 0, хз = аз cos в. (8.128) 
Для вычисления внешней части гравитационной энергии сфероида воспользуемся второй 
формулой в (8.125). В нашем случае элемент поверхности, как легко видеть, будет равен 

4 + ̂  = 1. (8-127) 

ds = ai yja\ cos 2 0 + a§ sin 9 • sin 6d9 d\ (8.129) 

где в и A — полярный и азимутальный углы в сферической системе координат. Производную 
по нормали будем находить от внутреннего потенциала сфероида (1.43). С учетом (8.128) 
эта производная вычисляется уже на границе сфероида и имеет вид 

| £ = _ 2 ^ 0 3 ( А 2 в А c o g 2 в ) 
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Таким образом, имеем следующий интеграл для внешней части гравитационной энергии: 

Wemai„ = ~ir2Gp2a\a3 j [Аг s in 2 в + A3 cos 2 в) (I - Aia\ s in 2 в - A3a2 cos 2 в) sin в <№ 

(8.131) 
(предварительно выполнено интегрирование по А). После замены х = cos в этот интеграл 
легко берется и в итоге мы получим внешнюю часть гравитационной энергии для произ­
вольного однородного сфероида: 

WB„eui„ = -\*GpM [I(l + Ai) + Ai (Аз - Ai) а2] , (8.132) 

где М — полная масса сфероида, а 7 — нормированный центральный потенциал. 
Внутренняя же энергия сфероида находится по первой из формул (8.125) и оказывается 

равной 

Wwyip = -jfiirGpAt {2А2а2 + А2а\) = -^GpM [I (1 - Аг) + A i a \ ( 3 ^ - 2)] . 

(8.133) 
Конкретно, подставляя в найденные формулы выражения (1.44), после некоторых пре­

образований для сжатого сфероида, имеем 

3 M2G J v / 1 _ е2 ,3 - 2e 2 (a rcs ine ' 
20 «i 

+2 (2 + 3 

e 4 V e 

l - e 2 \ 

e 4 J 
arcsme _ ^ _ g 2 

3 - e 2 l 
e 4 / ' 

(8.134) 

A\{e) A2(e) 
(8.135) 

где коэффициенты Ai (e) и A3 (e) опять-таки из (1.44). Изменение отношения найденных 
величин с эксцентриситетом сфероида е показано на рис. 63. 

Аналогично, для вытянутого вдоль оси х\ однородного сфероида с учётом выражений 
(1.45) получим 

3 GM2 

80 a i e 6 

w --2LQML 
в н у т р _ 8 0 a i e 6 

4e 2 ( -3 + 2e 2) + 4E (3 - 3e 2 + 2e 4) In ± ± | -

- ( 3 - 4 e 2

 + e

4 ) l n 2 I ± f 

12e2 - 8e 4 - 12E ( l - e 2) In ± ± | + (3 - 4e 2 + e 4 ) In 2 i ± | 1 + e 
e 
(8.136) 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. В частном случае однородного шара е = 0 формулы (8.134) и (8.135) упрощаются 
и дают следующие величины (которые можно получить, конечно, и прямо из формул (8.124) и (8.125)): 

W --±Ы1Я. W --lMl£ (8137) 
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откуда следует интересный результат: 

= 5. 
внутр 

(8.138) 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Среди всех однородных тел результат 
для шара (8.138) представляет абсолютный минимум. Так, 
для самого сжатого сфероида указанное отношение медлен­
но возрастает от 5 до 6 (рис. 63) при увеличении его эксцен­
триситета е от 0 до е « 0.9, и для больших сжатий растет 
уже очень быстро. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Как мы уже знаем из § 5.13, при вы­
метании массы однородного тела в обобщённый фокалоид 
гравитационный потенциал во внешнем пространстве оста­
ётся неизменным. Поэтому величина WeHebUH для обобщённого 
фокалоида и исходного тела также будет одной и той же. 

Рассмотрим неоднородные шары. Прежде всего, 
заметим: в то время как для неоднородного шара V K B H y T p 

зависит от распределения плотности, компонента 

8Н 

о 0.2 
"I •• 
0.4 

1 ч 1 • 
0.6 

П̂ 1 г» 
0.8 1 

1 M2G 
2 R 

(8.139) 
Рис. 63. Отношение внешней части 
гравитационной энергии к внутрен­
ней для однородного сжатого сферо­
ида как функция его эксцентриситета 
е. Для шара это отношение равно 5 определяется только размерами и полной массой шара, 

а от вида закона плотности вообще не зависит. 
Среди неоднородных шаров в астрофизике осо­

бенно часто применяют политропные. В политропном газе давление связано с плотностью 
законом 

р = Кр1+", (8.140) 

где п — показатель политропы. Потенциал такого шара во внутренней точке г связан с 
давлением простой формулой (Чандрасекхар [48]) 

р[г) К 

Подставляя это <р в формулу 

Wnom = -± J <pdM(r) 

(8.141) 

(8.142) 

и интегрируя, получим 

W„ 
К 

= - i ( n + l ) / pdV + Wbhobh. (8.143) 

Последний член в правой части (8.143) записан с учётом формулы (8.139). Ясно, что первый 
член здесь есть не что иное, как WBHyTp. Таким образом, в силу известной формулы 

"полн = - 3 JpdV, 
о 

для политропного гравитирующего шара находим: 

(8.144) 
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^ п о л н " 5 - п R ' 

WBHyrp = ^ ± l w n o m ; (8.145) 

м / _ 1 GM2 _ 5 - n „ , 
"внешн — — 2 д — g " п ' 

Вторая и третья формула в (8.145) получены Кондратьевым. Для такого шара 

"-ilfe-fS- (8Л4*> 
Отсюда ясно, что для политропов вообще п > — 1. В частности, 

/ i = 5, (га = 0, однородный случай ) , 

< ° * " < 2 ) ' (8Л47) (п = 2 ) , 
М < 1 , ( 2 < п ^ 5 ) . 

Возвращаясь к общей теме подчеркнём .разделение полной потенциальной энергии на 
внутреннюю и внешнюю части является новым и полезным приёмом для анализа свойств 
гравитирующих тел. Так, опираясь на него, в § 15.7 будет получена неизвестная ранее 
важная формула для угловой скорости вращения однородной жидкой фигуры равновесия. 

З а д а ч а 8.11. (Поисковая.) В какой элементарный слой надо вымести вещество од­
нородного тела на его поверхность, чтобы энергия этого слоя была равна WMeuiH? Иначе: 
каким должен быть элементарный слой на поверхности однородного тела, чтобы работа 
выметания вещества в него была равна W6Hymp

n. 
Замечание к задаче 8.11: для шара — это просто элементарный сферический слой. Но 

уже для сжатого сфероида вопрос неясен. 

§ 8.9. О внешней и внутренней гравитационной энергии 
однородного эллипсоида и системы из двух шаров 

Два однородных шара с массами М\ и М2 разнесены на расстояние 
2D. Найдём для них внешнюю и внутреннюю энергии. Выражение 
(8.125) имеет теперь вид 

Рис. 64. Геометриче­
ская схема в задаче о 
двух шарах 

1 
8nG 

(8.148) 

Si+S 2 

Интегрирование проводим по поверхностям S\ и S2 шаров. Вна­
чале интегрируем по Si, для чего начало системы отсчёта совме­
стим с центром первого шара. Радиус-вектор точки интегрирования 
R (г, #з) касается первой сферы. Очевидно, \R\ = R\. Тогда суммар­
ный внешний потенциал обоих шаров имеет вид 

<Рвнеш (Г^Хз) = — Ь 
M2G 

yjr2 + ( х 3 - 2 D ) 2 

(8.149) 
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где для краткости обозначено 

4 А •2 + 4-

1. Вычисление внешней гравитационной энергии системы из двух шаров 

Найдём производную по нормали ^ ^ ш н . Компоненты нормали к сфере Si суть 

R\' i ? i ' i ? i ' 

а компоненты grad <^внешн в точках первой сферы таковы: 

рГ 

^внешн /~<х2 ,̂̂ 2 

dip, 

Rl 

m ™ = - M i G ^ | - M2G 
з Я? 5x : 

Pi 

x3-2D 

Pi 

243 

(8.150) 

(8.151) 

(8.152) 

где 14 

Pi = y V 2 + (x 3 - 2Z3)2 = ^R2-4Dx3 + 4D2 (8.153) 

есть расстояние между точкой интегрирования на первом шаре и центром второго шара. 

Комбинируя (8.152) и (8.153), находим производную по нормали 

д<рк 
MiG M2G х\ + х\ + х 3 ( х 3 - 2D) M\G M2G R\ - 2 Р х 3 

Р\ дп R\ Ri 

Интеграл по S\ из (8.148) принимает тогда вид 

Ri 

i G I (Mi , M 2 

5I 

M i M 2 Д? - 2£>*з 

или, в сферических координатах, 

Р? 
(8.154) 

/ = _ С Д 2 / ( Mi + М2 

1 4 lJ V^i ^ / Я * + 4£> 2 -4Z?f l iCOS0, 

Mi м 2 
R\ - 2DRicos9 

( Д 2 + 4£>2 - 4 £ > # i c o s 0 ) 2 

sin0c0. 

(8.155) 

Обозначив 

• 4 He путать это pi с плотностью шара. 
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К - Л . в=Л. 

приведём (8.155) к виду 

_ GM? f 
i + 7 

у/1 + 4к2 - 4ку) 

Подынтегральное выражение приводится к виду 

1 + 
7 ( l - 2 « g ) 

(1 + 4 к 2 - 4ку) 

(8.156) 

dy. (8.157) 

1 + 2 
3 7 + 7 2 , 7 ( 1 - 4 * 2 ) | 7 2 ( 1 - 4 « 2 ) 

+ 2 [ l + 4 « 2 - 4 « t / ] 2 [ 1 + 4к2_4ку]1 2[1 + 4 к 2 - 4 к у ] 2 ' 

Г8 1 

и после интегрирования получим 
(8.158) 

M 2 G Г 

Г 1 ш _ _ _ _ _ 11 - 2к| 1 
" 2 ( 1 - 4 « 2 ) 8 / с Ш 1 + 2« J " 

Далее достаточно рассмотреть случай 

2к > 1; 

выражение (8.159) тогда несколько упрощается 

_ М _ _ M\M2G А _ / _ 4 _ _ , 2 _ l \ 
1 2Й! 4D 16D U « 2 - l 2к — 1У " 

(8.159) 

(8.160) 

(8.161) 

Ивнешн от того интеграла в (8.148), который вычисляется по Найдём теперь вклад в И^нешн 
сфере 5г 

г i f f дУвнешн , с 

l 2 = toGjJ < P ~ a * - b r d S -

Начало системы отсчёта переносим в центр этой второй сферы; внешний потенциал теперь 

(8.162) 

^внешн (г,Жз) = 
M\G 

: + 
M2G 

R \Jr2 + {x3 + 2DJ 

Тогда расчёты, аналогичные проведенным выше, дают 

К 4 7 (8. 
1 1 -I- 9/9 

(8.163) 

h = -
2R2 

2 7

2 (1 - 4/32) 8 7

2 /? | l - 2 / 3 | 

164) 
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При 
2/3 > 1 (8.165) 

выражение (8.164) также упрощается 

т M$G M\M2G M2G ( 1 + 2/9 4/? \ 
h = " W " Ш - " W 2 ^ 1 - 4 ^ T I J * ( 8 Л 6 6 ) 

Итак, при условиях (8.160) и (8.165), складывая (8.161) и (8.166), находим внешнюю 
часть гравитационной энергии системы из двух шаров: 

ш _ т , г M\G M2G M\M2G 
И'внешн " 1 + 2 ~~ ~Ж~ " 2 й Г 2D 
_ M f G / 1 + 2£ _ 4/3 \ MlG ( 1 + 2АС _ 4к \ ( 8 Л 6 ? ) 

16D ^ 2 / 3 - 1 4 / 3 2 - 1 / 16D V 2#с - 1 4 « 2 - 1У * 

2. Вычисление внутренней гравитационной энергии системы из двух шаров 

Находим теперь для системы двух шаров WBHyTV из (8.124). Здесь это выражение разбивается 
на интегралы по объёмам шаров V\ и V2. В первом случае начало системы отсчёта опять 
разместим в центре первого шара. Теперь ( |Я | < Ri) и полный потенциал внутри первого 
шара 

Увнугр = l*Gp (ЗД? - Я 2 ) + (8.168) 

а компоненты grad (рънутр суть 

д^внутр 4 ^ ^ ы п я \ — = --nGpxi - M2G—, d x i 3 р з 

дх3 3 рЗ 

где р\ опять из (8.153). Следовательно, 

( g r a d ^ ) 2 = f J&fje + Mif + S G 2 p . М 2 *1 + *1 + *Ф>-2В) ( 8 ] 7 0 ) 

Pi ^ P i 

Интегрирование (напомним, по объёму шара VI) первого члена из (8.170) даёт 

-^2Gp2Rl (8.171) 

Интегрирование второго члена из (8.170) 

MlG fff d V 

8nG IJJ \R2 + J J [R2 + 4D2 - 4Dx3 ' 
(8.172) 
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сводится к вычислению интеграла 

Rl 7Г 

2тг / / R2smвd9dR ( 8 Л ? 3 ) 

J { (R2+4D2-4DRcos6)2 

Находим его 

/ dx = 1 | 1 1 ) (g 174) 

I [R2 + 4 D 2 - ADRx]2 * D R \(R- 2D)2 (R + 2D)2 J ' 

так что (8.172) будет равно 

M$G ( 2_-_1 _ _ _ \ 
1 1 П 2 — Т + 4 ^ Т / -

(8.175) 
16Х? 1/"2к + 1 ' 4«2 

Интегрирование третьего члена в (8.170) приводит к вычислению двойного интеграла 

R 1 
9 Г о Г (R2 -2DRx)dx 

-pGpM2 R dR / — ^ - (8.176) 

о - l [R2 + AD2 - ADRx] 2 

Внутренний интеграл здесь равен 

i 

/ (R2 - 2DRx) dx R x _ 2D 

Л Rs/R? + 4U1 - 4DRx 
1 [R2 + 4D2 - 4DRx] 2 

Я - 2 D , Я + 2£> _ l , l _ n 

(8.177) 

R(2D-R) R(2D + R) R R 

где вновь учтено неравенство (8.160). Таким образом, интегрирование третьего члена (8.176) 
даёт нуль. 

Вместе, 

Аналогично, интегрирование внутреннего потенциала 

V W p ( Л , Х З ) = hGp (3R2 - R2) + M f = (8.179) 

по объёму V_ даёт 

т 2 ^ ' 
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Следовательно, в целом 

M2G M2G M\G { 2 /3 -1 4/3 
И̂ внутр = h + h = 

MlG ( i 2 /3 -1 
K B H y i p " " ^ " J 4 " " " l O R 7 " 10Д 2 16D 2 Я Г Й М ( " 

^ ^ (8.181) 
MlG f 2#c - 1 4к 1 
16D \ 2 к + 1 + 4 K 2 - 1 J ' 

Сделаем проверку выражений (8.167) и (8.181): в сумме они должны давать полную 
гравитационную энергию двух однородных шаров (см. (8.24)). Складывая (8.167) и (8.181), 
видим, что логарифмы взаимно сокращаются, и в результате действительно получается 
полная энергия Й^олн из (8.24). 

W 
3. Отношение для двух шаров 

**внутр 
Теперь для отношения найденных величин (8.167) и (8.181) докажем важное неравенство 

^ = ^ н е ш н ^ 5 ( 8 1 8 2 ) 

^ в н у т р 

Вначале (8.167) и (8.181) запишем в приведённом виде 

_ l ^ _ = 1 + 2 ^ _ i C l _ / < 2 ) ( 8 Л 8 3 ) 

где мы использовали отношение масс 7 из (8.150) и для краткости обозначили 

Таким образом, следует рассмотреть функцию от параметров к и /3, имеющую вид 

внешн к / с 1 0 , ч 

ц = — = — . (8.186) 

Прежде всего, легко видеть, что при небольших к и /3 отношение (8.186) может только расти. 
Поэтому надо проверить неравенство (8.186) для больших к и /3. Достаточно доказать, что 

- 5 > 0 , (8.187) 
•^внутр 

или, что эквивалентно, 

1 L 4 / r - 1 1 L 4«г - 1 
20 2к 
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Но при достаточно больших к и /3, как можно убедиться, 

1 п ^ — « Д - I n - — « I . — ! _ _ / ? ' i__L * ' 4 / ? 2 - 1 /?' 4 к 2 - 1 ~ " ' ( 8 Л 8 9 ) 

20 2к 

так что (8.188) даёт очевидное неравенство 

7 = ^ 0 . (8.190) 

Таким образом, для двух однородных шаров всегда будут выполняться следующие важ­
ные неравенства: 

^ в н е ш н v. к ^ в н е ш н ^ 5 / о Ю 1 \ 
^ = й т — w — ^ 6 ' ( } 

' к в н у т р * v полная w 

причём точное равенство будет иметь место только при 7 = 0, т. е. для однородного 
одиночного шар. 

4. Отношение ^_?"еш" для одиночного эллипсоида 
И'внутр 

Для однородного эллипсоида с полуосями а\ > а2 ^ аз выполняются, как это следует из 
§ 6.4, неравенства (6.73)—(6.75). Известен, разумеется, его внутренний потенциал (1.37) и 
(см. (1.65)), полная гравитационная энергия 

<р = nGp (I — А\х\ - А2х\ - Л3Х3) ; 
9 (8.192) 

W = -iirGpIM. 
о 

Нетрудно найти отдельно внутреннюю часть гравитационной энергии однородного эл­
липсоида 

JJj [(AlXlf + (А2х2)2 + И з х 3 ) 2 ] dV 
(8.193) 

10 
а также внешнюю её часть 

WW™ = -^irGpM {Аха\ + А2а\ + A3af) + 

+±*GpM {А\а\ + А\а\ + А2 а2) = (8.194) 

- -±nGpM [Ami (4 - 1̂) + А2а\ (4 - А2) + А3а2 (4 - А3)] • 

Таким образом, 

W B „ e u i „ Aia\ (4 - Ах) + А2а\ (4 - А2) + Л 3 а 2 (4 - А3) 
Д = 

^внутр Л?а? + Л | а | + А%а1 

= ^Aia2 + А2а\ + А3а\ _ 1 > 5 

А\а\ + А\а\ + А\а\ ' ' 

(8.195) 
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так как, в силу доказанных нами ранее неравенств (6.73)—(6.75), 

А\а\ +А\а\ +А\а\ ' 2 
(8.196) 

и 

А\а\ 2 0. (8.197) 

Итак, для внутренней и внешней частей гравитационной энергии однородного эллип­
соида выполняется важное неравенство 

которое справедливо, как мы убедились выше, и в случае двух однородных шаров. Под­
черкнём: и здесь случай точного равенства в (8.198) выполняется только при вырождении 
эллипсоида в шар. 

5. Заключение 

Неравенства (8.191) для двух однородных гравитирующих шаров интересны сами по себе 
и, кроме того, важны для некоторых приложений теории потенциала. Однако в общем виде 
(для тел другой формы или систем тел) доказательство подобных неравенств провести пока 
не удаётся. Тем более ценную информацию дают решения тех задач для однородных тел 
(для неоднородных, заметим, ситуация может быть совершенно другой!), где внешнюю 
и внутреннюю части гравитационной энергии можно найти в явном виде. С этой точки 
зрения, точное решение задачи для двух однородных шаров, как и задачи для одиночного 
эллипсоида, проливают свет на общетеоретический характер найденных неравенств (8.191). 
Во всяком случае, контрпримеров им пока не найдено. 

§8.10. Усечённые вириалы 

По определению, полный вириал гравитирующего тела даётся формулой (8.25). Но сейчас 
важно заметить, что, опираясь на тензорное представление вириала (8.91), можно ввести и 
специальные усечённые вириалы, которые будут состоять из суммы двух членов главной 
диагонали матрицы тензора вириала: 

внешн 

внутр 
2 5 (8.198) 

т 

(8.199) 

т 

т 

Оправданием для введения новых величин — усечённых вириалов •— является, прежде 
всего то, что для них имеют место следующие важные равенства: 
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RE 
2 

RE 

г — -ikjff ( £ ) ' « • 
RE 

Здесь в левой части при вычислении величин Zij интегрирование проводится по объёму 

тела, а в правой части интегралы от ( 1 распространяются на все пространство. 

Докажем, например, первое из равенств (8.200). 
Для этого, прежде всего, в первой из формул (8.199) к выражению в круглых скобках 

под знаком правого интеграла добавим и вычтем член хз^-; с учётом (8.25) приводим 
рассматриваемое равенство к виду 

bow , - /// ( g ) V ( M M ) 
T RE 

В интеграле по объёму заменим плотность с помощью уравнения Пуассона 4nGp = —Atp. 
Тогда задача сводится к доказательству равенства 

b G W - j j j b , ^ - I I I {St"' 
Т RE 

Применим к этому выражению первую формулу Грина для лапласиана 

JJJil>ApdV = J J - JJJ (V</0 (Vp) dV. (8.203) 

V S V 
Тогда 

- / / / - I I I ^ ( * > % ) d V - I I < 8 - 2 0 4 ) 

T T s 
Распространим здесь интегрирование на всё пространство. Тогда левая часть, поскольку вне 
тела Аф = 0, не изменяет своего значения. В правой же части при R —> ос интеграл по 
поверхности имеет порядок ~ , и поэтому исчезает на бесконечности. Остаётся равенство 

IX 

-JJJ Aipx^dV = JJJ gradp • grad ( * з | | ) dV. (8.205) 

T RE 

Раскрывая в правой части скалярное произведение, приводим (8.205) к виду 

- - i I f + I I I ( 8 М 6 > 
Т RE RE 
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Подставляя теперь (8.206) в правую часть (8.202) и сокращая два члена, получим 

STTGW = JJJ(gradc^)2 dV. (8.207) 
RE 

Выполняя здесь интегрирование по частям и учитывая, что проинтегрированный член исче­
зает, приходим к равенству 

SnGW = -JJJ (grad ip)2 dV, (8.208) 

RE 

которое тождественно известному (8.5). Доказательство закончено. • 
Об усечённых вириалах можно добавить также следующее. Каждое из выражений 

(8.200) представляет часть энергии тела. Сумма же выражений (8.200) даёт известную нам 
формулу (8.5) полной гравитационной энергии. Далее, складывая в (8.200) первое и третье 
выражения и вычитая второе, имеем полную энергию тела в другом виде: 

w = z » - 4 b t f J { Z ) 2 d v - ( 8 2 о 9 ) 

RE 

Аналогично, круговая перестановка индексов даёт 

RE 

s i s / / / ( £ / " • 
RE 

(8.210) 

Из полученных формул можно получить ещё одно полезное неравенство. Составим из 
(8.200) выражение 

4тгС {(Zn + Z22) - {Z22 + £зз) - (^зз + Zn)] = 

RE 

Здесь, по доказанному выше, 

/ / / {dxi) + ( д х 2 ) (аГ3> 

dV. (8.211) 

?зз = JJJ pX3-7j¥-dxidx2(tx3 = 

т 

(хз - х 3 ) dxidx2dx3dxidx2dx'3 (8.212) //////'• 
т т (Xi - Х[)2 + (Х2 ~ Х2)2 + (Х3 - Х' 3) 2] : 

Заметим теперь, что в последнем интеграле можно менять ролями наборы штрихованных и 
нештрихованных х^: 

Z 3 3 ~ III III ^ ^ " ^ d X l d X 2 d X 3 d X ' l d X ' 2 d X * (8 213) 

(xi - x i ) 2 + (х2 - х'2)2 + ( х 3 - 4 ) 2 ] 
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Полусумма двух выражений для Z33 тогда даёт 

(х'3 - х3)2 dxidx'i 
< 0. (8.214) 

з 
т т [ ( x i - x i ) 2 + (x 2 :'2)2 + (Х3-Х'3)2У 

Следовательно, будет выполняться неравенство 

21 
dxxdx2dx3 > 0. (8.215) 

Ранее это неравенство не было известно. 
З а д а ч а 8.12. Проверить первую из формул (8.200) в случае однородного сжатого 

сфероида, воспользовавшись для расчётов сфероидальными координатами. 
Следует подчеркнуть: все формулы для усеченных вириалов в случае изолированного 

тела выполняются и при замене величин Zn на компоненты Wn. Другими словами, таким 
образом вводятся величины усеченной гравитационной энергии. 

§ 8.1. К понятию гравитационной энергии однородного тела мы подходим, рассматри­
вая вначале взаимную энергию двух тел. Широкие кольца — распространенное явление во 
Вселенной, и задача 8.1 о потенциальной энергии широкого кольца имеет, разумеется, не 
только методическое значение. 

Первоисточник: [21]. 
§ 8.2. На эту интересную задачу автор наткнулся, будучи ещё аспирантом теоротдела в 

ФИАНе. Разумеется, данные в (8.37) частные решения уравнения (8.36) можно рассматри­
вать только как первое приближение к объяснению структуры реальных звёздных систем. 
Любопытно однако то, что при распределении плотности по закону «—5/2» (и только при 
нём!) вириал и гравитационная энергия неизолированной подсистемы оказываются равны 
друг другу. 

Первоисточник: [20] и [21]. 
§ 8.3. Все результаты (кроме формулы Риттера и Бетти) получены автором. Геомет­

рические места равной потенциальной энергии однородного эллипсоида ранее также не 
изучались. 

Первоисточник: [21]. 
§ 8.4. Содержит интересные физические приложения метода. Образование каверн в 

гравитирующем теле является энергетически не выгодным. Справедливо и обратное — за­
полнение пустот веществом самого тела уменьшает его энергию. 

Первоисточник: [20] и [21]. 
§ 8.5. Известное отмечено по ходу изложения, другие результаты — самостоятельные. 

Выражение для тензора вириала эллипсоидальной подсистемы имеет важное значение для 
исследования динамики Е-галактик. Обратим внимание на то, что нельзя игнорировать при­
тяжение внешних эллипсоидальных слоев переменной сплюснутости на элементы внутрен­
ней подсистемы. 

Первоисточник: [20],[21] и [26]. 
§ 8.6. Решается важная и свежая задача о гравитационной энергии неэллипсоидальных 

слоев (обобщённых гомеоидов и фокалоидов ). Само понятие обобщённого софокусного 
слоя впервые появилось в статье Антонова и Кондратьева [50]. 

Замечания 
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§ 8.7. Мы присутствуем на торжественной церемонии, когда однородная сфера передаёт 
свои королевские полномочия, вручённые ей А. М. Ляпуновым [35] , сжатому сфероиду. 

Первоисточник: [50]. 
§ 8.8. Разбиение полной гравитационной энергии на внешнюю и внутреннюю части 

естественно появляется при разделении области интегрирования. В § 15.7 данным приёмом 
будет выведена новая формула для угловой скорости жидких фигур равновесия. 

Первоисточник: [23]. 
Здесь добавлены формулы (8.145) для политропного шара. 
§ 8.9. Новый материал. Задача для двух шаров решается кропотливым образом и служит 

для доказательства в частном случае важных неравенств (8.191). 
§ 8.10. Введение усечённых вириалов делает метод вириала более гибким, что позволяет 

решать новые задачи. 
Первоисточник: [21]. 
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Э К В И Г Р А В И Т И Р У Ю Щ И Е Т Е Л А . 
С Т Е Р Ж Н И И Д И С К И 

Напомним ещё раз классическую теорему Маклорена — Лапласа (которую мы обобщили в 
§ 5.12, а также впервые строго доказали в аналогичном обобщённом виде для тел с лога­
рифмическим потенциалом, см. теорему 7 в п. 4.5.3): однородные софокусные эллипсоиды 
равной массы создают во внешнем пространстве одинаковые гравитационные поля, кото­
рая была давно доказана и применялась только к сплошным однородным эллипсоидам. В 
этом смысле теорема Маклорена — Лапласа себя исчерпала. Для поиска других семейств 
эквигравитирующих тел требуется новый взгляд на всю проблему. Здесь разработан но­
вый подход к задачам об эквигравитирующих телах, который позволяет выйти за рамки 
исследований классиков теории потенциала. 

Проблема эквигравитирующих тел развивается у нас в трёх направлениях. 
Во-первых, вводится понятие отдельного эквигравитирующего стержня и их совокуп­

ностей. Такие стержни могут иметь как реальные, так и мнимые распределения плотности. 
Но если внутри осесимметричных тел существуют изолированные особые точки, тогда 
внешние гравитационные поля можно представить совокупностью стержней и точечных 
масс. В этом отношении интересна задача о шаровом сегменте (большим полушара) из 
§ 9.14. 

Во-вторых, представление внешних гравитационных полей у многих тел с экватори­
альной плоскостью симметрии возможно и с помощью плоских дисков 1 (см. § 9.11). Для тел 
с азимутальной симметрией такие эквигравитирующие диски с вещественной плотностью 
можно, в частности, находить по известным для тел мнимым стержням. В результате удаёт­
ся открыть и изучить цепочки эквигравитирующих тел типа «сфероид (оболочка) — диск — 
стержень». 

В-третьих, у нас для поиска новых эквигравитирующих тел активно используются 
специальные софокусные преобразования (см. главу 10). 

§9.1. Введение 

Напомним (см. выше), что отправным пунктом при постановке всей проблемы эквиграви­
тирующих тел для нас послужили те предельные варианты теоремы Маклорена — Лапласа, 
когда при софокусном «ужатии» вещества однородный эллипсоид вырождается в веще­
ственный плоский неоднородный эллиптический диск или — в частном случае вытянутого 
сфероида — в одномерный неоднородный вещественный стержень. В литературе эти пре­
дельные варианты в деталях обычно не рассматриваются, поэтому вначале напомним их и 
кое-что уточним. 

Из теоремы Маклорена — Лапласа следует, что эллипсоид плотности р с поверхностью 

Ц + Ц + Ц = 1, а 1 ^ а 2 ^ а 3 , (9.1) 
а( а\ ai 

при равенстве масс оказывается эквигравитирующим эллиптическому диску с границей 
1 Эти диски могут быть и неоднородными, а форма их не обязательно должна быть только круговой. 
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at — а% a\-al 
= 1, х3 = О, (9.2) 

и поверхностной плотностью 

V («i - a§)(fl2 " 4) 
где 

Q (m) = m 2 - - (9.4) 
af - a§ a£ - a | 

Например, для сжатого сфероида (ai = а2 > а3) формула (9.3) даёт круглый диск с 
радиусом R = у/а\ - а\ и плотностью 

*(0 = 9 ЛМ 2пА - - г Ч (9-5) 27r(af - ag) у aj - a§ 

исчезающей на границе. 
Далее, для вытянутого однородного сфероида (аз ^ а\ = а2) эквигравитирующим во 

внешнем пространстве оказывается фокальный отрезок на оси Охз длиной L = 2>/а§ - а\ 
с одномерным вещественным распределением плотности 

/х(С) = ^ L - y f l - ^ - y V -yjal-a^t^yjal-al (9.6) 

В связи с введением такого стержня интересно заметить, что радиус сходимости ряда 
Лапласа для вытянутого сфероида равен половине его длины L/2. 

Обратим внимание на то, что в приведённых примерах происходит понижение про­
странственной размерности тел: однородный эллипсоид заменяется эквигравитирующим 
ему диском, вытянутый однородный сфероид — одномерным стержнем, шар — материаль­
ной точкой. Эти примеры демонстрируют одно из важнейших понятий в теории потенциала: 
существование эквигравитирующих тел. Однако тремя указанными случаями в классиче­
ской теории всё и исчерпывается: большего теорема Маклорена — Лапласа дать и не 
может. В данной книге понятие эквигравитирующих тел может быть распространено на 
многие другие конфигурации. Однако такое обобщение связано с введением новых понятий. 

§ 9.2. Переход от вещественного стержня к мнимому: 
случай сжатых сфероидов 

Итак, однородный сжатый сфероид моделируется неоднородным круглым диском с веще­
ственной поверхностной плотностью (9.5). Этот классический результат допускает важное 
и нетривиальное обобщение. 

Теорема 1 (Э - I) . 2 Внешний потенциал однородного сжатого сфероида может быть 
представлен одномерным гравитирующим стержнем с мнимым распределением плотности 

(9.7) 

где ( — чисто мнимая переменная, изменяющаяся в указанных пределах. 

2 Здесь и ниже обозначения вида Э - 1 ... Э - 6 введены для ссылки на эти теоремы в предметном указателе. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Воспользуемся изумительно простым приёмом: от вытянутого сфероида аз > а\ путём 

непрерывной деформации перейдём через сферу к сжатому сфероиду с аз < а\. Очевидно, 
при этом i/a§ — а\ —> i\fa\ — а§, так что из (9.6) сразу получим выражение (9.7). 

Проверка формулы (9.7) по массе элементарна: 

iy/af-ai 
v -1 -з / \ 

М = / /i(C)dC = о y

3 f , / ( 1 + - j ^ - j dC = f тга̂ зр. (9.8) 
По внешнему же потенциалу формулу (9.7) достаточно проверить лишь в точках на оси 
симметрии фигуры. Как известно, внешний потенциал на оси однородного сжатого сфе­
роида имеет вид (6.32). С другой стороны, потенциал мнимого стержня на оси Огг 3 даётся 
интегралом по стержню 

J *з - d(. (9.9) 

Этот интеграл с учётом (9.7) записывается так: 

Wai-al , 

Aiy/di - ai J \ а \ - 4 ) С - *з 
-V°i""a3 

d C (9.10) 

Заменой С = is интеграл (9.10) легко берётся, и мы действительно приходим к выражению 
(6.32). Поскольку внешний потенциал — функция гармоническая, то по известным теоре­
мам анализа о единственности представления этих функций, и по только что доказанному 
равенству потенциалов сжатого сфероида и мнимого стержня на оси Охз, мы утверждаем: 
и во всех других точках пространства их силовые поля будут равны. 

Итак, одномерный мнимый стержень (9.7) действительно будет эквигравитирующим 
телом для однородного сжатого сфероида. • 

§ 9.3» Эквигравитирующие стержни для оболочек: 
метод дифференциации 

Следуя § 5.1, рассмотрим семейство соосных сфероидальных поверхностей S(m): 

где параметр m непрерывно изменяется в интервале 0 < m m i n < т < 1. Этой формулой 
задана внутренняя стратификация вытянутого сфероида с граничными полуосями a i ^ аз. 
Две поверхности семейства (9.11), разделённые бесконечно малым значением параметра 
dm, образуют, как мы знаем, элементарную сфероидальную оболочку. Находя методами 
гл. 5 единственную в данном случае функцию аз(т), можно задавать разные типы сферои­
дальных слоев. 

Остановимся здесь на гомотетических и софокусных оболочках, и рассмотрим вначале 
задачу об эквигравитирующих стержнях для однородных гомеоидов. Применим метод диф­
ференциации (его определение дано в § 2.11). В данном случае аз(т) = 1 и масса оболочки 
с полуосями ma\ и та3 равна 

МГ0М = £7га\азр(т) m2dm. (9.12) 
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Теорема 2. Для тонкого гомеоида с поверхностью вытянутого сфероида, имеющего 
массу Мгом и полуоси та\ < таз, эквигравитирующим во внешней точке является однород­
ный фокальный стержень длиной L — 2гаазе с вещественным распределением плотности 

dmp = | ^ f m d m = 27rp^mdm. (9.13) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Подстановка указанных полуосей промежуточного сфероида 5 (га) в выражение (9.6) 

даёт 

мК0 = ^ К - - ^ 1 - е = 1 - Ц. (9.14) 

Дифференцируя (9.14) по параметру т , находим требуемый вклад (9.13) в плотность полного 
эквигравитирующего стержня (9.6) от промежуточного тонкого гомеоида 3. 

Проверка. Интегрирование выражения (9.13) по всему стержню 

тазе 
[ < W * K (9.15) 

—тазе 

таз< 

с учётом его однородности dmp. = Щ~ даёт, как и следовало ожидать, массу моделируемой 
Li 

оболочки (9.12). Для подтверждения же свойства эквигравитируемости найденного стержня 
и гомеоида достаточно опять убедиться в этом лишь для точек на оси симметрии оси Охз. 
Действительно, потенциал стержня в точке (0, х 3 ) 

фз) = GJ ^ ] d c = ^ £ l n ! l l l (9.16) 

совпадает с внешним потенциалом гомеоида (5.68). Поэтому элементарный гравитирующий 
гомеоидальный слой на вытянутом сфероиде с полуосями max, m a 3 , имеющий массу (9.12), 
действительно моделируется однородным вещественным стержнем указанного типа. • 

Следствие 1. Рассмотрим теперь гравитирующую оболочку конечной толщины, огра­
ниченную подобными друг другу вытянутыми сфероидами (рис. 65), у которой внешняя 
поверхность S(m) с т = 1 имеет фокусы в точках А и D, а у внутренней с m = m 0 < 1 
фокусы совпадают с точками В и С Очевидно, AD — 2азе и ВС = 2 т о а з е . Эквигра-
витирующий стержень для такой оболочки, заполненной веществом однородной плотности 
р9 имеет общую длину AD и состоит уже из трёх частей. Если переменная координата С 
вдоль этого стержня попадает на отрезки АВ и CD, то интегрирование по т вдоль любого 
из них даёт плотность 

азе 
3 Заметим: и здесь работает весьма эффективный метод дифференциации из гл. 5. 

17. Кондратьев Б П 
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на отрезке же ВС плотность оказывается постоянной и равной 
1 

a f а /хп(С) = 27Г/9-£г / mdm = (l - ml) = const. (9.18) 

m= 1 

Рис. 65. Однородная гравитирую-
щая оболочка конечной толщины, 
ограниченная подобными друг дру­
гу вытянутыми сфероидами. Через 
А и D (В и С) обозначены фокусы 
внешней (внутренней) поверхности 
этой оболочки. Эти точки служат 
концами составных частей эквигра-
витирующего стержня оболочки 

Проверка распределений (9.17) и (9.18) по массе элементарна: 

—mqa^e азе moa^e 
л _ 

Моб 
О ' " 

—азе тоаэе — тоозе 

—тогазе » З е т о « з е 

= |тгра?аз (1 - mg) = J /А*С + У /14+ У / ^ 0 (9.19) 

Проверка распределений (9.17) и (9.18) по потенциалу также не сложна, и мы оставляем 
её читателю. 

Следствие 2. Результаты для однородных вытянутых сфероидальных гомотетических 
оболочек легко переносятся и на сжатые а\ = а2 > аз сфероидальные оболочки. Отличие 
заключается лишь в том, что величина L и распределение одномерной плотности у соответ­
ствующих им стержней будут уже чисто мнимыми. Например, вместо (9.13) теперь имеем 
стержень «длиной» 4 L = 2imy/a{ - а% с плотностью 

2г7гра?аз 
dm = mdm. 

Вместо (9.17) и (9.18) теперь соответственно имеем 

(9.20) 

V<*i - а з V а з - ° 1 / 

/*П(С) = -гтгр 
а?аз 

(9.21) 

(1 - Шц) 9= COIlSt. 

4 Для краткости формулировок под «длиной» L здесь подразумевается разность комплексных чисел для точек 
на концах отрезка. 



§ 9.3. ЭКВИГРАВИТИРУЮЩИЕ СТЕРЖНИ ДЛЯ ОБОЛОЧЕК 259 

З а д а ч а 9.1. Проверьте формулы (9.20) и (9.21) по массе и потенциалу. 
Перейдём к нахождению эквигравитирующих стержней для фокалоидов . При софо-

кусном расслоении вытянутого сфероида полуоси промежуточной поверхности в (9.12), 
согласно (5.37), таковы: 

a i (га) = азу/т2 - е 2 , а 3 (га) = а 3 га . (9.22) 

Теорема 3. Для вытянутого тонкого сфероидального фокалоида, ограниченного по­
верхностями S(m) и S(m + dm) и массой 

МфоК(т) = | т г р а | ( 3 г а 2 - е2) dm, (9.23) 

эквигравитирующим во внешнем пространстве является стержень длины L = 2 е а 3 с 
вещественным распределением плотности 

3 2 2 I I dmp{m, С) = Trpaj Ш ~ 6 I 1 — J dm, - е а 3 < С < е а 3 . (9.24) 
\ а з е / 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Вновь проводим его методом дифференциации. Замена полуосей а* в (9.6) на (9.22) 

даёт 

, ч 2 г а ( г а 2 - е 2 ) / С2 \ 

Дифференцируя (9.25) по га легко установить, что вклад в плотность стержня от элементар­
ного гравитирующего фокалоида рассматриваемого типа действительно равен (9.24). • 

Следствие 3. Однородный вытянутый фокалоид конечной толщины, ограниченный 
поверхностями 5(1) и 5(гао), даёт стержень с распределением плотности 

М(то, С) = ¥ (J ~ ш°) (1 - + га0 + га2) (а2 - . (9.26) 

Это соотношение получается интегрированием (9.24) по га от гао до 1. В частности, 
2 

при га0

2 = ra^in = е 2 (1 ) = 1 1 фокалоид превращается в сплошной сфероид, у которого 
ai 

внутренняя полость оболочки вырождается в бесконечно тонкий геометрический вырез в 
виде фокального отрезка. В этом случае мы возвращаемся от (9.26) к формуле (9.6). 

Следствие 4. При расслоении сфероида на сжатые фокалоиды вместо (9.22) теперь 
имеем 

a i m ; а\т; а\ \Jга2 — е 2 ; е = 

так что выражение (9.25) заменяется на 

1 - - § , (9.27) 
ai 

2 
M(m,C) = -У£т2у/^П? (a\ + ^ ) . (9.28) 
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Тем же методом, что и выше, находим распределение плотности в эквигравитарущих 
стержнях для тонкого, а также с конечной толщиной, сжатых фокалоидов (ср. с (9.24) и 
(9.26): 

, , ч m ( 3 m 2 - 2 e 2 ) 
dm/i(m, С) = -™Р 

Мто,О = -Щ- (g " - о • (а? + J ) , <9'29> 

— а\е ^ ~ ^ die. 
г 

З а д а ч а 9.2. Проверить найденные эквигравитирующие стержни для тонкого и тол­
стого фокалоидов (9.29) по массе и потенциалу. 

Углубление темы об эквигравитарущих стержнях (а также дисках) для сфероидальных 
оболочек см. далее в § 10.5. 

§ 9.4. Эквигравитирующие стержни для однородного круглого диска и 
тонкого кольца 

Дан однородный плоский круглый диск радиусом R (рис. 66, а), имеющий поверхностную 
плотность а. 

Рис. 66. Плоский круглый диск (а) и эквигравитирующий стержень для него (б). Пунктиром показано 
расположение испытуемой и текущей точек 

Теорема 4 (Э - 2). Потенциал во внешней точке (г, х3) диска данного вида можно 
представить потенциалом стержня «длиной» L — 2iR с мнимой плотностью 

= -2г'оУЯ2-К2, - Л < j < Л . (9.30) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Спроецируем массу диска на диаметр вдоль оси Ох\. Это даёт одномерный веще­

ственный стержень длиной 2R с массой dM = ii(x\)dx\ в интервале от х\ до х\ + dx\ и 
одномерной плотностью 

ф г ) = 2<jyjR? - х\. (9.31) 
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Сделаем в (9.31) замену 
С = **1, (9.32) 

приписывающую всем точкам стержня чисто мнимые значения 5. Тогда, с учётом dM = 
= /i(C)dC> получим закон мнимой плотности (9.30). «Длина» стержня тоже оказывается 
чисто мнимой L = 2iR. Но его масса 

iR 

м 
-iR 

in п 

= j |i(C)dC = 4 а / л / Д 2 " s2ds = iraR2 (9.33) 

вещественна и равна массе исходного диска. Далее, потенциал такого мнимого стержня на 
оси симметрии в точке ( 0 , х 3 ) даётся, по определению, интегралом 

iR 

Х з _ £ rfC- (9.34) 
-iR 

Делая замену £ = is и избавляясь от мнимости в знаменателе, после очевидных преобра­
зований найдём 

+R 

^ ( х з ) = 2aG\x3\ j V ^ f d s = 2nGa (^JR? + x 2 - |x3|). (9.35) 
-R 3 

С другой стороны, прямое вычисление потенциала диска на оси симметрии по формуле 

R 

Слиска(*з) = 2тгС / а (г)—ф= (9.36) 
^ V V 2 + x 2 

при постоянной поверхностной плотности а приводит, как легко видеть, к тому же результату 
(см. формулу (5.82)). Но поскольку внешний потенциал — гармоническая функция, то по 
известным теоремам анализа указанное выше совпадение потенциалов диска и стержня на 
оси О х 3 гарантирует равенство этих потенциалов и в любой другой точке пространства. 
Найденный диск действительно является эквигравитирующим. • 

Следствие 5. Для одномерного кольца радиусом R и постоянной плотностью / i 0 экви­
гравитирующим является мнимый стержень 

с бесконечной плотностью на концах. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Дифференцируя функцию (9.30) по Я и учитывая, что /г0 = crdR, сразу получим фор­

мулу (9.37). 
Потенциал стержня данного типа в точке (г, х$) равен 

5 Обратим внимание, что замена переменной (9.32), относящаяся только к точкам стержня, разворачивает его из 
плоскости OxiX2 на 90° (рис. 66, Ь). 
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iR 

<p{r,xz) = G j 
-iR 

4GR/JLO 
К 4Дг (9.38) 

( К — полный эллиптический интеграл первого рода) и, как легко видеть, в самом деле 
эквивалентен потенциалу тонкого круглого колечка (3.4), вычисленному прямым методом. 

• 
З а д а ч а 9.3. Найти эквигравитирующий стержень для плоского широкого кольца с 

постоянной поверхностной плотностью о, ограниченного кругами с радиусами R2 ^ Ri. 
Решение. Рассматриваем широкое кольцо как разность двух круглых однородных дисков 

с радиусами R\vi R2. Далее, действуя тем же методом, что и при доказательстве теоремы 
4, в проекции на ось Ох\ находим (см. рис. 67) одномерные распределения плотности: 

в полости 

р (xi) = 2о [yJlQ-xl - yjRl-x2^ , -Rx ^ xi ^ R 

в точках самого кольца 

li{x{) = 2o^R2

2-x2, Ri < < i ? 2 . 

Делая в них замену (9.32), получим 

М (С) = -На {yjB* + С2 - sJR\ + С2) , 

—R\ ^ $ ^ Ri , 

Рис. 67. Широкое кольцо 

М(С) = -2гах/Л24-С2, < 
Ri < у < R2, г 

(9.39) 

-Ri < 2. ^ г -Ri 

Это и есть искомый составной эквигравитирующий стержень для широкого кольца. В част­
ности, при R\ = 0 из него получается стержень для сплошного однородного диска (9.30). 
Проверка по массе и потенциалу для найденного стержня является несложной. Т 

Неоднородные круглые диски и широкие кольца (а также стержни для них) рассматри­
ваются в § 9.10. 

З а д а ч а 9.4. Даны два концентрических и соосных (по диаметрам) тонких круглых 
кольца, плоскости которых наклонены под углом а 

0 < а ^ тг. (9.40) 

Радиусы и линейные плотности у колец могут быть одинаковыми или разными, равными 
соответственно R^l\p^ и R^2\p^2\ Найти суммарный пространственный потенциал 
колец. 

Решение. Система отсчета расположена так, что вклад в потенциал от первого диска 
даётся, согласно (9.38), формулой 

(9.41) 
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Поворотом осей системы координат на угол а выразим новые координаты пробной точки 
г' , х'3 через старые г, х3: 

г' = г cos а + х3 sin а , 

х3 == хз cos а — г sin а. 

Вклад в потенциал от второго кольца в пробной точке (г, х з ) тогда равен 

(9.42) 

„<*> ( г > * 3 ) = , 4 С Д ( 2 У 2 ) К , (9.43) 
У(д(2) + г ' ) 2 + 4 2 

где штрихованные координаты выражаются через прежние с помощью формул (9.42). Кроме 
того, модули эллиптических интегралов имеют вид 

fcd> = 4Я<2> 
^ | ( / ? W + r ) + x i ^ (Д(2) + г / ) 2

 + ^ 

Таким образом, суммарный потенциал двух колец оказывается равным 

<р (г, х 3 ) = <£ ( 1 ) (г, х 3 ) + ц>(2) (г, х 3 ) . (9.45) 

В частности, при а = 0 получим отсюда потенциал двух компланарных, а при а = ^ — 
перпендикулярных друг другу колец. 

Если испытуемая точка (г, Хз) расположена далеко от системы колец, то удобно перейти 
к сферическим координатам с полярным углом в: 

г — #sin0, х з = RcosO. 

Раскладывая выражение (9.45) в ряд по обратным степеням R, находим 

+ § + (9.46) 

где 
c i = G ( A f i + A f 2 ) , 

п (9 47) 
с 2 = [Я 2 Мх (1 + 3cos20) + Я | М 2 (1 + 3cos [2 ( а + в)])] . 

§ 9.5. Пространственный потенциал однородного круглого диска 

В конкретном виде потенциал однородного круглого диска в любой точке пространства 
можно получить несколькими способами. Два из них мы укажем в этом параграфе 6 . 

9.5.1. Через эквигравитирующий стержень 

Применим формулу (9.34). Особенность метода в том, что надо найти внешний потенциал 
и однородного круглого диска, и (одновременно!) стержня с указанным распределением 
плотности. Рассмотрим интеграл 

6 Ещё один, третий, способ нахождения потенциала однородного диска из более общей формулы для потенциала 
неоднородного круглого диска дан в (3.61). 
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V W a ( r , x 3 ) = -IGoi J = • (9.48) 

Делая здесь замену s = - i ( и избавляясь от мнимости в знаменателе, приводим инте­
грал (9.48) к виду 

(г ,х 3 ) = 2Gc J V R 2

l p l

S 4 S {yfp + , (9-49) 
о 

где мы обозначили 

р = г 2 + Жз - s2 - 2гх 3 5, р* = г 2 + х | - $ 2 + 2 ix 3 s . (9.50) 

Извлекая корень из комплексных выражений, находим 

г 2 + х § - s2 + y/{r2+x2-s2f + 4x2s2 

Тогда интеграл в правой части (9.49) 

* VR2 - 5 2 ^ / г 2 + х 2 - s2 + + х 2 - s 2 ) 2 + 4х 2

5

1 2 

/ ^ / ( r 2 + x 2 - s 2 ) 2 + 4 x 2 * 2 

становится вещественным. Делая в нём замену 

х = г2 + х 2 - s2 + у / ( г 2 + х 2 - 5 2 ) 2 + 4 х 2 5 2 , 

после многих преобразований приводим искомый потенциал к виду 

где 

причем 

(9.51) 

ds (9.52) 

Слиска (г, х 3 ) = ^ G o j J { Х С ) Д , (9.53) 

а ^ х > 6 > с, (9.54) 

a = 2 ( r 2 + x 2 ) ; р = 2 х 2 ; 

6 = г 2 -Ь х 2 Д 2 + у / ( г 2 + х 2 - Д 2 ) 2 + 4 Д 2 х 2 > 0; (9.55) 

с = г 2 + х \ _ Д 2 _ у / ( г 2 + х 2 - Я 2 ) 2 + 4 Я 2 х 2 < 0. 

Отметим, что величины Ьи с представляют собой (с точностью до множителя 2) эллипсо­

идальные координаты А и /л пробной точки (см. ниже выражение (9.64)). 
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В итоге, после многих преобразований искомый пространственный потенциал одно­
родного круглого диска принимает вид 

Слиска (Г, * 3 ) = ^ = = | [с + 2 ( Я 2 - Г 2 ) ] К (к) + 

+ ( a - c )E ( f c ) -2x 2 n[^ , f c }. 
(9.56) 

Здесь К (jfc), Е ^ ) и П а~Ь,к 
2г 2 

третьего рода соответственно (см. формулы (7.23)), причём 

— полные эллиптические интегралы первого, второго и 

т 1 — к' г/ 
ТТР' ~ N 

( г - Д ) 2 + х? 

(г + Д ) 2 + х 2 

Подчеркнём: в (9.56) получен интеграл однородного круглого диска во всём пространстве 
(включая и внутренние точки самого диска). 

Для упрощения выражения потенциала диска (здесь и далее) нам могут понадобиться 
формулы 

с модулем 

- , 2 V R T (9.59) 
VV+д) 2 + х 2 

Как легко показать, в частном случае при г = 0 из (9.56) следует известное нам выра­
жение (9.35) потенциала круглого диска на оси симметрии Ох$. 

З а д а ч а 9.5. Докажите последнее утверждение. 

Далее, в главной плоскости диска его внешний потенциал, согласно общей форму­
ле (9.56) при хз = 0, будет равен 

^дисЮ(г) = ^ { г 2 Е ^ ) - ( г 2 - Д 2 ) К ^ ) } ( г > Я ) ; (9.60) 

во внутренних точках диска потенциал 

Слиска (г) = 4GoRE (j^ (г < Я ) . (9.61) 

Разрыва потенциала при переходе через границу диска, как и следовало ожидать, нет. 

9.5.2. Через эквигравитирующий слоисто-неоднородный сфероид 

Весьма поучителен и второй метод нахождения потенциала круглого диска, совершенно не 
зависящий от первого. Метод опирается на доказанный нами в § 10.6 замечательный факт 
эквивалентности внешнего потенциала однородного круглого диска и внешнего потенциала 
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слоисто-неоднородного сфероида из гомотетических слоев с распределением плотности 
(10.58). Подставляя этот закон плотности в выражение потенциала слоисто-неоднородного 
сфероида (1.49), легко приводим интеграл в дисковом пределе к виду 

оо 

2 Слиска = 2G(TR2 j 
А N 

1 Г 2 х \ (JU ГОАТ* 
Д 2 + U U ( Я 2 + и) у/й 

где сг — поверхностная плотность диска, R — его радиус, Л (и р, см. ниже) — корни квадрат­
ного уравнения 

ЖГ- + - = 1. (9-63) R + и и 
имеющие вид 

г 2 + х\ - R2 ± ^ / ( г 2 + а г 2 - Д 2 ) 2 + 4Л2Х2 ^ ^ 
0 = 

Третья эллипсоидальная координата в данном случае вырождается в постоянную и — —R2. 
Таким образом, 

оо > А > 0; 0 2 р2 -R2: v = - Д 2 . (9.65) 

Домножим теперь и поделим подынтегральное выражение в (9.62) на корень, стоящий 
в числителе. Тогда (9.62) приводится к виду 

1 - г 2 хз 

Слиска (г, х 3 ) = 2GcrR2 [ , , d u - (9-66> 
J \/{R2 + и) (и - А) (и - /x) 

В итоге, потенциал однородного круглого диска (9.66) выражается через стандартные 
эллиптические интегралы 

- E ( f c ) 

Я 2 

я2 А + Я 2 

(9.67) 

где модуль 

Полезно и здесь рассмотреть некоторые частные случаи. 

Потенциал в точках на оси симметрии диска Ох$ 

При г = 0 эллиптические интегралы упрощаются 

А = х 2 , р — - Д 2 , К = Е = тг/2, (9.69) 

поэтому 
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- ^ , К ( * ) - Е ( * ) , = - - ^ / ^ | 
О v 

тг/2 

s in 2 Ш 

fc2sin20 

П R2 

R2 + xl 
,0 

Я-/2 

- J ; ъ i - R2 

; Sin 2 в ы * 
R2 + xl 

Тогда из (9.67) действительно получим хорошо проверенное выражение (9.35). 

Потенциал в главной плоскости диска х$ = О 

Случай внешней точки 

Я, А = г 2 - Д 2 , д = 0, 

При этом (9.67) принимает вид (9.60). 
Случай внутренней точки 

г < Л, А = 0, /х = - ( Я 2 - г 2 ) , fc=i 

Выражение (9.61) также получается из (9.67)7. 

Рис. 68. Меридиональные сечения поверхностей рав­
ного потенциала однородного круглого диска. Расчёт 
по формуле (9.56). Радиус диска R = 1, по осям отло­
жены хз/R и г/R. Потенциал убывает от значения 

„ = 0.972 для внутренней кривой до I, = 

7ГСт<7 7ГО<7 
= 0.406 на внешней 

(9.70) 

(9.71) 

(9.72) 

ь 
R 

1.5 

/ /у/^^ол 

1 1 \ \\ч 0 у У! j J ? -с 

Таким образом, выражения (9.56) и (9.67), полученные независимыми друг от друга 
методами, хотя и различаются по форме, на самом деле описывают один и тот же 
пространственный потенциал однородного круглого диска. 

На рис. 68 показаны кривые равного потенциала во внешних точках однородного круг­
лого диска. 

З а д а ч а 9.6. Даны два концентрических и соосных (по диаметрам) однородных 

7 Важно заметить: хотя в данном методе мы делали переход от потенциала сфероида во внешней его точке, в 
итоге нами был получен потенциал (9.67) однородного диска в точках всего пространства. 
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круглых диска, плоскости которых наклонены под углом 9. Радиусы и поверхностные плот­
ности , и RW, <т(2) у этих дисков могут различаться между собой. Найти суммар­
ный пространственный потенциал таких дисков. 

Решение. Оно находится совершенно аналогично решению предыдущей задачи (9.4) 
для колец, лишь вместо (9.38) надо взять, естественно, потенциал круглого диска в форме 
(9.56) гош же в форме (9.67). Т 

§ 9.6. Нахождение эквигравитирующих стержней для объёмных тел 
методом расслоения на диски 

Из дисков и колец можно сконструировать самые разные объёмные осесимметричные 
тела. Полагая далее круговой диск или кольцо теми элементами, для которых известны 
эквигравитирующие стержни, сводим далее задачу к объединению таких элементарных 
стержней для всего тела. Объединение эквигравитирующих стержней для объёмного 
тела будем выполнять методом синтеза. Но следует сразу подчеркнуть, что отнюдь не все 
диски или кольца могут делать вклад в полный заменяющий стержень. Этот вопрос 
надлежит решать конкретно в каждой задаче. 

Дано однородное осесимметричное тело (рис. 69, а), меридиональное сечение которого 
описывается (полностью или частично) функцией R — R(h) и й - радиус диска, располо­
женного на высоте h. При этом на поверхности и внутри фигуры допускается существование 
конечного числа особых точек 8 (на поверхности это точки излома контура, внутри особые 
точки аналитического продолжения внешнего потенциала внутрь тела). 

а б 

Рис. 69. Меридиональный контур осесимметричного тела с сечением элементарного диска радиусом 
R(h) (выделен жирным); а — до поворота; б — наклоненное на 90° вправо изображение этого тела на 
комплексной плоскости. Стрелками показано направление обхода контуров интегрирования 

Эти особые точки тела будут служить концами одномерных заменяющих отрезков 
(одного или нескольких, обоснование см. в § 9.8). Чтобы такие отрезки действительно 
являлись эквигравитирующими для объёмного осесимметричного тела, должна 
выполняться следующая теорема. 

8 Вопрос о существовании и числе особых точек в каждом конкретном случае сводится к исследованию функции 
комплексного переменного из (9.73) или, что эквивалентно, к исследованию потенциала у? (С)- Об этом 
подробнее см. в гл. 11. 
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Теорема 5 (Э - 3), Для однородного осесимметричного тела плотность распределе­
ния гравитирующего вещества в точке С на одномерных замещающих отрезках даётся 
интегралом 

/х(С) = -2ip J y/R?(h) + {<;-h)2dh. (9.73) 
hi 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Представим тело состоящим из круговых плоских дисков толщиной dh и поверхностной 

плотностью р dh. Тогда, согласно (9.30), потенциал любого из промежуточных дисков может 
быть представлен элементарным гравитирующим отрезком (рис. 69, б) с распределением 
плотности 

d/i(C) = -2ip^/R2{h) + {(-h)2dh, (9.74) 

причём сам потенциал имеет вид 

М*з) = -2iGpdh I V * W + ( C - * ) ' 
J xz-Q 

Полный потенциал находится интегрированием вкладов от всех элементарных отрезков 

, ч Г Г \/Я 2(Л) + (С - h)2 

фз) = -2iGp Jj ^ жэ-С dhdt' (9.76) 

Любой интеграл по элементарному отрезку можно заменить половиной интеграла по кон­
туру, плотно охватывающему этот отрезок (см. рис. 69, б). Расширяя теперь этот контур 
до меридионального сечения фигуры (а это можно сделать, так как никаких особых точек 
при раздувании контура мы не встретим) и поступая так с контурами вокруг всех других 
элементарных отрезков, в итоге потенциал (9.76) всего тела заменяем контурным интегралом 

фз) = - i G p j ^ ^ ( j . (9.77) 
С \}ц / 

Подчеркнём, что переход от (9.76) к (9.77) стал возможен вследствие замены интегри­
рования по любому из промежуточных стержней интегрированием по одному и тому же 
контуру С — сечению тела комплексной плоскостью ( = хз Л-гг. Как известно, сумма таких 
контурных интегралов может быть заменена единственным контурным интегралом от 
суммы подынтегральных выражений. Поскольку сам контурный интеграл (9.77) сводится, в 
свою очередь, к одному или нескольким интегралам по одномерным стержням (подробнее о 
редукции контура интегрирования см. § 9.8.2), то полная плотность на каждом итоговом 
стержне действительно даётся выражением (9.73). • 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Здесь рассматривается только случай, когда потенциал <р(() имеет лишь две осо­
бые точки и тело имеет, следовательно, один заменяющий стержень. Относительно выбора пределов 
интегрирования в (9.73) должно быть следующее. Если порядок алгебраического уравнения для неиз­
вестной h 

Д 2(Л) + (С"Л)2 = 0 (9.78) 
больше или равен двум, то оба предела интегрирования h\ и hi должны быть среди корней этого 
уравнения. Если же уравнение (9.78) первого порядка, то его решение даст только один корень fo, а 
нижний предел для переменной h подбирается тогда из дополнительных условий задачи. 
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Однако в некоторых случаях ситуация со стержнями может быть более сложной. Если 
особых точек у функции потенциала больше, чем две, то стержень может быть либо 
составным (в § 9.15 приводятся примеры), либо стержни образуют целые конструкции (или 
«скелеты», примеры см. в § 9.8). 

§ 9.7. Эквигравитирующие стержни для однородного сжатого сфероида 
и тонкого шарового сегмента 

Для этих тел стержни являются цельными. 
З а д а ч а 9.7. Найти данным выше методом стержень для сжатого сфероида. 
Решение. В этом случае 

R2{h) = a\{\-^j, (9.79) 

и выражение (9.73) для плотности записывается в виде: 

h2 

р(0 = -2ipj ^ - Q - 1̂  Л2 - 2(h + С2 + а\ dh. (9.80) 

hi 

Здесь h\ и hi — корни квадратного уравнения 

а\ - ад а{ - а£ 

решения которого 

ащз (-С^±л/С2 + а?-а^) 
hi,2 = ^ — з (9.82) 

Особых точек здесь две, так что заменяющий стержень в данном примере только один. 
Поэтому выражение (9.80), представленное в виде 

р(0 = -2г/У 0" а з °» J y/fa-hKh-hiidh, (9.83) 
hi 

h2 

после интегрирования с учётом пределов (9.82) даст 

М(С) = -гтг/з-фЦ (1 + . (9.84) 

Этот результат для сфероида совпадает с (9.7), найденным там другим способом. Т 
З а д а ч а 9.8. Найти эквигравитирующий стержень для шарового сегмента, не пре­

восходящего полушар. 
Решение. Выделим сечением в нём круглый диск на высоте h (рис. 70) с радиусом 

r m (h) = y/a2-2h {R-H)-h2 (9.85) 
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Рис. 70. Сечение гравитирующего 
шарового сегмента с острыми края­
ми, имеющего высоту Н. На проме­
жуточной высоте h расположен эле­
ментарный круглый диск толщиной 
dh. R — радиус образующего шара 

Rt 

о 

и толщиной dh. Тогда для шарового сегмента, согласно (9.73) и (9.74), получим 

М О 

#х(С) = ~2ip J л/а2 4- С2 - 2Л, (С + Я - Я ) dh. (9.86) 
М О 

Под интегралом в (9.86) находится полином первого порядка относительно неизвестной 
Л. Из него следует, что верхний предел равен 

Что касается нижнего предела, то легко видеть, что в данном примере следует взять h\ = 0. 
С учётом указанных пределов интеграл (9.86) равен 

2 , > 2 + < 2 ) 3 / 2 

/*(0 = - | < Р с + д _ д ; - а < | < а . (9.88) 

Обратим внимание, что распределение плотности в найденном стержне асимметрично 
относительно его геометрического центра. Наличие такой асимметрии в стержне скажется, 
в частности, в том, что для сегмента не существует эквигравитирующего диска. 

Проверка формулы (9.88) интегрированием по С подтверждает, что масса найденного 
стержня 

М = тгрЯ 2 - ^ (9.89) 

действительно равна массе сегмента. Потенциал же стержня с плотностью (9.88) во внешней 
точке (0, хз) , как можно показать, равен 

2 
<А>егм(#з) = з71"̂ /9 

, (9.90) 

и действительно совпадает с внешним потенциалом сегмента, вычисленным на оси Охз 
прямым способом. Т 

З а д а ч а 9.9. Доказать (9.90). 
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Решение. Это сделано в (12.151). • 
Таким образом, стержень с чисто мнимой плотностью (9.88) является эквигравитирую-

щим данному сегменту 9. 
З а д а ч а 9.10. Найти внешний потенциал однородного шарового сегмента. 
Решение. Рассмотрим шаровой сегмент, не превосходящий полушар (Н < R). Его 

внешний потенциал находим с помощью эквигравитирующего стержня (9.88): 

Заменой С = is и преобразованиями приводим (9.91) к виду 

v W r , *3) = j V a 2

L *2 ^ — — - ij [(Д - Я ) yfL + x~+ sVT^] <b, 

° (9.92) 
где 

x = r 2 + x 2 - s 2 ; y = 2x 3 s; L = \Jx2 -by 2 . 

Анализ показывает, что в произвольной внешней точке (г, хз) интегралы в (9.92) ги­
перэллиптические. В связи с этим любопытно отметить, что у линзы, образованной двумя — 
«подошва к подошве» — сегментами, внешний потенциал всё же выражается через полные 
эллиптические интегралы, см. раздел 10.13.4! 

Однако на оси симметрии г = 0 потенциал сегмента, как показано в (9.90), выражается 
через элементарные функции. Кроме того, в плоскости «подошвы» сегмента, когда хз = 
= 0, у = 0, L = х = г 2 — 5 2 , внешний потенциал сегмента принимает вид 

о 
и выражается через полные эллиптические интегралы: 

* W (г,0) = \Gp(R - Н) г { г* а \ Д 2 К (к) + * 4 , П [п,к] - Е (*)) , (9.94) 
6 I г г 2 (Д - Я ) J 

причём 

fc=fi<l; п = ^ Ц , 

Подчеркнём: формула (9.94) эквивалентна (10.219), полученной, кстати, совершенно другим 
методом. 
Переход к полушару 
Дня потенциала на оси симметрии: 

2 
<Агалушара(#з) = ^Gp 

Д 3 + ( Д 2 + Х § ) ^ X2_3R2 

х3 - з 2 

(9.95) 

9 Подчеркнём, что стержень с плотностью (9.88) описывает сегмент, не превосходящий полушар (Я ^ R). 
Случай сегмента, большего, чем полушар, исследован в § 9.14. 
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в пространстве 

я 
<Люлушара (г, Х 3 ) = —^-~GP / £ S\/L - X(is (9.96) 

о 
(гиперэллиптические интегралы); в плоскости подошвы 

п̂олушара (г, 0) = -j^nGp^-. (9.97) 

Заметим, что при переходе к полушару (к = R - Н —• 0) в (9.94) требуется найти любо­
пытный предел 

П \п (к) , к] -г 
ton 1 у ' J = ^ . (9.98) 
к—о * 2R 

• 

§ 9.8. Нахождение эквигравитирующих стержней осесимметричных тел 
с помощью интеграла Коши 

Теория функций комплексного переменного позволит нам сейчас доказать и обосновать само 
существование эквигравитирующих отрезков у тел с азимутальной симметрией и, более 
того, независимым от прежнего методом находить мнимые или вещественные одномерные 
распределения плотности вещества на них. 

9.8.1. Применение интеграла Коши для ньютоновского потенциала 

Используя фактическую двумерность объёмного осесимметричного тела, для задания формы 
которого достаточно координат х$ и г = у/х\ + х\, введём изображающую комплексную 
плоскость С = #з т- гг. На этой плоскости тело Т окружим двумя контурами Г и Г ь такими, 
что пробная точка Р (0, ж 3 ) на полярной оси находится между ними (рис. 71). 

Тогда, согласно теории интеграла Коши (см., например, [40]), потенциал тела в точке 
Р можно записать в виде разности двух контурных интегралов: 

v (хз) = - L I Ш . ^ - J - I ^ L d C (9.99) 
2тп J С ~ *з 2тп / С ~ 3̂ 

Ti г 
Будем теперь неограниченно расширять внешний контур T i ; тогда первый контурный ин­
теграл в (9.99) исчезнет (поскольку потенциал тела на бесконечности обращается в нуль), 
и у нас останется только модифицированный (испытуемая точка — вне контура!) интеграл 
Коши 

г 
Им в дальнейшем мы и будем пользоваться. 

9.8.2. Редукция контура Г к отрезкам и материальным точкам 

Оставшийся интеграл (9.100) будет отличен от нуля, поскольку внутри контура Г обязательно 
есть особые точки А, В, . . . функции </?((). Сама же функция </?(£) получается простой 
заменой хз на ( = х$ + г г в потенциале (р (хз) тела на оси симметрии во внешней точке 
(0, хз) . Строго говоря, данная функция (р ( х 3 ) может быть многозначной и следует выбрать 

18. Кондратьев Б П 
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Рис. 71. Сечение осесимметричного тела в комплексной плоскости z = хз + ir. А, В, С и D — 
особые точки функции <р (С) внутри контура. Испытуемая точка Р расположена между внутренним Г 
и внешним T i контурами. Стрелками показано направление обхода по редуцированному контуру 
интегрирования 

именно ту её ветвь, которая при очень больших £ ведет себя как у? (С) ос С"1- Не изменяя 
значения интеграла (9.100), начнём стягивать контур Г от самых удалённых окрестностей 
внутрь к телу и, деформируя этот контур, натянем его на указанные особые точки. Получится 
стержень (если особых точек только две), или некий многоугольник (если особых точек 
больше двух). 

Подчеркнём, что стягивание контура представляет собой процесс аналитического 
продолжения для выбранной нами ветви функции <р (С). 

На заключительном этапе мы деформируем контурный многоугольник и превращаем 
его, в зависимости от числа особых точек, в один стержень или систему стержней, образую­
щих эквигравитирующий каркас исходного тела. В итоге, именно таким образом в пределе 
мы получим один — если особых точек две — или несколько (если особых точек больше) эк­
вигравитирующих отрезков 1 0 (рис. 71). Но необходимо подчеркнуть, что если число особых 
точек нечётное, то кроме стержней, в наборе эквигравитирующих элементов какого-либо 
тела появятся и изолированные материальные точки. 

Рассмотрим один из полученных таким образом стержней, например ВС (см. рис. 72). 
Одномерная плотность р(() на выбранном стержне даётся, согласно (9.100) и с учётом 
обычного правила изменения знака d(, разностью значений рассматриваемой функции на 
двух ветвях: 

1 0 Необходимо отметить: поскольку на последнем этапе деформация контурного многоугольника может произ­
водиться разными путями, то получаемые при этом системы стержней для одного и того же тела также могут 
несколько различаться между собой. Но не смотря на это, такие контуры должны описывать гравитационное по­
ле одного и того же тела! Кроме того, если в результате редукции контура выделяются изолированные особые 
точки для аналитического продолжения внешнего потенциала, то кроме стержней в комплект эквигравитирующих 
элементов будут входить и изолированные материальные точки. Примеры комбинаций стержней и материальных 
точек нам встретятся ниже в § 9.14 и § 9.15. 
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В 

Рис. 72. Одномерный эквигравитирую­
щий стержень крупным планом. Через 
(рп (£) и ip\ (£) обозначены значения по­
тенциала на разных ветвях 

ReC 

Рис. 73. Эквигравитирующий стержень в ком­
плексной плоскости z, ограниченный особыми 
точками А и В. Штрихами изображён контур 
интегрирования, огибающий данный стержень 

м(С)= 2 ^ [ и ( С ) - Ы 0 Ь (9Л01) 
П р и м е р 3. Дан однородный круглый диск (см. рис. 66, а) с потенциалом на оси 

симметрии у?(хз) из (9.35). Сделаем в этом выражении указанную выше замену хз —* 
С = #3 + гг. Изображение диска поворачивается тогда на 90° (рис. 66, 6"), а потенциал 
принимает вид 

у>(С) = 2тгСсг(л/Д 2 + С 2 ~ С) (9.102) 

и имеет требуемую асимптотику ф ос С - 1 при |£| > Д. 
Особые точки (точки ветвления!) здесь С = ±гД, так что контур Г даст в пределе 

именно один отрезок В А (рис. 73). При огибании особых точек А и В радикал \JB? + С 2 

изменяет свой знак, так что 

V?i(C) = 2 7 r G a ( N / S ^ K J - c ) , 
4 / , J ч (9.103) 

ЫО = -2тгСа ( ч / ^ Т С ^ + С) 
и, согласно (9.100), в целом для стержня В А мнимая плотность в точке С будет 
равна 

II (С) = -2гс7х/Д 2 + С2> - Д < £ < Д, (9.104) 

что совпадает с выражением (9.30), найденным там другим путём. 

З а д а ч а 9.11. Найти эквигравитирующие стержни для однородного, ограниченного 
по высоте прямого кругового цилиндра (рис. 74, а). 

Решение. Внешний потенциал такого тела на оси Охз после замены хз —» С даётся 
выражением 
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<р(0 = *Gp 
(С + я у я ? + (С + Я ) * - (С - HWB? + ((-H)4 

(9.105) 

причём при последнем члене знак «—» следует брать при хз ^ Я , а « + » при хз < - Я . 

2Н О 

Imz 

-Я+/7? 

-н-т 

Я+/Я 

Rez 

я-/я 

Рис. 74. Круговой цилиндр высотой 2 Я (а) и конструкция для него из трёх эквигравитирующих 
стержней (б) 

При нахождении эквигравитирующих отрезков для такого тела последний член в (9.105) 
можно опять вычеркнуть (см. пример с диском), так как он не даст никакого вклада 
в контурный интеграл (9.100). Особые точки подынтегральной функции <р(() здесь С = 
-Н ± iR; С = Н ±iR. Контур Г после редукции сводится к трём отрезкам (см. рис. 74, б). 
Имеем: отрезок С В с концами Н - iR, Н -f iR и плотностью на нём 

/*i(0 = ~\iP | р а 1 п с - * - У * ч - к - * > а 

С - я + у Д 2 + ( С ~ я ) 2 

отрезок DA с концами - Я — гЯ, — Я + гД и с плотностью 

-2 (С - H)y/R* + (C-H)*+ 
(9.Ю6) 

2(С + Я ) Л / Д 2 + (С + Я ) Н 
(9.107) 

С + я - у я 2 + (С + я ) 2 

Далее, поскольку в точках 1 и 2 на рис. 74, б значение In |с - Я + y/R2 + (С — Я ) 2 | раз­
личается на 2ттг, то возникает ещё и третий отрезок EF длиной —Я ^ ( ^ Я с постоянной 
вещественной плотностью 

Мз (С) = npR2 = const. (9.108) 
Вклады в массу от отрезков С В и DA, 

Mi = -inpR3] М2 = гтгрД 3, (9.109) 

оказываются чисто мнимыми и, кроме того, сопряжёнными друг другу. Следовательно, при 
сложении эти вклады взаимно сокращаются. Таким образом, вклад в массу цилиндра даёт 
только вещественный отрезок EF: 

M = 2irpR2H. (9.110) 
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Но вклад во внешний потенциал цилиндра дают все три найденных отрезка. Таким 
образом, потенциал цилиндра данного типа оказывается равен сумме трёх интегралов: 

У>цил = < 3 ( / i + / 2 + / 3 ) , (9.111) 

где 

Я+гЯ 
РЧ (О 

H-iR \ Д - 2 + (*3 -С) : 

(С) 

=<*С; 

-Я+гЯ 

-H-iR ^/г2 + ( х 3 - С ) 
(9.112) 

/ 3 = тгр Я 2 In 
yJr2 + {H-x3)2 + H-xz 

^ / г 2 + (#+ х з ) 2 - # - х 3 

Эти аналитические результаты были проверены численно. Т 
З а д а ч а 9.12. Найти эквигравитирующий стержень для тонкой «шапочки» на сфере. 
Решение. Пусть «шапочка» АС В на сфере радиу­

сом Д имеет угол раствора 2а и поверхностную плот­
ность а (рис. 75). Начало отсчёта выберем в центре 
сферы и ось Охз сделаем осью симметрии «шапочки». 
Тогда потенциал для неё в точке (0 ,хз) после замены 
#з —• С дается при z > R выражением 

у?(С) = 2nGaR 
v/C 2 ~ 2i?Ccosa + Я 2 - Я + С 

(9.113) 
Здесь есть две особые точки С = R е ± г а , так что 

«длина» искомого отрезка равна L = 2iRsina. В чис­
лителе (9.113) вклад в контурный интеграл (а значит, и 
в плотность стержня) даст только радикал. Следователь­
но, эквигравитирующий стержень имеет распределение 
плотности 

в 

Рис. 75. Тонкая гравитирующая 
«шапочка» на сфере радиусом R 

л/С 2 -2RCcosa + R2 

/х(С) = - 2 г Д < т ^ 1 1 , L = Я(е'« - е-"*). (9.114) 

Очевидно, и здесь радиус сходимости ряда Лапласа равен ^ . Т 

§ 9.9. Эквигравитирующий «крест» для однородной симметричной 
линзы, ограниченной двумя параболоидами вращения 

Найдём эквигравитирующие стержни для однородного тела в виде линзы, ограниченной 
двумя параболоидами вращения. 
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Рис. 76. Симметричная линза, ограни- Рис. 77. Стягивание контура интегриро-
ченная сверху и снизу параболоидами вания у параболоидной линзы в «крест» 
вращения вокруг оси Охз. Точками от­
мечены фокусы. 

Дано однородное (плотности р) тело, ограниченное сверху и снизу параболоидами 
вращения (рис. 76). Выбрав начало цилиндрической системы координат в точке О, запишем 
уравнение верхней 

2p(h-x3) = r2 

и нижней 
2p(h + х 3 ) - г 2 

(9.115) 

(9.116) 

парабол линзы. Здесь h — полутолщина линзы, | — расстояние между вершиной параболы 

и точкой её фокуса. 

Объём линзы равен 

h 

V = A7rpj{h- х' 3) dx'z = 2тгрЛ2 = тгг§Л; где r 0 = y/2ph, (9.117) 

так что её масса М = ттрт^к. 
Потенциал на оси симметрии Охз 

h г 

<р(х3) = 2irGp I I dx' 
0 I Vf'2 + (^3-4)2 ^ V v/r'2 + ( x 3 - X : q vA' 2 + (x3 >)2 

после проведения интегрирования и преобразований можно записать в виде 

MG 
Л 2 

' х | + 2ph - х 3 + | + х3 - h 
хз+р- y/x% + 2ph 

In = + 

+ хз + h - I In 
\/xf+2ph -хз+р 

(9.118) 

(9.119) 
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В частности, при больших хз потенциал <р(хз) имеет нужную асимптотику 

Особые точки в формуле (9.119) появляются: 

а) при обращении в нуль радикала \Jx\ + 2pft, т. е. при 

ж 3 = ± < ^ 2 р Л ; (9.121) 
б) в точках фокусов обоих парабол, поскольку в них обращаются в нуль аргументы у 

логарифмов. Расстояния до фокусов от центра линзы 

х 3 = ± ( А - £ ) . (9.122) 

На плоскости £ = #з + ir линза повернута на угол ^ (рис. 77). Внешний контур в 
интеграле Коши (9.100) при стягивании образует «крест»: вдоль оси симметрии фигуры 
между точками фокусов парабол расположен фокальный вещественный стержень длиной 
2ft — р, поперек ему — мнимый стержень. 

Найдем плотность на вещественном отрезке. При огибании точки h — | радикал 

/ л , 0 , , , \Jx\ + 2ph - хз + р , 
\jx^ + 2ph и логарифм In ——- - остаются непрерывными функциями и разры­
ва не претерпевают. Однако другой логарифм 

хз + р - \Jx\ + 2ph 
in р 

терпит здесь разрыв на 27гг. В итоге, на вещественном одномерном отрезке распределение 
плотности оказывается равным ( М — полная масса линзы) 

/*i(0 = ̂ (ft-f-|Cl), - (Л - |) < С < А - f - (9-123) 

На краях реального стержня (|С| = Л - |) плотность исчезает рг = 0. С этим стержнем 
связана масса 

A / i = j Mi (О • (9.124) 

- И ) 
Сложнее ситуация на втором, мнимом отрезке. Здесь при обходе точки ветвления гго 

(напомним, что г 0 = \J2ph) радикал \ / Г о + С2> естественно, изменяет свой знак. Учитывая 
это, после многих преобразований находим плотность на втором отрезке: 

2 + ^ г ° + ? (9.125) 

4- гС arctg arctg 
\ гС гС 

file:///J2ph
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где 

- r 0 < j < r 0 . (9.126) 

Масса мнимой перекладины «креста», как нетрудно показать, равна 

М2 = j р2 (С) d( = М 0

4 ^ / . (9.127) 
-го 

Складывая найденные массы (9.124) и (9.127), получим полную массу «креста» (а значит, и 
исходной линзы) 

Мг + М2 = nprlh = Af, (9.128) 

что и служит проверкой найденных стержней по массе. 
Таким образом, однородная параболоидная линза имеет эквигравитирующую систему 

стержней в виде «креста»: его основание состоит из вещественного неоднородного фо­
кального стержня длиной 2h — p, а перекладина «креста» есть стержень с чисто мнимым 
распределением плотности. 

З а д а ч а 9.13. Аналитическим методом проверить найденные эквигравитирующие 
стержни для параболоидной линзы по массе и, численно, по потенциалу. 

Пояснение к задаче 9.13. Нахождение интегралов (9.124) и (9.127) затруднений не пред­
ставляет. При проверке же по потенциалу вклад в пробную точку (г, х 3 ) в конечном виде 
удаётся найти только от вещественного отрезка: 

Ч 
fi{r,.r,3) - G / — 

MG 

/~ Р \ \/г2 + (х3 - С) 2 (9.129) 
vi-v 

где 

л / г 2 + x2 - x 3 x / r 2 + x2 + x 3 (9.130) 

- I - #3 , z2 

Вклад же в потенциал от мнимого отрезка 

, р , р 
Z\ = п - - - х3 , z2 = п - - + х 3 . 

Ыг,ъ) = 0 Г . » 2 { 0 C K (9.131) 

на пробную точку вне оси симметрии (и вне экваториальной плоскости линзы) не выра­
жается полностью и через эллиптические интегралы. Поэтому в общем, не вырожденном 
случае член (9.131) допускает только численную проверку. 

3 а д а ч а 9.14. Вычислить интеграл (9.131) в точках экваториальной плоскости линзы, 
предварительно положив в нём х3 = 0. 
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Интересный результат мы получим при софокусном «стягивании» массы 
параболоидной линзы 1 1 . Зафиксировав у неё точки фокусов, устремим р -+ 0; тогда и 
го —> 0. В этом пределе, как следует из уравнений обеих парабол (9.115) и (9.116) и 
того, что 7грг 2 —* д, параболоидная линза при сохранении массы превращается в 
одномерный стержень с распределением вещественной плотности как раз вида (9.123). 
Действительно, при р —> 0 масса линзы М также стремится к массе стержня М\ (см. 
(9.124)). При софокусном предельном переходе мнимый стержень исчезает. Потенциал же 
получающегося вещественного стержня выражается через элементарные функции, как это 
видно из (9.129) при р —• 0. 

Подчеркнём существенное отличие параболоидной линзы от классического 
однородного вытянутого сфероида. С одной стороны, как мы убедились, в обоих случаях в 
пределе софокусного «уминания» массы получаются вещественные стержни (с разными, 
конечно, распределениями плотности, ср. формулы (9.123) и (9.6)). Но важнее другое: 
если стержень сфероида является эквигравитирующим телом для исходной 
конфигурации (а значит, и всем промежуточным софокусным сфероидам), то вещественный 
стержень параболоидной линзы не является эквигравитирующим ни самой линзе в исходном 
её состоянии, ни одному из её промежуточных состояний. В самом деле, у параболоидной 
линзы эквигравитирующим является «крест», состоящий не только из вещественного, но и 
мнимого отрезка. 

Дисковый предел для параболоидной линзы не существует, так как при h —> 0 надо 
потребовать и р —• 0; тогда г о ~ h и радиус диска исчезает вместе с его толщиной. 

§ 9.10. Эквигравитирующие мнимые стержни для 
вещественных неоднородных круглых дисков 

Для многих задач физики, небесной механики и звёздной динамики необходимо знать элек­
тростатические и гравитационные поля неоднородных дисков. 

Рассмотрим здесь вещественные неоднородные круглые диски, в которых существует 
круговая симметрия в распределении массы. 

Дан неоднородный плоский круглый диск радиуса R и плотностью а (г). 

Теорема 6. Одномерным эквигравитирующим телом для такого диска является стер­
жень «длиной» L = 2iR с мнимой плотностью 

R 

M(C) = - 2 t / *(г) / ? г . - Я < £ < Д . (9.132) 
J \Jr2 + С2 1 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Спроецируем массу диска на диаметр вдоль оси Ох\. Это даёт одномерный веществен­

ный стержень длиной 2R с массой dM = р (xi) dx\ в интервале от x i до x i + dx\ и 
вещественной плотностью 

р(хх)= j o(yJxl + xl)dx2 = Jo(r)-^=^. (9.133) 

1 1 Ранее в теории потенциала (теорема Маклорена — Лапласа) рассматривали только софокусные однородные 
гравитирующие эллипсоиды. 
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Нижний предел интегрирования здесь указывает на то, что вклад в плотность на данном 
интервале дают только те элементарные колечки, радиус которых больше или равен х\. 
Теперь замена (9.32) сразу приводит от (9.133) к формуле (9.132). 
Проверка выражения (9.132) по массе 
Вычисляем 

М С 1 

iR 

-iR 

(9.134) 

Подставляя сюда (9.132) и делая замену 

С = гг/, (9.135) 

получим х = г 2 , а также 

я я 2 

dx 
\Jx - у2 

(9.136) 

Рис. 78. Область интегрирования (за­
штрихована) в двойном интеграле 
(9.136) 

7г/2 и, следовательно, 

2̂ >х Меняя порядок интегрирования в (9.136) (рис. 78), 
имеем 

Я2 

М=2 [o{x)dx [ d y . (9.137) 
I I 

Внутренний интеграл здесь, как легко видеть, равен 

Мс 

К 

= 2тг У <7 ( 

о 

г) rdr, (9.138) 

что действительно совпадает с массой исходного диска. 

Проверка формулы (9.132) по потенциалу 

Достаточно выполнить её только для точек на оси симметрии Охз. Прежде всего, 
потенциал исходного диска вычисляется по формуле (9.36) и заменой в ней х = г 2 при­
водится к виду 

it 
Слиска (Хз) = 7rG I О- (х) dX 

J yjxi + X 

(9.139) 

Потенциал же стержня (9.9) с учётом плотности (9.132) и замены (9.135) даётся 
выражением 

я я 2 

Меняя порядок интегрирования в этом двойном интеграле, получим 

Я 2 

<Агг (хз) = 2 G r 3 J а (х) dx J 
dy 

{х2з + у2) у/х-у2 

(9.140) 

(9.141) 
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Внутренний интеграл, как легко видеть, равен , и в итоге приходим к 

требуемому потенциалу (9.139). Совпадение же гармонических функций (а внешние 
потенциалы тел — именно таковы) на оси Ох3 означает и их совпадение во всём 
пространстве. 

В частном случае однородного диска (9.132) сразу даёт известный результат (9.30). • 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Обратим внимание на то, что формулы (9.132) и (9.36) весьма схожи (интегралы 
различаются только нижним пределом). Это обстоятельство поможет запомнить первую из них. 

При нахождении плотности по формуле (9.132) необходимо следить за тем, чтобы 
функция /х(С) была чисто мнимой и (в силу симметрии диска) чётной функцией от 
аргумента £. 

З а д а ч а 9.15. Найти эквигравитирующий стержень для неоднородного (сг = а (г)) 
широкого кругового кольца. 

Решение. Применяя метод задачи 9.3, находим: 

я 2 

J у/г2 + С2 1 

Ri 

R2 С (9142) 
—R.2 < 7 < — Ri, 

Ri < £ < R2. г 

Эквигравитирующий стержень, следовательно, является составным (как и для однородного 

кольца, см. задачу 9.3). В частном случае R\ = 0 первый интеграл в (9.142) исчезает, и тогда 
получается решение (9.132) для сплошного неоднородного диска. Т 

§9.11- Обратный переход от мнимого стержня к 
эквигравитирующему вещественному диску 

Такой переход от стержня к эквигравитирующему круглому диску является важным 
элементом развиваемой здесь теории. По сути, это есть обратная задача той, которая 
решалась выше. 

Для решения поставленной задачи обратимся к интегралу (9.132) и заменой в нём 

г 2 = -р (9.143) 

преобразуем этот интеграл в интегральное уравнение Абеля для неизвестной функции а (р) 

С2 

д(С) = -*' / а (9.144) 

Это уравнение имеет решение 

(9.145) 
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Однако данное решение можно записать и в более простой форме 1 2 . Дифференцируя по р 
интеграл в (9.145), получим 

р 
А Г JtM^d? = Km - £ f f i = - I / _ £ « L - d f . (9.146) 
dp J ^ГГ?2 ^pJp—Fi 2 J 3 S 

-If У И 4 V ^ 4 -R2 ( p - C 2 ) 2 

Последний интеграл после замен 

u = p(0; v = — 2 

V P - с 2 

берётся по частям и приводится к виду 

1 / _ й * 0 _ ^ _ U « L + / ^ 4 ^ . ( , . ,47, 

Подставляя последнее выражение в правую часть (9.146), убеждаемся, что расходимости 
взаимно сокращаются, и в итоге мы имеем 

+ j \ ^ d? > • (9-148) 

- Я 2 

В частности, когда плотность на краях стержня равна нулю, то первый член в (9.148) про­
падает. 

Формулы (9.132) и (9.145) (или (9.148)) решают прямую и обратную задачи: по веще-
ственному круглому диску с заданной а (г) находим мнимый стержень с р (С), и обратно — 
по известной плотности мнимого стержня р (С) находится заменяющий его вещественный 
диск. 

Для многих объёмных тел важно знать как заменяющий диск, так и заменяющий стер­
жень (конечно, если они существуют). Образно говоря, вначале объёмное тело с круговой 
симметрией мы «схлопываем» в эквигравитирующий диск, а затем, по желанию, этот диск 
«вытягиваем» в эквигравитирующий стержень. Мы говорим, что такие диски и стержни 
образуют эквигравитирующую пару. 

Из формул (9.132) и (9.145) (или (9.148)) следует важный качественный вывод: в паре 
«диск — стержень» вещественному диску отвечает стержень с мнимой плотностью™. 

Далее: диски могут существовать только для тел с экваториальной плоскостью 
симметрии, и значит — только для стержней с симметричным относительно их 
центра распределением массы. Другими словами, функция р (£) должна быть чётной 
функцией от аргумента £. Так, у шарового сегмента и соответствующего ему 
стержня (9.88) указанная симметрия отсутствует и заменяющего диска для такого сегмента 
просто нет. 

З а д а ч а 9.16. Докажите последнее утверждение прямым расчётом! 
1 2 Аналогичные преобразования см. для формулы (9.177). 
1 3 И наоборот: мнимому диску соответствует вещественный эквигравитирующий стержень, как это показано в 
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З а д а ч а 9Л1 .Доказать, что для «шапочки» (9.114) также нет эквигравитирующего 
диска. 

Решение. Пусть «шапочка» с поверхностной плотностью OQ имеет вид пустотелой по­
лусферы. Полагая а = £ в формуле (9.114), согласно (9.145), после замены там £ = is, 
имеем формально для плотности искомого диска выражение 

г 

Поскольку данный интеграл расходится, то диск, заменяющий «шапочку», не существует. Т 

§ 9.12. Примеры на пары эквигравитирующих тел 
«вещественные диски — мнимые стержни» 

Х.Диск, получаемый в асимптотическом пределе из конуса 

Дан диск с поверхностной плотностью 

a(r) = a 0 ( l - ^ y (9.150) 

Именно такой диск (тем и важен этот пример!) получается в асимптотическом плоском 
пределе из однородного конуса, когда угол при вершине конуса стремится к 7г/2 и длина 
образующей фиксирована (см. (13.94)). Подставляя (9.150) в формулу (9.132) и интегрируя, 
в итоге находим, что эквигравитирующий стержень для данного диска имеет плотность 

М О = " - о , - R * i * R . (9.151) 

Масса стержня (а значит, и диска) 

А / = 1тг<70Л2. (9.152) 

В частности, потенциал на оси симметрии Ох-$ для диска данного типа имеет вид 

{ / х2 R 4- \/R2
 4- х2 Л 

^ Д а + а § - 2 | я 3 | + ^ 1 п Ы \ - ( 9 1 5 3 > 
В § 10.7 (задача 10.7) будет найден эквигравитирующий сфероид для данного диска, а 

также получен внешний пространственный потенциал обоих этих тел. 
З а д а ч а 9.18. С помощью формулы (9.9) найти потенциал стержня с плотностью 

(9.151) на оси Охз и подтвердить результат (9.153). 

2. Однородный сжатый сфероид 

Как мы знаем из § 9.1, это тело имеет эквигравитирующий круглый диск с поверхност­
ной плотностью (9.5). Чтобы найти для этого диска (а значит, и для исходного сфероида) 
эквигравитирующий стержень, подставим (9.5) в (9.132). Тогда получим 
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Интегрирование в (9.154) сразу даёт 

д ( с ) ЗгМ ( F L 2 _ Q 2 _ B C 2 ) > ( 9 Л 5 5 ) 

4 (a 2 - af) 

что тождественно с (9.7). Итак, однородный сжатый сфероид — это первое объёмное тело, 
для которого мы знаем и заменяющий стержень (с мнимой плотностью), и заменяющий 
диск (с вещественной плотностью). Между прочим, пока сфероид сжат не слишком сильно 
и эксцентриситет у него е < 0.707 — заменяющий стержень расположен внутри сфероида, а 
при е > 0.707 — стержень уже «торчит» из него. Критическое значение е = 0.707 отвечает 
равенству а\ - а\ — а§, когда стержень касается поверхности сфероида. Это — нагляд­
ная геометрическая интерпретация того, когда радиус сходимости ряда Лапласа (равный 
«полудлине» заменяющего стержня \/а\ — а§), уже не будет находиться целиком внутри 
однородного сжатого сфероида. 

3. Дан диск с плотностью 

а (г) = его ^1 - ^ , п - любое вещественное число, (9.156) 

имеющий, как нетрудно убедиться, массу 

М = Н 2 ^ ! . (9.157) 
п -+-1 

Согласно формуле (9.132), гравитационное поле этого диска заменяет стержень с мнимой 
плотностью 

1 

• „ v ^ r ( n + l ) / < 2 \ П 2

 / Л 1 , о ч 

" ( c , = - ^ 7 ( ^ | f ( 1 + ^ j '• ( 9 1 5 8 ) 

в частном случае, при п = 0 , 1 , 2 , 3 . . . , (9.158) имеет вид 

" ( с ) = -^(ёттуп (х + $) + 2 ' -* < 7 < А ( 9 Л 5 9 ) 

З а д а ч а 9.19. Найти заменяющий стержень для экспоненциального диска 
__ г 

о (г) == а0е Г в , где 0 < г < оо, (9.160) 

масса которого равна 

М = 2тг<70г2 (9.161) 

(г3 — эффективный радиус диска). 
Другие примеры на эквигравитирующие (или, как можно также говорить: на замещаю­

щие) диски и стержни будут даны ниже. 
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§ 9.13. Эквигравитирующие пары «мнимые круглые диски — 
вещественные стержни» 

Выше мы доказали существование эквигравитирующих пар «вещественные диски—мнимые 
стержни». Назовём их парами первого типа. Но, оказывается, существуют и пары второго 
типа: зеркально отраженные вышеуказанным эквигравитирующие пары «мнимый диск — 
вещественный стержень». Изучение таких пар столь же нетривиальная и важная задача, 
как и пар первого типа. Попробуйте вообразить, например, каким должен быть плоский 
круглый диск, чтобы он имел в пространстве тот же потенциал, что и вытянутый нормаль­
но к плоскости диска однородный сфероид? Но такое оказывается возможным, если сам 
исходный круглый диск (при реальной у него массе и реальном гравитационном поле) будет 
мнимым. 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема 7. Внешний потенциал однородного вытянутого сфероида с полуосями 
аз ^ а\ может быть представлен как одномерным гравитирующим стержнем с веще­
ственным распределением плотности (9.6), так и неоднородным мнимым круглым диском 
с распределением поверхностной плотности 

27г (а\ - а{) у а§ - а | * v 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 

То, что для сфероида данного типа существует эквигравитирующий вещественный стер­
жень, было установлено в § 9.1, см. формулу (9.6). Поэтому переходим сразу к доказательству 
существования мнимого диска. Воспользуемся для этого изумительно простым, но очень 
эффективным приёмом 1 4 : от сжатого сфероида а\ > аз , имеющего эквигравитирующий ве­
щественный диск (9.5), путём непрерывной деформации перейдём через шар к вытянутому 
сфероиду с аз > а\. При этом а\ - а 2 - * - (а§ - а\), так что из (9.5) сразу получим выра­
жение (9.162). Обратим внимание на то, что диск является мнимым (его радиус i\/a\ — а\) 
и на границе его плотность обращается в нуль. 

Проверка формулы (9.162) по массе элементарна: 

(9.163) 

о 
По внешнему же потенциалу формулу (9.162) достаточно проверить только в точках на 

оси симметрии фигуры. Как известно, внешний потенциал на оси однородного вытянутого 
сфероида имеет вид (6.33). С другой стороны, потенциал мнимого диска на оси Охз даётся 
интегралом по стержню 

^диска {хз) = 2тгС / (9.164) 
J \/r2+xl 

1 4 Этот приём применён и ранее при доказательстве теоремы 1. 
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Этот интеграл с учётом (9.162) записывается так: 

Слиска 0 Г 3 ) = — / J frdr. (9.165) 
а 3 ~ а 1 ^ ^ т + ж з 

Заменой ж = т j{iyja\ — a^j интеграл (9.165) легко берётся, и мы приходим к выражению 
(6.33). Поскольку же внешний потенциал — функция гармоническая, то по известным тео­
ремам анализа о единственности представления этих функций и по только что доказанному 
равенству потенциалов вытянутого сфероида и мнимого диска на оси Охз мы утверждаем: 
и во всех других точках пространства внешние силовые поля этих тел будут равны. 

Мнимый диск (9.162) действительно является эквигравитирующим телом для одно­
родного вытянутого сфероида, а также для вещественного одномерного стержня (9.6). 
Итак, существование пары вещественный стержень — мнимый диск 

(9.166) 

где для краткости обозначено 

R = y/aj-al (9.167) 

в данном примере доказано. • 
Легко видеть, в частности, что заменяющий диск находится полностью внутри сферо­

ида, пока 

^ ^ \ /2 , т .е .е ^ 0.2924. (9.168) 

Таким образом, радиус сходимости ряда Лапласа здесь равен R, что согласуется с 
классическим результатом. 

Заменяющие стержни и диски дают наглядную геометрическую интерпретацию для 
радиуса сходимости ряда Лапласа. 

По заданной мнимой плотности диска вещественная плотность эквигравитирующего 
стержня определяется теперь интегралом (ср. с формулой (9.132)) 

iR 

p(0 = 2i [ а { г ) - ф = . (9.169) 

Проверим эту формулу на паре «диск — стержень» для однородного вытянутого сферо­
ида. Подставив под знак интеграла а (г) из (9.166) и делая в нём замену 

г 2 = -R2x, 

получим 

" M - ' t S s / ^ / j i i * . » - & • ( 9 1 7 0 ) 
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или же 

> м - £ & / ^ - $ ( ' - & ) . (9.171) 

что действительно совпадает с р (С) из (9.166). 
Но не менее важно знать и общий способ нахождения мнимого эквигравитирующего 

диска по вещественному стержню. Рассмотрим этот вопрос, для чего обратимся к интегра­
лу (9.169) и сделаем в нём замены 

г = гр; С2 = Х] 

тогда имеем 
X 

р(у/х) =i J a(iy/p) 

я 2 

dp 

Vх-р 

Для решения этого уравнения умножим левую и правую части на 

по переменной х от R2 до у. Имеем 
Vv~x 

(9.172) 

и проинтегрируем 

J у/у-Х J у/У -X J у/Х~ 
Я 2 Я 2 Я 2 

(9.173) 

Интегрирование в двойном интеграле проводится в плоскости (х>р) по треугольной области 
(рис. 79). 

Рис. 79. Область интегрирования 
(заштрихована) в двойном интеграле 
(9.173) 

Целесообразно изменить здесь порядок интегрирования. Тогда 

У У У 

[>^SLdx = i \o(iJp)dp [ d x , (9.174) 

и в силу очевидного 

У 
dx 

I 
р \/{У~х) (х-Р) 

= ж (9.175) 

19 Кондратьев Б П 
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имеем 

Г ц(у/х) Нт = i n f у ~ d p ( 9 1 7 6 ) 

J у/У~х J я 2 я 2 у/У 

Дифференцируя обе части полученного равенства по у, находим 

Но 

Заменой 

i*a(iy/v) = ± f^Mdx. (9.177) 

Я 2 

j- } ^dx = l im ^ - I / м (VS) - ^ 7 J • (9.178) 
я 2 я 2 v * ' 

и = р (л/х); V = f ' dx 2 
(у - я ) 3 / 2 у/У-х 

интеграл в правой части (9.178) берётся по частям 

У У 

Я 2 Я 2 

(9.179) 

(9.180) 

Подставляя этот интеграл в правую часть (9.178), видим, что расходимости взаимно сокра­
щаются, и в итоге получим 

„и я\ 1 1 А*(Д) . }<¥{у/*) dx 1 (9.181) 

Это и есть требуемый результат. Формула (9.181) позволяет по плотности р(х) 
вещественного стержня найти поверхностную плотность о эквигравитирующего диска 
с мнимым радиусом. 

Например, для р (£) из пары (9.166) 

так что 

Тогда формула (9.181) даёт 

2R3 

что совпадает с плотностью соответствующего диска из (9.166). 

^ " & v i + S - < 9 | 8 4 ) 
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§ 9.14. Эквигравитирующие элементы для шаровых сегментов, 
больших полушара 

Рассмотрим однородный шаровой сегмент (рис. 80), больший полушара. В отличие от задачи 
9.8, этот сегмент имеет «тупые края», так как Н ^ R. 

Рис. 80. Шаровой сегмент ЛВК с 
«тупыми» краями 

Рис. 81. Контур интегрирования в шаро­
вом сегменте с «тупыми» краями 

На комплексной плоскости С = £з + ir сегмент поворачивается по часовой стрелке на 
§ (рис. 81). 

Внешний потенциал сегмента на оси симметрии в точке хз дан формулой (9.90). Со­
гласно (9.100), потенциал в точке хз может быть представлен также модифицированным 
интегралом Коши, где контур интегрирования в исходном положении совпадает с контуром 
самой фигуры. 

При аналитическом продолжении внешнего потенциала внутрь толстого сегмента нахо­
дим три особые точки. Две из них, как и в случае сегмента с острыми краями из задачи 9.8, 
— это точки А и В излома контура сегмента с координатами Сд = —id и £в = id. Но есть, 
как мы узнаем впоследствии из § 11.5 2, ещё одна особая точка (з = Н — R, совпадающая 
с центром шара О', частью которого является данный сегмент. Поэтому редукция конту­
ра интегрирования Г даёт теперь не только мнимый стержень с плотностью (см. формулу 
(9.88)) 

з 
( п 2. ("2 + С 2 ) 2 

( - * < 7 < а ) 
(9.185) 

но, кроме того, ещё и изолированный кружок вокруг точки 0' (см. рис. 81). Этой особой 
точке £ = хз + ir соответствует точечная масса M<z'-

M2 = j p 2 (C)dC = 
1 2 

- — — res < -T'KGQ Д + ( а 2 + С 2 ) 2 (9.186) 

где Ti — контур вокруг точки Сз = Н - R. С учётом геометрического соотношения на 
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параметры сегмента 
a? + {R-H)2 = R2 (9.187) 

находим 

М 2 = § тгрЯ 3 = М ш а р а • (9.188) ^ — -''-'шара 

Таким образом, мы доказали следующую теорему. 

Теорема 8. Для сегмента при Н - R> 0 (сегмент с «тупыми» изломами) эквиграви-
тирующими элементами будут мнимый стержень АВ с pi{() из (9.185) и точечная масса 
образующего шара, помегцённая в его центре О'. 

Контрольная проверка утверждений теоремы 8 по массе 

Вклад в массу сегмента от мнимого стержня даётся интегралом 

? 2 /Ч«2
 + С 2 ) * 

Мг = у Mi (С)<К = | f у д _ д _ с # (9-189) 

заменой ( = гх легко берётся и приводится к виду 

Мх = тгрЯ 2 (R - ^j- Af 2 > (9.190) 

где М2 из (9.188). Отметим, что полушара М\ = 0. Складывая М\ и М2> в итоге находим 

М = МХ + М2 = тгрН2 ( R - ^ . (9.191) 

Это и есть полная масса однородного шарового сегмента. 

Проверка утверждений теоремы 8 по потенциалу 

Следствие 6. Внешний гравитационный потенциал сегмента с Н > R на оси Охз в 
представлении через эквигравитирующие элементы равен 

га 

*Ы = о1£®Ж+
 M - f R y (9.192) 

J х 3 - С хз - ( Я - R) 
—га 

причём хз отсчитывается от точки О на основании сегмента. 
Рассмотрим отдельно первый член в (9.192), представляющий вклад в потенциал од­

нородного сегмента от мнимого стержня; после подстановки плотности р\ (Q этот член 
приводится к виду: 

„ Гг -> С 1 К ( С ) AC hCn 1 (fl2 + C 2 ) ^ C to 193^ ( -з) = G у = -3гСр у ( я _ д _ 0 ( а : з _ с ) . (9-193) 
—га —га 

Но очевидно, что знаменатель подынтегрального выражения здесь можно представить в 
следующем виде 
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1 
( Я - Д - О ( х з - С ) * з - ( # 

1 ( _ 1 1—) . 
H-R)\H-R-<: агз-С/ 

Тогда 

¥>1 (*з) = х 3 - (Я - R) 
(h-h), 

где мы обозначили 

(9.194) 

(9.195) 

га ( а 2 + С 2 ) 2 ? ( а 2 - * 2 ) * 
= 2ix3 / т z—dx = гтг (а2 + х|)2 - | а 2 х 3 - х 2 

Поэтому 

¥>1 (*з) = 
1 ^ 

х 3 - (Я - Д) 
(а2 + х 2) 2 - | а 2 х 3 - х 2 + f Я 2 (R - f ) | -

(9.196) 

(9.197) 

" я ? з - ( Я - Д ) ' 
Полный внешний потенциал сегмента есть сумма вкладов в него от мнимого стержня 

и точечной массы М ш а р а в точке 0' 

ip (х3) = ч>\ [хз) 4- чъ (х3), 

причем 

Ч>2 (Хз) х 3 - (Я - R) 
Таким образом, полный внешний потенциал будет равен 

(а2 + xl) § - §а 2 * 3 - х\ + §Я 2 (я - f ) 

(9.198) 

(9.199) 
хз - (Н - R) 

С учётом равенства (9.187) легко убедиться в тождественности выражений (9.199) и (9.90). 

§ 9.15. Эквигравитирующие элементы для однородных торов 

Потенциал на оси симметрии однородного кругового тора из § 7.1 и потенциал тора с 
сечением в виде овалов Кассини, найденный в § 7.5, используем теперь для нахождения 
систем заменяющих стержней и материальных точек для этих тел. 

Рассмотрим сначала торы с сечениями в виде овалов Кассини. 
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9Л5Л. Тор с сечением в виде овала Кассини 

Прежде всего обратим внимание на то, что потенциал (7.103) этого тора имеет четыре 
особые точки. Две из них 

Ci,2 = ± i V c \ ° 4 (9.200) 

соответствуют случаю к = 1, ещё две точки (точки ветвления второго порядка) даёт радикал 
в Л из (7.102) 

Рис. 82. Составной эквигравитирую­
щий стержень для однородного тора 
с сечением в виде овала Кассини. По­
казаны контур интегрирования и на­
правление его обхода 

Сз,4 = ±гс. (9.201) 
Эквигравитирующий стержень такого тора оказывается составным (рис. 82): к 

внутреннему С1С2 примыкают два одинаковых внешних отрезка СхСз и СгС4- На 
2 2 

внутреннем отрезке £1^2 справа от него Л ~ — , а слева Л = 
V ^ C 2 су/с* - С2 

Смена знака А означает 

j Vl-Хсовв cosOdO
 е~**-\ J у/1 + Л cos в cos 0d0 = 

О 7Г 

7Г 

= - J ч/1-f Acos0 COS0C0, 

(9.202) 

так что в итоге, согласно формуле (9.101), на внутреннем отрезке С1С2 происходит удвоение 
потенциала и плотность заменяющего отрезка здесь будет равна 

п 

/и (С) = -2гра2 / y/l + A cos 0 cos Ode, 

о (9.203) 

ч/с 4 - а 4 С ^ \ / с 4 - а 4 

На обоих же крайних отрезках С1С3 и С2С4 аналогичные рассуждения дают выражение для 
плотности 
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ТГ-00 

О 

где интервалы интегрирования такие: 

fi(Q = 2ipa2 J >/1 + ACOS0COS0CW, (9.204) 

с ^ 1 ^ с > с ^ J ^ с. (9.205) 

Угол во находится из условия обращения в нуль выражения под радикалом 1 + A cos в 
при в = 7г — во, так что 

1 Су/С2 - С2 

0 О = arccos — = arccos - . (9.206) 
|А| аг 

9.15.2. Эквигравитирующие элементы для кругового тора 

Эта задача непростая. Исходим из формулы (7.32) 

где 

ip(x3)^47rGpr0Ro^—l—- / л/1 + A c o s ^ c o s ^ d ^ , (9.207) 
о 

l = y/Rl + xl, A = - ^ L . (9.208) 
l2 + 

Интеграл (9.207) можно представить в более простом виде 

(р(х3) = AirGpRoj- j )jl - ^ s in 2 х cos 2 xdx. (9.209) 
о 

Далее (9.209) запишем в общей форме 

7Г 

</?(х3) = 4nGpRor2 J F ( x 3 , x ) c o s 2 x d x , (9.210) 

где 

i / rl 2 y ^ + x 2 - r 2 s i n 2 x 

Подынтегральная функция F (x3 ,x ) имеет два полюса при хз = ±iRo, а также две точки 
ветвления при х 3 = ±iyj'RQ — r§ s i n 2 x . Согласно формуле Коши, мы можем представить 
функцию F (хз, х) в виде контурного интеграла 

где контур интегрирования охватывает отрезок (—iRo,iRo) в положительном направлении 
(рис. 83). 
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* С, =iyJRo -Го sin 2 х 

О Re С О Re^ 

Рис. 83. Промежуточный контур интегри- Рис. 84. Конечный этап деформирования контура 
рования для однородного кругового тора интегрирования для однородного кругового тора 

Стискивая и деформируя общий контур, получим три более простых контура (рис. 84). 

А именно, один контур вокруг точек ветвления ±iyjЩ — r% s i n 2 х , и два кружочка 
вокруг мнимых точек ±{RQ. Последние дают вычеты, которые нетрудно найти. Так как 

L_ (_1 1 _ \ 

то 

С 2 + Я 2 2гД, 

res F ((, х) — 2т • ( r ( ) sin х ) . 
С=±гЯо 

(9.213) 

(9.214) 

Следовательно, вместо (9.212) имеем 

F ( x „ x ) = i / 
Р ^ > я : ) ^ _ . r 0 s in х Го s in X 

- С 
- г ^ / Я ^ - г ^ sin 2 х 

2iД0 ( x 3 - г#о) 2гД 0 ( х 3 + г # 0 ) 

тгг J - С х 2 + Д 2 
(9.215) 

-iyjKo-rl sin'2 х-

Потенциал тора на оси симметрии (9.210) можно записать теперь так 

i y ^ g - r g s i n 2 

COS2 X 
тгг J 

if (x 3 ) = 4 7 Г 6 > Д 0 Г ^ j 

—iy/RQ —rg sin 2 x 

Последний член в (9.216) интегрируется сразу 

^(С^х) , г 0 s i n х 

хз - С *з + Яо 
dx. (9.216) 

3 Д2 + х2 3 Я 2, + X 2 
(9.217) 
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i\JЯ2

}—г2, s in 2 х 
F(C,g) 

- С 
-iyj'Я2, — г 2 s in 2 x 

\ dx. (9.218) 

Область интегрирования для него показана на рис. 85. Для упрощения интеграла поме­
няем в нём порядок интегрирования. Тогда, интегрируя сначала по х\ а затем по С, приводим 
7i к виду 

*- / т«+1 т«+1 
/ R 2 _ t , 2 - г Я 0 ,-./p2_. r: 

- г у Я 2 - г 2 

Дз (С) (9.219) 

где, поскольку /хг- (С) = AnprfiRo • & (С)» функции 

7Г 

2 2 

(Л) = — ° / cos2 ху/ 1 - к2 sin2 ,т dx; 
л / Д 2 + f 2 J - = л!К ~ ii sin2 x 

(C)=/i3 (0 = 

8ipr$Ro 

. l 
arcsin 7" k 

4 f 2 / COS X 

c2 •/ 
у/1 - k2 sin2 a; dx ; 

(9.220) 
и представляют плотность на соответствующих трёх 
участках мнимых стержней тора. 

Плотности на искомых заменяющих отрезках 
тора можно выразить через полные эллиптические Рис 85. Область интегрирования в 
интегралы: интеграле (9.218) 

Mi (С) = - | < р г 0 Л о (j; + к) Е (к) - ( I - к ) К (fc) ; fc = ''о < 1; (9.221) 

т (О = мз (С) = ~^§= I Vd-^ 2)(i-* 2) dt 
(9.222) 

(1+ * » ) E ( ! ) - ( ! - * » ) К (I)" ; к 
го ^ 1. 

Таким образом, гравитационное поле однородного кругового тора может быть заме­
нено полем более простой системы тел. В эту систему входят: 
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1. Составной (из трёх звеньев) мнимый стержень с плотностями: 

Mi (С) из (9.220) на отрезке - yjR%-r* ^ | < у ^ - г 2 ; 

р2 (С) из (9.221) на отрезке - Д 0 ^ i < — ^/-Rg — т-g; ( 9 - 2 2 3 ) 

li2 (С) из (9.221) на отрезке /̂flg - < j < Я 0 . 

2. Две одинаковые точечные массы 

М4 = М 5 = |тгдг{}, (9.224) 

расположенные в точках на оси симметрии 

С4,5 = ±iRo . (9.225) 

Проверка эквигравитирующей системы для тора по массе 

Полная масса тора 

М т о р а = 27г 2 г^Д 0 р. (9.226) 

Вклад в массу от первого заменяющего отрезка с плотностью (9.221) 

а от второго и третьего отрезков с плотностью из (9.222) 

M i = у /11 (ск, ( 9- 2 2 7 ) 

V H o " r o iRo 

М 2 = y M2(C)dC, М 3 = J W (C)rfC. (9.228) 

о 

Эти формулы были проверены численно и сумма отдельных членов совпала с полной массой 
тора (9.226). 

З а д а ч а 9.20. (Поисковая!) Проверить систему эквигравитирущих элементов для 
однородного кругового тора по потенциалу. 

Замечания 

Аннотация к главе поясняет её содержание. 
Материал параграфов §§ 9.1-9.8 основан на статье [24]. Здесь добавлен § 9.5 о про­

странственном потенциале круглого диска. 
§ 9.1. Классика! Ссылка на Сретенского [44]. 
§ 9.2. Эквигравитирующий стержень для сжатого сфероида имеет мнимую плотность. 

Это не торговля мертвыми душами (вспомним у Н. В. Гоголя бессмертную сцену между 
Чичиковым и Маниловым!) — масса и потенциал такого отрезка оказываются реальными. 
Преобразование же от вытянутого сфероида (имеющего вещественный эквигравитирую­
щий стержень) к сжатому можно представить себе как некоторый аналог аналитического 
продолжения! 
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Первоисточник: [21]. 
§ 9.3. Одна ласточка весны ещё не делает (но и весны без первой ласточки не бывает): 

стержень для сжатого сфероида — начало большой новой темы. 
Первоисточник: [21]. 
§§ 9.4, 9.5. Диск (или широкое кольцо) важны не только как отдельные объекты, но они 

и составной элемент многих осесимметричных тел. Далее без изучения плоского круглого 
диска и кольца нам не обойтись. Ранее (см. (см. [14], стр. 117)) потенциал круглого диска 
находился только громоздким прямым способом через интеграл (1.22). У нас этот потенциал 
получен более компактно, причем двумя принципиально новыми методами. У нас впервые 
для диска рассчитаны кривые равного потенциала. К [21] добавлен ряд новых задач. 

§ 9.6. Показано, как надо комбинировать стержни элементарных дисков, чтобы получить 
эквигравитирующий стержень для объёмного тела в целом. 

Первоисточник: [21]. 
§ 9.7. Рассматриваются интересные примеры приложения теории. Заметим, что формула 

(9.88) годится только для тонкого шарового сегмента, а «толстый» сегмент имеет не только 
эквигравитирующий стержень, но ещё и материальную точку, см. § 9.14. 

Первоисточник: [21]. 
§ 9.8. Интеграл Коши мог, конечно, понадобиться нам и ранее, при нахождении стерж­

ня диска. Сейчас же без него и вовсе не обойтись: именно с его помощью создаётся и 
обосновывается общий метод развиваемой здесь теории. 

Первоисточник: [21]. 
§ 9.9. Оригинальный эквигравитирующий скелет («крест», вертикаль которого состоит 

из вещественного стержня, а перекладина — стержень с чисто мнимым распределением 
плотности) делает параболоидную линзу интересным примером. 

Первоисточник: [21]. 
§ 9.10. Метод нахождения эквигравитирующих стержней для неоднородных круглых 

дисков существенно дополняет теорию и расширяет область её применения. 
Первоисточник: [21]. 
§§ 9.11, 9.12. Переходы от мнимого стержня к вещественному неоднородному диску, и 

обратно, позволяют решать принципиально новые задачи. Примеры здесь важнее правил! 
Первоисточник: [21]. 
§ 9.13. Рассмотрен общий способ нахождения мнимого эквигравитирующего диска по 

вещественному стержню. Получены формулы для обратного перехода. Это делает теорию 
эквигравитирующих тел более полной. 

Первоисточник: [21]. 
§ 9.14. Новая грань проблемы. Сочетание мнимых стержней с вещественными точеч­

ными массами позволяет создать эквигравитирующую систему элементов для шаровых сег­
ментов, больших полушара. 

§ 9.15. Нахождение эквигравитирующих стержней для торов — сложная математическая 
задача и одновременно хорошая проверка для развитых методов. Итог весьма любопытен: 
у однородного кругового тора полная система эквигравитирующих элементов состоит из 
составного мнимого стержня и двух вещественных точечных масс. Этот результат был про­
верен нами численно. (В [21], § 3.11.2 задача была рассмотрена неполно.) 


