
Г Л А В А 6 

П О Т Е Н Ц И А Л Ы О Д Н О Р О Д Н Ы Х И 

Н Е О Д Н О Р О Д Н Ы Х Э Л Л И П С О И Д О В 

Трёхмерные эллипсоидальные тела часто встречаются в природе, и знать их потенциалы 
необходимо как в астрономии, так и в физике. Но чтобы решать новые задачи для неодно­
родных эллипсоидов, требуется расширить прежние и создать новые методы. Основными в 
этой главе являются методы дифференциации (о нём см. § 2.11) и синтеза оболочек. Именно 
методом синтеза можно получать потенциалы оболочек конечной толщины и слоисто-неод­
нородных эллипсоидов в целом. 

§ 6.1. Потенциалы однородного эллипсоида 

Хотя однородные эллипсоиды хорошо изучены, этот параграф включен в книгу с целью 
логического полного изложения материала (включая многие методические детали), а также 
с учётом того, что немало нового по этой теме дано у нас во всех последующих параграфах. 

Теорема L Потенциал однородного эллипсоида с полуосями а, во внешней точке я* 
равен 

где А — эллипсоидальная координата рассматриваемой точки относительно граничной 
поверхности эллипсоида, а А дано в (5.66). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Приводим его в целях иллюстрации метода синтеза элементарных оболочек, широко 

используемого нами далее. 
Однородный эллипсоид можно сконструировать из бесконечной серии элементарных 

оболочек разного типа. Пусть сейчас это будут гомеоиды. Из (5.64) вытекает, что вклад в 
потенциал эллипсоида от одного такого гомеоида с полуосями а » т равен 

^ 2 L i ( * ) = wGpaia2a3 (6.1) 

оо 
^внешн (х) — 2nGpaia2a3rn2dm • J ds (6.2) 

\J(a*ra2 + s) {a^rn2 + s) {a\m2 + s) ' 

где А (га 2 ) — эллипсоидальная координата точки Х{ относительно выделенного промежуточ­
ного гомеоида; она является положительным корнем уравнения 
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Интегрируя по всем оболочкам 

1 
<p£>am(x) = 2nGpa1a2a3 [m2dm f d s (6.4) 

s = m2v, A (m 2 ) = m 2 / i ( m 2 ) , (6.5) 

A(m*) 

и делая замену 

получим 

А ж ( * ) = = жвра^аз dm2 [ f , (6.6) 

где fi (m2) находится из уравнения 

Л * 2 

Меняя порядок интегрирования в (6.6) (см. рис. 39 в § 6.9), находим 

ос 1 
A m И = ^Gpaia2a3 J У dm2, (6.8) 

Л m2(V) 

где га2 (v) определяется уравнением 

В итоге (6.8) даёт выражение (6.1). • 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Компоненты притяжения однородного эллипсоида во внешней точке ж> равны 

З е = = = -2nGpaia2a3 • *< 7 — ^ - — (6.10) 
У (a? + v )A(v) 

Теорема 2. Потенциал во внутренней точке однородного эллипсоида Xi даётся фор­
мулой 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Через заданную точку проведём эллипсоид с полуосями о ц т . По теореме 4 (из 

§ 6.9) притяжение от внешнего гомеоида равно нулю. Для испытуемой точки формула (6.10) 
при А = 0 даёт 

— —2,7TGОЛЛССОО'З ' Х{7п? I _ _ . 
ft* J (of m 2 + v) s/{d{m2 + v) (a$m? + v) (a§m 2 + v) 

(6.12) 



6.2. ПОТЕНЦИАЛЫ ОДНОРОДНЫХ И НЕОДНОРОДНЫХ ЭЛЛИПСОИДОВ 

Вводя новую переменную v = m2v', приведём выражение (6.12) к виду 

Я л ( 0 ) 
Су'внутр 
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dXi 
= -2nGpAiXi = -2>KGpaxa2ab . X i f d v ' . (6.13) 

7 (o? + t / ) A ( t / ) 

Интегрируя (6.13) по Xi и опуская штрих, получим выражение (6.11). • 
С помощью введённых обозначений величин Л* из (1.38) и / из (1.39) внутренний 

потенциал эллипсоида (6.11) записывается в виде 

V>2&P (*) = *<3р (I - Ахх\ - А2х\ - А3х2

3). (6.14) 

Коэффициенты потенциала Ai в общем случае выражаются через эллиптические интегралы 
и даны в § 6.2. 

§ 6.2. Другая форма потенциалов однородных эллипсоидов и сфероидов 

В предыдущем разделе (см. также п. 1.2.8) потенциалы однородных эллипсоидов и сфе­
роидов были записаны в интегральной форме. Возможна, однако, и другая их запись. А 
именно, внешний потенциал однородного трёхосного эллипсоида (6.1) можно представить 
как функцию от координат пробной точки через неполные эллиптические интегралы первого 
и второго рот 

где 

Леши (А, X) = TTGp ^1 (А) - £ Ai (А) Х\ 

оо 

оо 
* (A) = a !a 2 a 3 / d " , 

У (a; + w) Д (u) 

так что 
Л х (A) 

A2(X) = 

2a 10,20,-$ 

(«i - ai) V ^ i " в'з 

2aia2a3^/aj -

[F{V,k)-E{<p,k)]; 

(a? - al) (al - o§) 
a? — a. 

a, - a . 

af - a\ a2 + A 

V ^ T T ^ M (o? + A) (al + A) 

(6.15) 

$.\€> 

(6.17) 

(6.18) 

(6.19) 

Аз(А) = 
2а\а2йзл/а1 — a§ 

(ajj - a§) v/af - a| 
(a? - a§) (a| + A) 

\l (a? + A)(a§ + A) 

Здесь a i ^ аг ^ 03; A — наибольший положительный корень уравнения 

#2 -г2 
х 3 а\ + A a | + A + А 

= 1. 

(6.20) 

(6.21) 
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Кроме того, 
I о о [ 2 2 

а1 ~~ а2 1̂2 tp = arcsin \J A + . J ' * -

Стандартные неполные эллиптические интегралы первого, второго и третьего рода 1 

имеют вид 

^ V 1 — /с2 sin 

Е{<р,к) = j yjl-k2sm2tpd<pi (6.23) 
о 

ПЬ,п,*]= / ^ 
J ( l — гс s in 2 ip) \/l — к2 s in 2 

Полные эллиптические интегралы следуют из (6.23) при верхнем пределе ip = обычно 

их обозначают просто как К (fe), Е (fc) и П [п, /с]. Пример см. в (7.23). 
Заметим, что коэффициенты А\ могут быть получены и из записанных нами более 

общих выражений (6.180)—(6.185). Действительно, полагая в них 

/ ч , ( \ л Г 1 (для внешнего потенциала) ,<?*A\ р(т) = const; а* (т) = 1; я = < n ) ' ч , (6.24) v у 4 ; ' ^ ^ 0 (для внутреннего потенциала) 4 7 

также получим искомые выражения Ai и / для потенциалов однородного трёхосного эллип­
соида. 

Внутренний потенциал эллипсоида получим, положив в этих формулах А = 0. Обозна­
чив 

I (А = 0) = / ; Ai (А = 0) = Аи г = 1,2,3, (6.25) 
вновь приходим к выражению потенциала (6.14). Этот потенциал — квадратичная функция 
координат. 

Запись внешнего потенциала трёхосного эллипсоида в форме (6.15) удобна тем, что для 
эллиптических интегралов первого и второго рода существуют подробные таблицы, а также 
есть удобные схемы расчётов на компьютерах. 

Для однородных сфероидов с граничной поверхностью 

4 + 4 = 1 (б-2б> 

такая форма записи потенциалов также удобна, так как и внешние потенциалы можно 
выразить через элементарные функции. Прежде всего, следует различать случаи сжатого 
(а\ = а2 > а 3 ) и вытянутого (аз > a i => аг) сфероидов. 

Рассмотрим сначала внешний потенциал однородного сжатого сфероида. В принципе, 
коэффициенты для потенциала сфероида А\ = Л2 и Лз можно получить и прямо из фор­
мул (6.18)—(6.20), но тогда надо дополнительно раскрывать в них неопределённость типа 
~. Проще, однако, обратиться прямо к формуле (1.46). Вычисляя в ней соответствующие 
интегралы, находим 

1 Свойства эллиптического интеграла третьего рода существенно зависят от величины характеристики п. Обра­
тим внимание на знак «-» перед п; в некоторых справочниках по интегралам, например, у Двайта [13], здесь стоит 
знак «+». 
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^ н е ш н ( Л > г . х з ) = 
3 G M 

2у/а'{ — а2. 

y/W-ai) (<*з + А)" 

/(A)-
2 (а? - а§) 

/ ( А ) 

а ? + А а? - а § 
а? — а . - / ( А ) 

(6.27) 

где 

а-х = а2> аз , М = -жа\а3р, I (А) = arctg, 
а2, + \ ' 

(6.28) 

a А — эллипсоидальная координата пробной точки, являющаяся положительным корнем 
уравнения 

= 1 (г2 = х2 + х2). 
a2 + A al + А 

Аналогично, в случае вытянутого сфероида получим: 

V(<*3 - о?) ( о 2 + А) / 

(6.29) 

, Ло / \ „ \ 3 G M j г г 2 

<Д>нешн (А, Г, Х 3 ) = < / - — -
Ay/al - of I <*з " «i 

o f + А 

Ok — ai 
J - 2 A 

al-a\ 

\ a\ + \ 

(6.30) 

где 

аз > a i = a2, J = In 
\Д*1 + A + \/a\ - a\ 

(6.31) 

Здесь A — также положительный корень уравнения (6.29). 
В частности, на оси симметрии (г = 0, А = х§ - а\) внешние потенциалы сжатого и 

вытянутого однородных сфероидов будут соответственно 

3 G M 
+ 1 + 

х\ 

а, - а% 
arctg - <*з 

У?выт 

2^/af - а'| [ v/a'f - o§ 

h _ 3 M G f 2 |g 3 | Л _ *з \ , Ы + Уа'з-^Л 

(6.32) 

(6.33) 

(6.34) 

Внутренний потенциал однородного сфероида равен 

ip (аз) = irGp (I - Air2 - A3xl), 

причём коэффициенты А% и A3 для сжатого сфероида даны в (1.44), а для вытянутого вдоль 

оси £3 сфероида аз > ai = а2 с эксцентриситетом е= у 1 — а\/а\ они таковы: 

Аз = 
1 - е 2

1 п 1 + е „ 1 - е 

At = А2 = 4 -
2е6 

•In 

1 - е 

1 + 6 
1 - е ' 

- 2 -

1 - е 2 , 1 + е 
(6.35) 

In 
1 - е 
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ЗАМЕЧАНИЕ 2. Внутренний потенциал однородного шара с радиусом R имеет вид 

<Ртщ* (г) = \*Gp (ЗЯ 2 - г 2 ) . (6.36) 

Подчеркнём, что внешний и внутренний пространственные потенциалы однородного 
сжатого и вытянутого сфероидов представлены в (6.27), (6.30) и (6.34) через элементарные 
функции. 

З а д а ч а 6.1. Покажите, что внутренний потенциал однородного полушара в точках 
своего плоского основания (и только в них!) будет равен 

«Аюлушара (г) = | т г С р ( З Д 2 - Г 2 ) . (6.37) 

Практически интересна следующая задача. 
З а д а ч а 6.2. Найти внутренний потенциал в полости однородной оболочки конечной 

толщины, представленной разностью двух неконцентрических сфер с радиусами R\ > R2 
(рис. 62 в § 8.3). Расстояние между центрами сфер равно Д, причём 0 < Д ^ R\ - /?2-

Решение. Внутренний потенциал в точке х от внешнего однородного шара даётся фор­
мулой (6.36). При переносе начала координат вдоль оси Ох3 в центр малой сферы 0\ этот 
потенциал можно записать в виде 

<рг = ZnGp [ЗЯ? - х\ - х\ - ( х 3 - Д ) 2 ] • (6.38) 

Внутренний потенциал в полости однородной оболочки, ограниченной двумя указанными 
сферами, даётся тогда разностью внутренних потенциалов обоих шаров. Как легко показать, 
он будет равен 2 

^об = \vGp [3 [R\ - R\) - Д 2 + 2Д • х 3 ] . (6.39) 

• 

З а д а ч а 6.3. Найти силу притяжения дв)х половинок однородного гравитирующего 
эллипсоида с внутренним потенциалом (6.14), рассечённого одной из координатных плоско­
стей симметрии (например, плоскостью Ох 1X2). 

Решение. Согласно (6.14), компонента силы притяжения на единицу массы вдоль оси 
Охз есть 

F 3 = -27rGpA3x3. (6.40) 
Чтобы найти искомую силу притяжения половинок эллипсоида, надо домножить эту компо­
ненту на р и проинтегрировать по одной из этих половинок: искомая сила будет равна 

F = \п*Ср*А3ага2а1 = (6.41) 

• 
В частности, притяжение двух половинок однородного шара определяется следующим 

выражением: 

F = w w - ( 6 4 2 ) 

2 Силовое поле внутри такой оболочки оказывается одномерным и не зависящим от координат: 

Fi = F 2 = 0; F3 = |?rGp • Д. 
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З а д а ч а 6.4. Найти силу притяжения двух половинок однорооной гравитирующей 
сферической оболочки, рассеченной одной из координатных плоскостей симметрии (напри­
мер, плоскостью Ох\х2). 

Решение. Пусть внешний и внутренний радиусы оболочки есть R\ ^ R2i а полная 
масса сферической оболочки М — ~7гр [Rf — R%). Тогда внутренний потенциал оболочки 
есть 

V o 6 (г) = \«Gp (ЗД? - г 2 ) - f т г С р ^ , (6.43) 

а компонента силы вдоль оси Ох3 

F3 = | g = -^irGpx3 + i^Gp^xz. (6.44) 

Умножив F3 на р и интегрируя в сферических координатах по верхней, например, половине 
оболочки, находим 

, . ' 1 * 0 " » + < * + * > • . ,6.45, 

Это и есть искомая сила притяжения половинок оонородной сферической оболочки. В част­
ности, при R2 —> 0 из этой формулы получим притяжение половинок сплошного шара (6.42). 
Кроме того, при R2 —> R\ получим 

Р _ М 2 ( ? . . . 

Это — сила притяжения половинок однородной тонкой сферической оболочки. Сравнивая 
с формулой (6.42) видим: при одинаковой массе и внешнем радиусе Я ь притяжение по­
ловинок однородного шара в 1,5 раза больше притяжения половинок тонкой сферической 
оболочки. Т 

§ 6.3. Потенциалы однородного эллипсоида в 
пределе большой вытяну гости или сжатия 

Рассмотрим некоторые предельные случаи, которые могут быть полезными для практи­
ческих применений. Обратим внимание: хотя исходными являются формулы, написанные 
выше, поначалу удобнее будет исходить из интегральной формы представления потенциалов 
однородного эллипсоида. 

6.3.1. Сильно вытянутый (иглообразный) эллипсоид (а± ^> а 2 , а 3 ) 

Рассмотрим вначале 

Внутренний потенциал 

Как известно, общая выражение для внутреннею потенциала однородного эллипсоида да­
ётся формулой 

Д р <*) = ^ра1а2а3 ] - ^ - (l - ± . (6.47) 
О \ 1 * / 

Нормированный потенциал в центре эллипсоида выражен интегралом (для краткости здесь 
и ниже множитель а\а2а3 временно опущен) 
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оо оо т0 ^ 
(6.48) 

В области v > r j можно пренебречь о | , щ в сравнении с v. Тогда первое слагаемое 

(6.49) 

Во втором слагаемом в (6.48), наоборот, можно пренебречь w в сравнении с , что даёт 

a i / v / (al + t;) (al + v 
— «1 a 2 + o 3 

Таким образом, 

/ = тг- In a i 
a i + \ A i + ^ * o \ / а 1 + г о + \ / а з + г о 

2r (, 

аг + аз 

(i2 + аз 

Аналогично находится и коэффициент 

= 7 *> / . . . + / . . . . 
/ (al + vf2^№ + v)(ai + v) /2 / 

Здесь первое 

оо 

/ 
dv 

l2 v (а\ + v) 3/2 го 

и второе слагаемое 

вместе дают 

г2 

J _ / cfa ^ 2 l n \ / Q 2 + r o + V o l + r o . 

a? V a 2 + a 3 У 

^a 2 -f-a 3 

Два других коэффициента оказываются следующими: 

оо 
/ {aj + v)1/2 {a2

2 + v)3/2(al + v)1/2 «i«2 (a 2 + a 3 ) ' 

(6.50) 

(6.51) 

(6.52) 

(6.53) 

(6.54) 

(6.55) 

(6.56) 
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оо 

/ (а? + v)1/2 (4 + v)1/2 (а§ + vf2 ~ a i " 3 («2 + a 3 ) ' 
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(6.57) 

Таким образом, в полном виде внутренний потенциал иглообразного эллипсоида ока­
зывается равным 

А Р ( * ) « 

: 2пСра2а* { i n - 4 Ы " 0 - ( t + ? р [ a 2 + а 3 а? V а 2 + а 3 у \ ^ 2 а; 
2 

аз («2 + а 3 ) -1 
(6.58) 

Рассматривая внешний потенциал, следует различать случаи близкой и дальней пробной 
точки. 

Внешний потенциал. Удалённая точка 

В этом случае иглообразный эллипсоид можно представить одномерным стержнем с плот­
ностью а = па2а3р (1 — — ]. Внешний потенциал 

V а 2 У 

ai 

I 

J2 

a. 
zdl. 

Делая здесь замену I = x\ — s, находим внешний потенциал в удаленной точке 

A m (х) « 

(6.59) 

•KGpa^az 
V о? 2a? J n

x i _ a i + v / ( ; r i _ a i ) 2 + 

ж 2 X 3 

•c2 ^3 (6.60) 

Внешний потенциал. Близкая пробная точка 

В этом случае 

В заданном приближении 
А < а ? , 

и для эллипсоидальной координаты имеем квадратное уравнение 

(6.61) 

(6.62) 
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или 

1 - ^ А 2 + (а\ + af) 1 - Ц ) - х\ - х\ 

Это уравнение имеет дискриминант 

D2 = 2x1 

так что 

+ xl-(al + ai) (l-d^j+D 

2 И ) * 

А + а\а\ ^1 - - j j - а\х\ - а\х\ = 0. 

(6.64) 

(6.65) 

(6.66) 

Знак «+» перед выражением £> взят потому, что в качестве А берётся наибольший корень 
уравнения. 

Отдельные интегралы опять представляем суммой двух членов, и затем каждый из них 
вычисляем с учётом приближения (6.62). Получим (множитель а\а2а3 вновь опущен): 

А г* А (6.67) 

a i г 0 ' a i 

Аналогично: 

sja1, + А + sja\ + А 0 1 + А + y/aj + А 

ОО 

/ dv 4<2i 
(af +1;)3/2 +«)(«§+*) a ? V + v / a f T A / ' 

ОС ОС 
^ _ / ^ l Г dv 

2 ~J (4 + v)A (V) ~ «1 / ( f l2 + v)3/2 ( a 2 + v 1/2 -

(6.68) 

(6.69) 

a x yja\ + A ( y a 2 . + A + ^/af + A ) 

o i д / a J + A ^ v / a J + A + Л А 1 Т А ) 

Следовательно, потенциал вблизи иглообразного эллипсоида оказывается равным 

(6.70) 

<4hLh (х) ~ 2irGpa2a3 

4ai 4ai 
{ i n / _ T _ 4 Q 1 - = - 4 ( i n -
^ s/af+ A + Vaft + A af \ л/aJ+X + y/aj+ A 

a2, + A + \ A i + A ) 
V V a f + A х/«з + А> 

где эллипсоидальная координата пробной точки дана в (6.66), а D в (6.65). 
(6.71) 
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6.3.2. Сильно сжатый эллипсоид (ai, a 2 >̂ а з ) 

Потенциалы эллипсоида в этом пределе получаются прямо из формул § 6.2. И хотя тогда при 
o-i Ф о>2 эти формулы существенно не упрощаются (эллиптические интегралы сохраняются), 
всё же данный пример вырождения трёхосного эллипсоида практически важен. Решение 
этой задачи для внутреннего потенциала дано ниже в § 6.6. 

Дело ещё в том, что сильно сжатый однородный эллипсоид моделируется плоским 
неоднородным эллиптическим диском с распределением поверхностной плотности (6.93). 
Следовательно, решая задачу для сильно сжатого эллипсоида, мы тем самым находим про­
странственные потенциалы и для неоднородного эллиптического диска (а ведь последняя, 
как отдельная задача теории потенциала — весьма непростая задача!). 

З а д а ч а 6.5. Записать в пределе аз —> 0 формулы § 6.2 для внешнего потенциала. 

§ 6.4. Свойства коэффициентов А ; 

Потенциал внутри однородного эллипсоида, как мы только что убедились, является по­
ложительной квадратичной функцией от координат пробной точки; этот потенциал имеет 
максимум в центре фигуры. Величина nGpI, по физическому смыслу, есть работа по пере­
носу материальной точки единичной массы из центра эллипсоида на бесконечность, причём 
в любом направлении относительно главных осей эллипсоида. 

З а д а ч а 6.6. Доказать, что эта работа равна сумме работ по переносу материаль­
ной точки вдоль трёх главных осей из центра на поверхность эллипсоида. 

Решение. Из (1.38) и (1.39) следует, что 

где каждая величина Aia\, умноженная на nGp, как раз и представляет собой, соглас­
но (6.13), работу по переносу материальной точки вдоль оси а г . Т 

В частности, работа по переносу из центра на поверхность однородного шара (любо­
го радиуса) так относится к работе переноса с поверхности на бесконечность, как 1:2. С 
неоднородным шаром дело обстоит иначе: для него такое отношение уже возрастает и при 
определённой концентрации вещества (см. задачу 6.9 в § 6.9) становится даже равным 1! 

Коэффициенты потенциала Ai из (1.38) играют важную роль в дальнейшем; поэтому 
рассмотрим их подробнее. Прежде всего, эти величины при условии а\ > a 2 ^ аз удовле­
творяют трём типам неравенств: 

/ = Axaj + Л 2 а 2 + Л 3 а з , (6.72) 

А\а\ ^ А2а\ ^ А$а\. 
Доказательство. Оно простое для (6.73) и (6.75), а именно: в силу (a^ ^ aj) 

(6.73) 
(6.74) 

(6.75) 

(6.76) 

a? +v a?-+v (а? + v) (а^ + v) ' 

Для доказательства же неравенства (6.74) рассмотрим выражение 

а] _ а\ - а) 
(6.77) 

оо 
(6.78) 
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Интервал интегрирования разобьём на два: при этом интеграл от нули до будет положи­
тельный, но интеграл от aidj до оо — отрицательный. Однако, как легко убедиться, в сумме 
эти два интеграла дадут положительный результат. Действительно, замена во втором инте­
грале sv = afoj и простые преобразования, включающие переобозначение s = v} приводят 
к требуемому. 

Очевидно, коэффициенты Ai являются функциями только двух независимых эксцен­
триситетов трёх главных сечений эллипсоида. Можно считать, например, что A i зависят от 
эксцентриситетов именно тех двух главных эллипсов, на пересечении которых находится 
сама ось ас 

оо 

Ai ( е 1 2 , e i 3 ) = у / ( 1 - е ? 2 ) ( 1 - е 2 3 ) J 
ds 

И з + sf/2 V * (е? 3 " е? 2 + s) 
(6.79) 

М (егг.егз) = 
N 

* ~ е23 

1 - е 2 

ОО 

/ 
ОО 

А, ( е 1 3 ) е 2 3 ) = [(1 - е?,) ( l - е * , ) ] ~ 1 / 2 J — 
,3/2 

ds 

+ 5 
л2 2̂3 

( 1 - е 1 з ) 
+ s 

(6.80) 

Нетрудно доказать следующие неравенства: 

^ < 0 и Э - < 0 ; 
9е 12 9ei3 

дА2 ^ п & 4 2 ^ п - — > 0, но - — < 0; 
Се 12 0̂ 23 

| ^ > 0 и ^ > 0 . 
аехз о е 2 з 

(6.81) 

Поскольку из трёх аргументов у функций Ai только два независимых, то и из трёх Ai 
лишь две должны быть независимыми. Дополнительное соотношение между Ai имеет вид 

Ах + А2 + Л 3 = 2 a i a 2 a 3 / т ^ - -
о 

d д /ч 9 Q1Q2Q3 
( V ) ^ M = - 2 A W 

= 2. (6.82) 

Его можно интерпретировать так: если внутри однородного эллипсоида мысленно построить 
концентрическую с ним сферу, то сумма работ по переносу точки из центра на поверхность 
данной сферы вдоль трёх осей симметрии будет пропорциональна квадрату радиуса сферы 
и не должна зависеть от геометрической формы самого эллипсоида. 

При вырождении эллипсоида в сжатый или вытянутый сфероиды коэффициенты Ai 
выражаются, как показано в предыдущем параграфе, через элементарные функции от экс­
центриситета сфероида. 

В частном случае шара 

Аг = А2 = А3 = | , / = 2 Д 2 . (6.83) 

Внутренний потенциал шара дан в (6.36). 



6.5. ИЗОПОВЕРХНОСТИ ВНУТРИ ОДНОРОДНОГО ГРАВИТИРУЮЩЕГО ЭЛЛИПСОИДА 171 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. В дальнейшем нам понадобятся разложения коэффициентов потенциала по сте­
пеням малых е. Например, для А\ и Аз из (1.44) имеем 

§ 6.5. Изоповерхности внутри однородного гравитирующего эллипсоида 

Для ответа на вопрос, какими должны быть те геометрические места точек, двигаясь по 
которым мы не совершали бы работы против сил тяготения внутри однородного эллипсоида, 
следует рассмотреть семейство поверхностей равного потенциала. 

Из формулы (6.14) следует, что внутри однородного гравитирующего эллипсоида уро-
венные поверхности </4нутр (ж) = const образуют семейство гомотетических, т. е. подобных 
друг другу (но не границе материального эллипсоида (5.3)!), эллипсоидальных поверхностей 
с эксцентриситетами главных сечений 

/ — г 
(6.85) 

В силу неравенств (6.73) должно быть Е'13 ^ Е'12- Как и сама фигура гравитирующего 
эллипсоида, эти поверхности наиболее вытянуты вдоль оси а\ и менее всего — вдоль оси 
аз . При этом поверхности равного потенциала более сферичны в сравнении с самим эл­
липсоидом (5.3), ведь согласно неравенству (6.75) Е '{j < ец. Поэтому поверхности данного 
семейства коснутся границы (5.3) прежде всего на конце малой оси аз . В итоге распреде­
ление потенциала на поверхности однородного эллипсоида таково, что он имеет максимум 
(минимум) на конце короткой (длинной) оси. 

З а д а ч а 6.7. Исследовать геометрические места точек равного потенциала на по­
верхности однородного гравитирующего эллипсоида. 

Решение. Искомые места представляют собой пересечения соосных эллипсоидов (5.3) 
и эллипсоида, получаемого из (6.14) (ср в единицах nGp): 

А\х\ + А2х\ + A3xl = 1- <pl°K (6.86) 

На поверхности, как мы только что выяснили, 

А2а\ + А3а\ ^ <^0) ^ Аха\ 4- А2а\, (6.87) 

и это неравенство гарантирует нам пересечение данных эллипсоидов. Итак, мы имеем дело 
с кривыми четвёртого порядка. Умножим (5.3) на J — ip^ и вычтем из (6.86), тогда с учётом 
(6.72) получим 

| (^0> - А2а\ - А3а>) + | (^°> - А,а\ - А3а>) 

(6.88) 

+ 4 (<p?)-A1al-A24)=0. 

< 0 
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Это уравнение конической поверхности с вершиной в центре эллипсоида, направля­
ющая кривая которой и есть линия равного потенциала; знаки коэффициентов в (6.88) 
найдены с учётом (6.87) и (6.75). Средний коэффициент может иметь два знака: ес­
ли < А\а\ -f А3а2 — конус охватывает ось х ь если <Д0^ > А\а\ + Аза2 — конус 
охватывает ось хз . 

В промежуточном случае (р^ = А\а\ + А3а2 конус распадается на две плоскости, 
проходящие через среднюю ось эллипсоида х2\ уравнения плоскостей 

, а 3 х3 = ±хг — А 

Ма\ - А2а\ ( 6 g 9 ) 

ai\\A2a2

2-A3al-

Соответствующие кривые равного потенциала вырождаются в два эллипса (см. выше 
рис. 34). Легко убедиться, что данная задача родственна задачам 5.3, 5.5 и 6.8. • 

Рассмотрим теперь внутри эллипсоида поверхности равной силы притяжения. Соглас­
но (6.13), они образуют семейство подобных друг другу эллипсоидальных поверхностей, 
описываемых уравнением 

А\х\ + А\х\ + А\х\ = F2 (6.90) 

( F в единицах 2itGp). Эксцентриситеты их главных сечений таковы: 

Ец = 
* ' - \ Г А] 

А2 

(6.9i) 

и, согласно (6.74), Е\3 > Е\2. Следовательно, поверхности равной силы притяжения вы­
тянуты относительно так же, как и сама граничная поверхность (5.3); более того, в силу 
неравенств (6.73)—(6.75) должно быть 

EijZeijZE'tj. (6.92) 

Поэтому внутри однородного эллипсоида поверхности равной силы притяжения гомотетич­
ны, но сжаты сильнее, чем граничная поверхность материального эллипсоида, и заведомо 
сильнее, чем поверхности равного потенциала. Сила притяжения имеет максимум (мини­
мум) на конце малой (большой) оси. 

З а д а ч а 6.8. На поверхности однородного эллипсоида найти геометрические места 
точек равной силы притяжения. 

Решение. Оно полностью аналогично решению задач 5.3, 5.5 и 6.7. Конечно, уравнение 
направляющего конуса будет уже иным, однако в целом картина соответствует рис. 34 из 
§ 5.4. Т 

§ 6.6. Дисковый предел однородного эллипсоида 

Следует различать два случая дисковых переходов. 
1. В простом дисковом пределе е = а3/а\ —> 0 однородный эллипсоид (5.3) превраща­

ется в неоднородный эллиптический диск с границей (4.1) и поверхностной плотностью 

1 - 4 " 4 ' ^о = 2Ш(ра3). (6.93) 
af а% а з ->° o(xi,x2) = оо 
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Полная масса этого диска 
о 

Мдиска = ^(T0aia2 . (6.94) 

С точки зрения существования потенциала сил притяжения внутри такого диска важно, 
что интеграл 

оо 
/ - УСаоагЪ [ d v

 о - (6.95) 

остаётся конечным. Если же диск вырождается при а* —> 0 в иглу, интеграл (6.95) расхо­
дится и потенциал как физическая величина перестаёт существовать. 

Очевидно, внутри диска потенциал остаётся квадратичным по координатам: 

Мдиска ( x i , х2) = I - Axx\ - А2х\, (6.96) 

где 
оо 

Ai = \жва^а2 j d v = . (6.97) 
{ ^t ;(o? + t ; ) s ( o ? + « ) 

При a i ^ 02 
/ = 7 К ( е ) , 

К ( е ) - Е ( е ) 
Ai = 7-

a?e 2 

Е ( е ) - ( 1 - е 2 ) К ( е ) 
А2 =7 

ale2 

а эксцентриситет диска е = yjl - a^/af. В данном случае Л2 ^ Л ь 
В частности, потенциал внутри круглого диска данного типа равен 

(6.98) 

где для краткости обозначено 

7 = 7гСстоа2 = - 2 ^ . (6-99) 

Здесь К (е) и Е (е) — полные эллиптические интегралы первого и второго рода: 

тг/2 тг/2 
К ( е ) = / ^ . ; Е ( е ) = / yjl-e**m2vdp, 

J s/l-e2 sm v> j( 
(6.100) 

Слиска (r) = 2 = j j ^ ( 2 - ^ ) . (6.101) 

Согласно (6.96), линии равного гравитационного потенциала внутри эллиптического 
диска даются уравнением 
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и представлены семейством подобных друг другу эллипсов (которые, однако не подобны 
эллиптической границе материального диска (4.1)!) . Геометрический характер этих уро-
венных линий в диске, как и эллипсов равной полной силы притяжения в нём, напоминает 
ситуацию с уровенными поверхностями в трёхмерном эллипсоиде (см. § 6.5). 

2. В софокусном дисковом пределе однородный эллипсоид с сохранением массы превра­
щается в неоднородный эллиптический диск с границей (5.40) и поверхностной плотностью 

<т ( z i , x 2 ) = 
2а\а2а3р 

1- (6.103) 

Такой диск является эквигравитирующим во внешнем пространстве исходному эллипсоиду. 
Распределение плотности в нём такое же, как и в диске (6.93), поэтому он имеет те же самые 
характеристики, при других, конечно, значениях полуосей и эксцентриситета: 

Ri = \Ja\-al, R2 = \ja\-a\, е = ^ 
R2 _ 612 (6.104) 

а также центральной плотности. Отношение центральных плотностей у дисков в случаях 1 
и 2 равно 

(?о aia2 

ао RXR2 

(6.105) 

§ 6.7. Свойства функций I ( га ) и Ai ( га ) 

Применяя методы расслоения и синтеза гравитирующих эллипсоидальных оболочек, надо 
знать, как с изменением параметра т ведут себя функции (5.99) и (5.100). 

Поскольку, в силу неравенства (5.6), 

а? ( т ) 
dm {af (m) + vj ( а 2 ( т ) + vf dm 

то и работа вдоль г-й оси, записываемая в виде 

3/2 
/ • / / л о т 1 I 

Ai (m) af (m) = 

d a2(m)>0, (6.106) 

a? (m) a2j{m) a2(m) 

a2 (m) + v al (m) + v 
dv 

a2{m) + v) \J 

(суммирование слева отменено, ъф j ф к), должна удовлетворять неравенству 

[Ai{m)a2(m)] > 0. _d_ 
dm 

(6.107) 

(6.108) 

Следовательно, независимо от того, как с ростом m изменяется форма граничной поверхно­
сти эллипсоида S (т), всегда 

dm ^ dm 
Y^Ai (го) a? (го) 

L 1 
>0. (6.109) 

Пропорционально / (го) возрастает и потенциал в центре эллипсоида. 
Более сложными являются функции Ai (го). Для производных от них имеем выражения 

file:///Ja/-al
file:///ja/-a/
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dAj __ дА\ den дА\ de\3 

dm де\2 dm deis dm ' 

dM = d^deu + dAu dew (6 110) 
dm de\2 dm дв2ъ dm ' 

dAs _ dA$ dei3 dA$ de23 
dm 9ei3 dm дегз dm ' 

знаки частных производных в которых нам уже известны из (6.81). Прежде всего отметим, 

что при любом допустимом сочетании знаков у величин ^ ~ £ t j im) (шесть таких вариантов 

см. в (5.10)—(5.12)) производные (иг) не могут иметь одинаковые знаки ввиду (6.82). 

Конкретно: в случае тотального сплющивания трёх главных сечений с ростом т , т. е. когда 

все производные ^ ~ e t j (иг) > 0, выполняются неравенства 

^ ! < 0 | 4 * 1 * 0 , ^ > 0 ; (6.111) 
dm dm dm 

в противоположном этому варианте, когда все ^ ~ е и ( ш ) < 0, имеем 

d-t>°' f ? < ° - « " 2 > 

Характерно, что из трёх производных неизвестным остаётся знак только у d A 2 / d m . Иначе 
обстоит дело в четырёх оставшихся случаях (5.11) и (5.12), где только две из трёх производ­
ных от эксцентриситета имеют одинаковые знаки. Тогда заранее может быть известен знак 
только у d ^ / d m ; в случаях (5.11) имеем d ^ / d m > 0, а в (5.12) dA2Jdm < 0. 

§ 6.8. Синтез элементарных оболочек 

Переходим к рассмотрению слоисто-неоднородных эллипсоидальных тел. Для этого нам 
потребуется математический аппарат первых параграфов главы 5. 

В слоисто-неоднородном эллипсоиде плотность распределения массы зависит от одного 
параметра т , т. е. 

р = р(т). 

Будем считать, что при расслоении эллипсоида на оболочки особых геометрических мест в 
нём не остаётся 3. 

Аддитивные по массе величины L (к ним относятся сама масса, моменты инерции 
и потенциалы) будем находить методом синтеза оболочек. А с ним мы уже знакомы по 
§ 6 . 1 . Внутри данного эллипсоида выделим подсистему с граничной поверхностью S(m) 
и вычислим для неё искомую величину L ( т ) в предположении однородности подсистемы. 
Затем по формуле 

dL = dmp(m) J - [ L ( m ) | p = 1 ] (6.113) 

3 В противном случае (при софокусном, например, расслоении) нижний предел интегрирования по т будет 
отличен от нуля. 
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находим вклад в искомую величину L (т) от отдельной элементарной оболочки заранее 
заданной плотности. В итоге, интегрируя по всем оболочкам эллипсоида, находим 

7ГЬ 
L(m) = J dmp(m)-£^ [l<(m)\p=1]. (6.114) 

Для начала вычислим массу и моменты инерции слоисто-неоднородного эллипсоида с 
поверхностью S(m), определяемые общими формулами 

М (т)= J p{x')dV, 1ч(т) = 6ц J р{х')х'г

2<1У'. (6.115) 

Легко находим 

A? ( m ) l p = i = ^ij * - ^ 7 г а 1 а 2 а з а г а ^ т 5 а г (m) (m) J J a * (m). 
l 

Подставляя теперь выражения (6.116) в основную формулу (6.114), приходим к 

з 
М (т) = ^ка\а2а3 J dmр (m) 

m 

Iij (m) = ^7га,1а2а3а?5ц J dmp(m) ^ 

_d_ 
dm m Y[<*i (m) 

т5а2(т)^[а{(т) 

В частности, масса эллипсоида с подобными слоями, согласно (6.117), равна 

1 
М = Апа\а2а3 J mzp (m)dm; 

о 
t J т2р (m)i 

о 
i 

Iij = ^Ka\a2a3a28ij J m4p(m)dm. 

(6.116) 

(6.117) 

(6.118) 

(6.119) 

(6.120) 

Таким образом, для определения характеристик слоисто-неоднородного эллипсоида, 
аддитивных по массе, мы имеем весьма эффективный метод — метод синтеза оболочек. 
Применяя его, достаточно знать, как вычисляются эти характеристики для однородного 
эллипсоида; далее всё сводится к одной квадратуре. 

§ 6.9. Потенциалы слоисто-неоднородных эллипсоидов. 
Общий случай стратификации 

Эти потенциалы имеют важное теоретическое и практическое значение. 
Теорема 3. Потенциал в точке Xi, внешней по отношению к неоднородному эллипсоиду 

описанного типа, равен 
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1 

177 

4>внешн(я) = nGa^a^ J du J dm2p(m2)x 

m2(u) 

dm2 

П<2г(т) / з 
' m 2 - £ 4 

"i a2a2 (m) 4- и 

где функция m2 (и) неявно определяется уравнением 

= 771 

, (6.121) 

(6.122) 
V а * а * (™)+ w 

А есть эллипсоидальная координата точки относительно граничной поверхности эллип­
соида, являющаяся положительным корнем уравнения (5.65), а 

з 
Д 2 ( т , и ) = Д (а?а? ( т ) + и ) . (6.123) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Рассматриваем сплошной эллипсоид как состоящий из бесконечной серии элементар­

ных эллипсоидальных оболочек. Вклад в общий потенциал от одной такой оболочки, огра­
ниченной поверхностями S (т) и S (т + dm), даётся (см. (6.113)) формулой 

с^внешн (m) = dm2p ( т 2 ) (0) (6.124) 

где в качестве <£внешн (га) нужно взять потенциал <рвнешн из (6.1), заменив в нём а« на полуоси 
промежуточного эллипсоида aimai (m). Тогда А в формуле (6.1) становится эллипсоидаль­
ной координатой пробной точки Х{ относительно промежуточной поверхности S(m); её 
обозначим через А ( г а 2 ) . 
Последняя определяется как положительный корень 
уравнения (5.87), Д — из 

Д 2 (m, v) = Д ( a ? m 2 a 2 ( т ) + v). (6.125) 

Полагая 

v = т2и, А ( т 2 ) = m 2 / i ( т 2 ) , 

где /л ( т 2 ) неявно определяется уравнением 

з J2 

= т ^ а\а\ (m)+/z 

выражение для </4нешн (т)\ запишем в виде 

(6.126) 

(6.127) 

/х(т-) 
А(т=1) 

т(и) п 1 т 

Рис. 39. Область интегрирования в 
двойном интеграле 

|/>=1 

з 
<£в2ешн (m) = 7rGaio2a3 

M(m 2 ) 
Д (тп, и) т - Е ; (6.128) 

12. Кондратьев Б П 
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Подставляя (6.128) в формулу (6.124) и интегрируя от 0 до 1, получим выражение для 
полного потенциала эллипсоида: 

1 оо 
^внешн = irGa\a2a3 Jdm2p(m2) J du dm2 

/ i (m 2 ) 

П ^ И / з 
' m 2 - £ -

Л (m, u) i a-a- (m) + и 

(6.129) 

В двойном интеграле можно изменить порядок интегрирования (рис. 39) и вместо прежних 
пределов считать, что переменная и изменяется от А (га = 1) до оо, а переменная т — от 
определяемого уравнением (6.122) значения т (и) до 1. Поскольку А (га — 1) есть положи­
тельный корень уравнения (5.65), то изменение порядка интегрирования в (6.129) и приводит 
к требуемому результату (6.121). • 

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Потенциал во внешней для эллипсоида точке (6.121) зависит от её координат х* 
явно и неявно (неявно — через нижние пределы интегрирования А и т2 (и)). 

Внешний потенциал эллипсоида с гомотетическими слоями 

Когда слои плотности подобны друг другу, то все (га) = 1. Выражение (6.121) упрощается 
и принимает вид 

ОО 1 

^внешн (#) = 7rGaia2a3 j -£iL- J dm2p ( г а 2 ) . (6.130) 

m 2 (u ) 

Теорема 4. Потенциал во внутренней точке Xi полости неоднородной эллипсоидальной 
оболочки, ограниченной эллипсоидами S (1) и S (п), даётся выражением 

ОО 1 

Фвнутр. об Vх) = 7rGaia2a3 jdu J dm2p (m 2 ) 

dm2 
' m 2 ~ £ . 

Д(га, и) f af Qi (m) + и 
(6.131) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Вклад в потенциал у> от внешней для Xi элементарной оболочки мы получим, если 

в формулу (6.124) в качестве ip^ (га) подставим данный в (6.11) потенциал однородного 
эллипсоида </?Внутр, заменив в нём ai на ai ( г а ) . Полагая v = m 2 u , имеем 

3 0 0 / 3 2 \ 
Л р ( т ) | =1гСв1а2азПМ™) / 1 Г г Ч ( ^ ~ Е 2 2 Г \ ^ \ (6Л32> ' lp=i \ х J А(т,и) у а\(х\ (т) + и) 

где Д (га, гг) определено в (6.123). Подставляя (6.132) в (6.124) и интегрируя по всем слоям 
оболочки от п2 до 1, находим полный потенциал от всей оболочки: 
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1 оо 

(p = irGaia2(is J dm2p (m 2 ) Jdii-j—^ 

t[<*i(m) / з 
' m 2 - £ A(m, u) 1 а2а2(т) + u 

(6.133) 

Изменив порядок интегрирования (что легко сделать, так как пределы по т не зависят от и), 
мы получим требуемый результат (6.131). • 

ЗАМЕЧАНИЕ 5. С помощью выражений (5.99) и (5.100) потенциал (6.131) можно записать ком­
пактнее: 

<Л»нутр. об (х) = TTG I dm2p (т2) 
J dm* 

i (m) ~^2Ai (m)x* (6.134) 

ЗАМЕЧАНИЕ 6. В общем случае, когда сплюснутость слоев равной плотности зависит от т , 
потенциал внутри полости оболочки явно зависит от координат. Зависимость эта — квадратичная 
по Xi. Лишь в частном случае расслоения толстой оболочки на гомеоидальные слои (в этом случае 
коэффициенты Ai от т уже не зависят) потенциал внутри оболочки (6.131) или (6.134) вообще не 
зависит от координат пробной точки. 

Теорема 5. Потенциал во внутренней точке ггг неоднородного эллипсоида рассмот-
7*-:-. но г о типа даётся выражением 

оо 1 
t = 7rGaia2as / da / dm2p(m2)—^L-f 

J J dm' 

f[at(m) 

A(m, u) rrr 
з 2 Xi 
\ at (m) + и 

0 m 2 ( « ) 
(6.135) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Полный потенциал во внутренней точке складывается из потенциала от сплошного эл­

липсоида, для которого рассматриваемая точка не является внутренней, и потенциала от 
эллипсоидальной оболочки, для которой точка не является внешней. Пусть а^па^ (п) суть 
полуоси поверхности равной плотности, проходящей через точку ж». Тогда, в силу равенств 
(6.121) (где положим А = 0) и (6.131), эти слагаемые полного потенциала слоисто-неодно­
родного эллипсоида будут 

<р* = 7YGaia2as J du J Ф (т 2 ,г/) dm2 

rn-(u) 
1 

ip11 = TxGa\a2as J du J Ф(т 2 ,гх) dm2 

где Ф (m 2 ,u) — интегрируемая функция. Складывая потенциалы </>J и ip11, получим выра­
жение (6.135). • 

ЗАМЕЧАНИЕ 7. Потенциал во внутренней точке слоисто-неоднородного эллипсоида зависит от 
координат хг явно и неявно (в последнем случае — через нижний предел интегрирования). 

Внутренний потенциал эллипсоида с гомотетическими слоями 

Когда слои равной плотности подобны друг другу, то, как нетрудно показать, выражение 
* 6 135) заметно упрощается и принимает вид (1.51). 

Разумеется, в случае слоисто-неоднородного сфероида, а также шара со сферически 
симметричным распределением вещества (для него см. интегральную формулу (1.55) эти 
зормулы ещё более упрощаются. 
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З а д а ч а 6.9. Дан неоднородный шар радиусом R с распределением плотно­
сти р = ро(1 — r2/R2)n, п — любое вещественное число. Найти внутренний потенциал 
такого шара и отношение работы 6 по переносу материальной точки из центра на его 
поверхность к работе переноса с поверхности на бесконечность. 

Ответ. 

^ ( x J - ^ t f ^ ^ . a F ^ f . - n . l . ^ + l ^ ^ j ( x S i ) , (6.136) 

где 2-Fi (• ••) — гипергеометрическая функция; тогда искомое отношение работ оказывается 
равным 

2 г ( п + § ) 

у ^ Г (п + 2) 
В частности, отношение этих работ равно единице при п = 1.38175 (ср. со случаем одно­
родного шара в § 6.4). • 

Теорема 6. Потенциал во внешней точке хь неоднородной толстой эллипсоидальной 
оболочки рассматриваемого типа, ограниченной эллипсоидами с полуосями ai и а^год (п), 
даётся выражением 

1 оо 

Увнешн об (х) = nGaia2a3 J p(m2)dm2 J du-j^ 
dm2 

M(m 2 ) 

3 
П«*М / 3 2 _1 [ m 2 _ V - xi 
A(m,u) у i a?a?(m) + t*y 

(6.138) 
где p (m 2 ) неявно определяется уравнением (6.127). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Оно проводится известным нам методом. • 

ЗАМЕЧАНИЕ 8. Чтобы изменить порядок интегрирования в двойном интеграле (6.138), разобьём 
последний на два; тогда получаем 

К71*) 1 оо 1 
ip = j du j Ф (m 2 , и) dm2 + j du j Ф (m 2 , u) dm 2 , (6.139) 

A m2(tx) p ( n 2 ) n2 

где Ф (m2,u) — известная нам интегрируемая функция. 

§ 6.10. О притяжении и уроненных поверхностях в 
полостях эллипсоидальных оболочек 

Для исследования поверхностей равного потенциала внутри слоисто-неоднородной оболоч­
ки выражение (6.134) представим в виде, напоминающем формулу (6.14) для потенциала 
однородного эллипсоида во внутренней точке: 

з 
У>внутр. об (n) = J (fi) - 53 Л (п) X 2 , (6.140) 

1 
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где обозначено 
1 

Т(п) = TTG J dm2p (m 2 ) 

n 2 

l 

4* (га) = 7 r G J d™>2P (m2) 

dl(m) 

dm2 

dAj{m) 
dm2 

(6.141) 

Отсюда ясно, что искомые уровенные поверхности внутри оболочки, как и в эллипсоиде, яв­
ляются поверхностями второго порядка. Но важный момент: в отличие от коэффициентов Ai 
из (1.38), все три величины Ai не могут иметь одинаковые знаки; как было доказано в § 6.7, 
только две из трёх производных dAi/dm могут иметь одинаковые знаки. Следовательно, по­
верхности равного потенциала в полости оболочки должны принципиально отличаться от 
исследованных в § 6.5 уровенных поверхностей внутри однородного эллипсоида. Конкретно, 
они не могут уже быть эллипсоидальными. Достаточно рассмотреть распределение знаков у 

величин Ai в каком-либо частном случае; пусть это будет случай (6.112). Что касается знака 
у / , то мы уже знаем из § 6.7, что он всегда положительный. Имеем 

Аа\± х\ — I - ip = const. (6.142) 

Итак, поверхности равного потенциала в полостях оболочек представляют собой в 
общем случае сопряжённые семейства однополостных и двуполостных гиперболоидов. Ра­
нее, в § 5.12, это было доказано для частного случая элементарной оболочки с формой 
фокалоида. 

Семейства однополостных и двуполостных гипер­
болоидов разделены асимптотическим конусом второго 
порядка (рис. 40) 

AiX± i xl - А, х2 = 0. 

На поверхности этого конуса / - (р = 0; при переходе 
от двуполостных к однополостным гиперболоидам мы 
переходим из области больших <р (где / - <р < 0) в 
область малых <р (где / - <р > 0). 

Сила притяжения перпендикулярна к уровенным 
поверхностям, и при переносе материальной точки по 
любой из них работа не совершается. Поэтому работа 
по переносу тела из любой точки асимптотического ко­
нуса на бесконечность будет одной и той же, равной 
1(п). 

В области однополостных гиперболоидов сила 
притяжения направлена к поверхности оболочки (и чем 
ближе к поверхности, тем больше сила), а в области 

Рис. 40. Семейства однополостных 
и двуполостных гиперболоидов, раз­
делённые асимптотическим кону­
сом ABCD. Это поверхности рав­
ного потенциала в полостях произ­
вольных (кроме гомеоида) однород­
ных или слоисто-неоднородных эл­
липсоидальных оболочек. Стрелками 
показано направление сил для случа-
ев А1 > 0, А2 < 0 и Аз < 0 

двуполостных — направлена от неё. Этот эффект двух 
направлений сил существует внутри любой слоисто-неоднородной оболочке, кроме гомео­
ида. Важно и то, что сами силы внутри эллипсоидальных оболочек из-за квадратичности 
потенциала (6.140) линейно зависят от координат. 

Нет оснований заранее считать силы притяжения в полостях оболочек §еличинами 
второго порядка малости. У однородных оболочек величины Л; (п) = nGp [А{ (1) - Ai (п)] 
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(а с ними — и силы) могут заметно отличаться от нуля; влияние же неоднородности оболочек 
надо учитывать конкретно в каждой задаче. 

Одно из приложений данной теории оболочек к Земле см. в § 15.1. 

§ 6 . 1 1 . Свойства потенциалов слоисто-неоднородного эллипсоида 

1. Докажем, что потенциал эллипсоида во внешней точке (6.121) удовлетворяет уравнению 
Лапласа 

Вначале из уравнения (6.122) находим, что 

- 0 . 

2xt 

afa2 (т) + и 1 - Е 

где для краткости обозначено 

Е ^ Е 
к b=i (̂ afc (m) + и) 2 ' 

(6.143) 

(6.144) 

(6.145) 

Дифференцируя <^Внешн из (6,121) по Xi и учитывая равенство (6.122) и то, что m (и = А) = 1 
(это даёт возможность считать А постоянной при взятии производной от интегралов типа 
оо 1 
J du J Ф (тп2,г/) dm2), получим 
Л т'2(и) 

dtp* 
dxi 

-27rGaia2(i3Xi J du j p (ra2) ai (m) x [Д (m, w) (a 2a 2 (m) -f г*)] 1 + 

-f J dm2p (ra2) x 
dm2 

m'2(u) 

Y[ &i (m) [A (ra, u) {a2a2 (m) + u)] (6.146) 

Дифференцируя по хг выражение (6.146) и учитывая формулу (6.144), а также равен­
ства c*i(l) = 1 и т(а = А) = 1, находим (опуская элементарные промежуточные преоб­
разования) 

а 2 

У?внещн = —2irGaici2<i3 < 

П а , ( т ) -*Цр(т 2 ) 
1 am 

/ А , еи / _ ! *2 
У Д (1, и) (а 2 + «) У Д ( т , « ) (а?а? ( т ) 4- «) 
А у т2(и) 

\ 
д\ Ро 

dm2 

Д (га, м) (а?а 2 ( т ) + гх) 
- Xi 

OxiA(l,\) (а 2 + А) 

т=т(и) ) 
(6.147) 

где р„ = р (т = 1). Суммируя вторые производные и учитывая равенства (которые нетрудно 
доказать) 
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(а?а? (m) + u)' 
n=m(u) J m=ra(it) 

^ а?а? (L) + u Д (m, u) du A ( m ' u ) 

"СЛУЧИМ 

—-^—^— = 47r&aia2u3 
дх2 

t 3 

J Д « г ( ш ) 
m 2 (u ) 

Легко показать, что 

A(1,A) 

dm2 du \ A(m, и) I 

l d x \ ~ p « T u ( д ( Ь + 

Г з 1 

|_ Д(т,и) ra=m(u) du 
p[m2{u)} 

3 

/ Г Ь ( т ) 
rt2(u) 1 

dp d I 1 

i П М " 0 , 
= -SL / i -%dm2 + 

du J A (m, u) dm2 

m2(u) 

Поэтому (6.151) можно представить в виде 

dm2 du у A (га, и) 

3 

П^г (m) 

dm 2 = 

dp 

[ Д (m,ix) dm2] 

dm2 (u) 

m=m(u) du 

£ a ^ ^ = 4 j r G a i a 2 a 3 / P n 

Д(1,А) 

1 П " г М 

+ /

11 
- i 
Д(га, гг 

dp 

m 2 ( t i ) 
0 drâ  

dm 2 

Взяв по частям интеграл в фигурных скобках, получим 

£ ^ = = 4 т г С а 1 а 2 а 3 дх] Д ( 1 , А ) 
+ 

о 
Х[оа{т)р (т2) 

J . 
А(т,и) 

+ I 
т2(и) 

3 

I W m ) }] 
1 dm2 } 

_ А{т,и) _ 
1 
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Обратим теперь внимание на то, что 

1 

dm2 

\jn2 (и) 

П <*i (m) 
_i 
Д (т, и) J dm = 0. (6.155) 

и=Х 

Действительно, при и = оо имеем Д 1 = 0, а при и = А будет тп 2 (и) = 1, что и доказывает 
равенство (6.155). Оставшийся в (6.154) интеграл даёт 

П<*г [т {и)] 
-р [т2 (и)] Рп 

Д(1 ,А) 
(6.156) 

1А[т(и),и]' 

С учётом (6.155) и (6.156) мы приходим в (6.154) к доказательству теоремы Лапласа. 
2. Докажем, что потенциал эллипсоида во внутренней точке (6.135) удовлетворяет уравне­
нию Пуассона 

= (6.157) 
1 Эх? 

Учитывая равенства (6.122) и (6.144), находим первую производную 

внутр 
dXi = —27rGaia2(i3 % 

ОО I Цсч (m)p(m2) 

Д (т, и) (а 2 а 2 (тп) + и) I 

1 
d 

d m 2 

Па» (m) 
l 

(6.158) 

Д (m, гг) (а 2 a 2 (m) + u) 
m2(u) 

Дифференцируя (6.158) no x*, суммируем полученные производные и, учитывая равенства 
(6.144), (6.148) и (6.149), так же, как и выше, получаем выражение для лапласиана 

3 d2ipB ~ • J l U a i ( m > 
E - g F = - ^ G a i a 2 a 3 J du£ 

1 * о 

+ / 

Д (m,u) P (m2) + m—m(u) 

m2(u) 

Y[ai (m) 
l 

[ А (m,u) 

(6.159) 

dm 

Нетрудно видеть, что 

i 

Lm2(u) 

П«г (m) 
1 dm = 0. (6.160) 

гх=0 

Действительно, при и = оо имеем Д 1 = 0, а при и = 0 будет Д = a^a^Ylat (тп), 
1 

вследствие чего 
' з 

U он {тп) d 
dm2 Д (т ,0 ) 

= 0, 

что и доказывает равенство (6.160). 
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Окончательно получаем 

Е д2у>внутр 
— 2 — = ^ г О ц а д о 

3 
П«г [т (и)] 
Д[т (u),t*]J 

= -4TTG/9, (6.161) 
и = 0 1 

что и доказывает теорему Пуассона. 
ЗАМЕЧАНИЕ 9. Потенциал у? эллипсоида является непрерывной функцией координат ж» во всём 

пространстве. 

ЗАМЕЧАНИЕ 10. Потенциал (р эллипсоида всюду в пространстве имеет непрерывные первые 
производные. В частности, величины dip/dxi не имеют разрыва на границе эллипсоида, что следует 
из сравнения выражений (6.146) (где нужно положить А = 0) и (6.158). 

ЗАМЕЧАНИЕ 11. Потенциал эллипсоида и его первые производные на бесконечности обращаются 
в нуль. 

Итак, найденные потенциалы слоисто-неоднородного эллипсоида имеют все свойства 
обычного ньютоновского потенциала. 

§ 6Л2. Неоднородные оболочки и сплошные слоисто-неоднородные 
эллипсоиды с софокусным расслоением слоев 

В § 5.12 были рассмотрены однородные фокалоиды. Но формула (5.93) также выражает 
замечательные свойства и неоднородного софокусного распределения масс. Имеет место 
важная (и неизвестная ранее) 

Теорема 7. При софокусном распределении масс внешние потенциалы соосных слои­
сто-неоднородных толстых оболочек а также сплошных эллипсоидов относятся друг к 
другу как массы этих тел. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Исходим из формулы (5.84), записав её для краткости в виде 

оо 

^ ф о к (™>) = §<2еШф0к • ft, где К = j F ( m 2 , v) dv. (6.162) 
A(m 2 ) 

Подставим это выражение вместо dL (га) под знак интеграла из (6.114) и применим метод 
синтеза элементарных оболочек. Тогда внешний потенциал толстой оболочки (Кщ — объём 
эллипсоида с поверхностью S (га)) находим в виде (ср. с (6.138)): 

m 

YW™ (m) = | G J dm2p(m2)-£^[V3!l(m)-TZ}. (6.163) 

Полагая теперь стратификацию софокусной и опираясь на доказанное нами ранее важ­
ное свойство (5.91) независимости величины R от га, приводим (6.163) к виду 

оо 

¥>внешн(т) = | ( ? М ( т о ) - j F(m2,v)dv = ^GM{m)-R. (6.164) 
A(m») 

Здесь масса толстой оболочки или сплошного эллипсоида М (т) равна 

т2 

М(т)= j dm2p(m2)-£^[V3n}. (6.165) 
WHiin 
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Тем самым мы доказали, что соотношения (5.95) распространяются и на случай сло­
исто-неоднородных толстых и тонких фокалоидов , а также (при т т ш = е\3 (1)) и на 
сплошные эллипсоиды с софокусной стратификацией. • 

Формула (6.164) по внешнему виду в точности совпадает с потенциалом однородно­
го эллипсоида (5.84). Следовательно, при софокусной стратификации соосных оболочек и 
сплошных слоисто-неоднородных эллипсоидов значение потенциала этих тел на фиксиро­
ванную внешнюю точку Х{ зависит только от полной массы тела М (га), но совершенно не 
зависит от самого закона распределения масс р (га 2 ) в них. Другими словами, гравитаци­
онный потенциал вне слоисто-неоднородного эллипсоида, состоящего из софокусных слоев, 
никак не изменится при любой перестановке этих слоев и, кроме того, потенциал остаётся 
неизменным даже при выравнивании плотности вещества в нём до однородного состояния. 
В этом отношении софокусные эллипсоидальные слои ведут себя совершенно так, как и 
простые сферические слои. 

В частности, когда неоднородная, вообще говоря, эллипсоидальная оболочка с софокус-
ным расслоением (и с граничными значениями параметра га ^ га') получается из сплошного 
эллипсоида с массой М путём выреза из него соосного внутреннего эллипсоида массой М ' , 
то имеет место обобщение формулы (5.97): 

^фок fa) — ^внешн (я?) 1 _ ML 
м 

(6.166) 

Итак установленные в § 5.12 теоремы полностью переносятся и на слоисто-неод­
нородные оболочки и эллипсоиды с софокусной стратификацией. Поэтому, например, при 
равенстве полных масс и конгруэнтных (или софокусных) граничных поверхностях внеш­
ние потенциалы однородного эллипсоида и слоисто-неоднородного эллипсоида (при любом 
распределении масс в последнем, лишь бы он имел софокусную стратификацию!) будут 
равны. 

Теорема 7 значительно расширяет рамки классической теоремы Маклорена — Лапла­
са, ведь в последней говорилось лишь о притяжении сплошных однородных софокусных 
эллипсоидов. 

§ 6.13» Потенциалы слоисто-неоднородных эллипсоидов в ином виде 

Найденным выше потенциалам слоисто-неоднородного эллипсоида (6.121) и (6.135) можно 
придать более компактную форму. С этой целью введём следующие обобщения величин 
(5.99) и (5.100): 

з 0 0 

Ai[m,p(m2)]=ala2a3Y[ai(m) [ — d " (6.167) 
i J A (m, и) • (а2а2 (га) + и) 

ц(т2) 

з 7 d 3 

l[m,p(m2)} = aia 2a 3 J j M m ) J д ^ ^ у = A i [т>**(т2)] a i a i (ш)> 
1 M(m 2 ) 1 

(6.168) 
где р (га2) находится из уравнения (6.127), и составим выражение 

з 
R [ га ,ц ( г а 2 ) ] = I [т,р ( г а 2 ) ] - £ Д [га,// ( г а 2 ) ] х 2 . (6.169) 

1 
Тогда потенциал элементарной эллипсоидальной оболочки (вне и внутри) в общем случае 
имеет вид 
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б^внешн (ж) = TTGdm2p (m2) - ^ r R fm, / i (m2)l , (6.170) 
dm* 

а потенциал во внешней и во внутренней точках слоисто-неоднородного эллипсоида можно 
записать одной формулой 

1 

(p(x) = nG J dm2p(m2)-^R[m,u(m2)]. (6.171) 

о 

Конкретно, потенциал во внешней точке мы получаем при 

/ i ( m = 1) = А, (6.172) 

а для случая внутренней точки 

/ i ( m = l ) = = 0 . (6.173) 

Легко убедиться, что в силу уравнения (6.127) 

•£.R[m,fi(m2)} =0, (6.174) 

поэтому при дифференцировании функции (6.169) в подынтегральном выражении (6.171) 
следует принимать во внимание лишь явную зависимость этой функции от параметра га. 
Взяв по частям интеграл (6.171), получим 

1 

<р(х) = тгС [р (т2) R [m,/* ( m 2 ) ] ] ™ : ; -*Gj £^R [ТПФ ( т 2 ) ] dm2. 
о 

Но при т = 0 величина /л (0) = оо , поэтому / (0) = Ai (0) = 0 и проинтегриро­
ванный член будет равен /э п (1) • R [1,^(1)]. Последнее выражение представляет со­
бой хорошо известный потенциал однородного эллипсоида (как во внешней, так и во 
внутренней точках), конгруэнтного с внешней граничной поверхностью слоисто-неодно­
родного эллипсоида, причём плотность этого однородного эллипсоида равна плотности на 
границе неоднородного. Таким образом, 

1 

(р(х) = <р{0) (ж) - nG [ -%R \m,fx(m2)] dm2, (6.175) 
pn(m-i) J dm1 

о 

где для внешней точки в качестве первого члена следует взять потенциал (6.1) и учесть ра­
венство (6.172); для внутренней точки — потенциал (6.11) и нижний предел для /х из (6.173). 
Это и есть искомая форма записи потенциала слоисто-неоднородного эллипсоида. 

Представление потенциала в виде (6.175) удобно, так как: 
а) полный потенциал разбит на две части, из которых первая хорошо известна (потен­

циал однородного эллипсоида) и даже исчезает при рп (m = 1) = 0; в последнем случае 

1 

<р(х) = - т г С [ - ^ г Я \т,и (т2)] dm2] (6.176) 
J dmz 
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б) второй член в (6.175) содержит производную dp/dm?\ для однородного эллипсоида 
член (6.176) исчезает; 

в) при нахождении сил, дифференцируя у?, можно сразу проникать во втором члене под 
знак интеграла; так, для сил внутри эллипсоида 

1 
внутр 

dXi 
= -2irGxi (6.177) 

Подчеркнём, что слагаемые в (6.177) могут иметь как разные, так и одинаковые знаки. 
Если плотность в эллипсоиде распределена по закону 

р ( т 2 ) = ро (1 - m 2 ) n , п > 0, (6.178) 

то выражение для потенциала принимает вид 

1 

V>(x) = nGpon j ( l - m 2 ) 7 1 " 1 R(m^(m2))dm2. (6.179) 

о 
В заключение приведём выражения для величин (6.167) и (6.168), в которые входят 

неполные эллиптические интегралы 4: 

Ai (m, fx (т2)) = 
2a ia 2 a 3 na i (га) 

q2 (a 2 - a2otl (ra)) 
3/2 [Ffod-Efi/ ,*)] , (6.180) 

2a\a2a3Y[oLi (ra) 
A2 (m,u(m2)) = 1 

q2q'2 (af - a§a§ (ra)) 
3/2 

E ( ^ W 2 F ( ^ ) - , 2 ^ucosu 
V l — q2 sin v 

A3 (m,u(m2)) = 
2а\а2аз]\аг (ra) 

l 

9 ' 2 ( a ? - a l a i ( m ) ) 3 / 2 

tg vyjl - q2sin2 v - E [y, q) 

где 

v (m) = arcsin 
fi (га 2 ) -b af 

Вспомогательные величины: 

af - a\<x\ (ra) 
, q (ra) = a 2 - ajal (ra) ^ 2 = 1 _ g 2 

af - a § a | (ra)' 

/u (ra2) + a§a§ (га) /x (ra2) + a\ot\ (ra) 
c o s v = 7— 5 > 1 ~ Я snr ^ = /~~«T 5 . 

\i (rrr) +a\ pi (rrr) + af 

С помощью найденных величин получим также 

г/ / 2\\ 2a i a 2 a 3 ra 2 a 2 (га) а 3 (га) 
/ (т, /х (га2)) = F (t/, д ) . 

Vaf - а | а | (га) 
Сами эллиптические интегралы даны в (6.23). 

4 Определение неполных эллиптических интегралов дано в (6.23). 

(6.181) 

(6.182) 

(6.183) 

(6.184) 

(6.185) 
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В важном частном случае эллипсоидов с подобными слоями5 

<*2 (га) = аз (га) = 1 

выражения (6.180)—(6.185) хотя и упрощаются, однако зависимость в них от /х (га2) не 
исчезает: 

/ ( m , M ( m 2 ) ) = H ^ l ^ F M . 

Аг ( т , р М ) = , Р «> - В «)] , 
Я (<*? - а§) 

Л 2 (ra, / i(ra 2 )) = 2а1а2^з 

9 У 2 ( а 2 - а 2 ) 3 / 2 

2aia2d 

9 й (a?-a | ) 

E ( i / ) 9 ) - g ' 2 F ( ^ g ) - g : ,2 Sin I/ COS f 
V1 — q2 sin21/ 

A 3(m,M(ra 2)) = < o

 2 a ; ° 2 a

2

3

 3 / 2 t g ^ l - g W ^ - E M 

где 

i / (m) = arcsin a 2 -Q§ 
(m2) + of 

n2 - n2 

q'2 = l - q \ 
\a\-aV 

Вспомогательные величины: 

2 _ ц (m2) + a% г . г M + ° i 
COS f = ^ (m2) + a?' 

Здесь ц (m2) находится из уравнения 

1 — q sin i / = // (m2) + 

(6.186) 

(6.187) 

(6.188) 

(6.189) 

(6.190) 

(6.191) 

3 x? 
ra (6.192) 

В ещё более частном случае однородного эллипсоида, полагая га = 1 и а (га) = А, из 
(6.180)—(6.185) получим известные проинтегрированные выражения для величин / и Ai из 
(6.16) и (6.18)-(6.20). 

Замечания 

Наряду с хорошо известными источниками, отметим замечательную статью Феррерса 
[58] о потенциалах, малодоступную для читателей. Феррерс расслаивает эллипсоиды на 
гомеоидальные слои, и поэтому его работа не пересекается с нашей. Обзор некоторых 
результатов Феррерса можно найти в [37]. 

§§ 6.1,6.2,6.3 и 6.4. Классический материал, но есть и новые результаты. У Чандрасек-
хара [47], например, отсутствуют формулы для внешнего потенциала однородного сфероида 
через элементарные функции. У Г. Н. Дубошина [15] эти формулы есть, но даются они в 
другой, нежели у нас в § 6.2, форме. Новое и в § 6.3, где через элементарные функции 
получены потенциалы однородных иглообразных эллипсоидов. 

5 Напомним, у нас всюду принято, что ai (т) = 1. 

file:///a/-aV
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Насколько нам известно, третье из важных неравенств (6.73)—(6.75) ранее в литературе 
не было доказано. Неравенства (6.81) также будут нужны для приложений метода. 

§ 6.5. Поверхности равного потенциала внутри однородного эллипсоида рассматрива­
ются (но менее детально, чем у нас) и в книге Аппеля [8]. Другие результаты параграфа и, в 
частности, задачи 6.7 и 6.8 о геометрических местах точек равного потенциала и притяжения 
на поверхности однородного эллипсоида — новые. 

Первоисточники: [20] и [21]. 
§ 6.6. Дисковый предел однородного эллипсоида часто используется в астрофизических 

приложениях. Диск, получаемый из эллипсоида в софокусном пределе, понадобится нам и 
далее. 

Первоисточник: [21]. 
§ 6.7. Имеет вспомогательное значение. 
Первоисточники: [20] и [21]. 
§ 6.8. Идея метода синтеза взята из статьи [69]. 
Некоторые намётки метода синтеза есть и в книге М. Ф. Субботина [45]. 
§§ 6.9-6.11. Формулы для потенциалов слоисто-неоднородного эллипсоида были вы­

ведены автором с целью исследования Е-галактик, но они имеют и общетеоретическое 
значение. 

Одно замечание. Как уже говорилось, рассматриваемые слоисто-неоднородные эллип­
соиды отличаются от неоднородных эллипсоидов Феррерса. И хотя, как известно, любую 
аналитическую функцию можно представить степенным рядом, тем не менее о связи между 
распределением плотности в слоисто-неоднородном эллипсоиде и в эллипсоиде Феррерса 
можно говорить только в асимптотическом пределе бесконечных рядов. Поэтому изучение 
слоисто-неоднородных эллипсоидов — это большая самостоятельная и интересная задача. 

Изучение потенциалов в полостях оболочек и тел представляет не только теоретический 
интерес, но и важно для приложений в физике и планетологии. Так, формула (6.140) приме­
няется в § 15.1 для оценки гравитационного влияния мантии Земли на её внутреннее ядро. 

Первоисточники: [21] и [3]. 
§ 6.12. Один из ключевых моментов нашего подхода. Все результаты параграфа новые. 

Софокусные слои обладают важными гравитационными свойствами. Теорема 7 значитель­
но расширяет рамки теоремы Маклорена — Лапласа (в последней говорится лишь о при­
тяжении сплошных однородных софокусных эллипсоидов, а у нас — это и элементарные 
эллипсоидальные оболочки разного (!) типа, однородные и слоисто-неоднородные толстые 
оболочки, наконец, однородные и слоисто-неоднородные сплошные эллипсоиды). Открыва­
ется перспектива для нахождения эквигравитирующих тел не эллипсоидальной формы. 

Первоисточник: [21]. 
§ 6.13. Представление потенциалов слоисто-неоднородных эллипсоидов в новой форме 

расширяет область приложений теории. 
Первоисточники: [20] и [21]. 
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П О Т Е Н Ц И А Л Ы Т О Р А И К У Б О И Д А 

Притяжение этих тел до сих пор оставалось неизученным. Дело не в отсутствии интереса 
(с тором то как раз наоборот!), а в математической сложности этих задач. 

§ 7.1. Пространственный потенциал однородного кругового тора 

Рис. 41. Изображение половины кругового тора 

Круговой тор образуется вращением вспомогательной окружности радиуса го вокруг оси 
симметрии Охз (рис. 41); осевая окружность тора имеет радиус До и подразумевается, что 
то ^ # 0 » Уравнение его поверхности есть квадратичная функция координат точки 

(R-R0)2 + xl = rl R = yjx*+a%, (7.1) 

так что объём тора 

V T O pa = 2тг 2г2Ло. (7.2) 
Тор — фигура с красивой пространственной симметрией. С точки зрения топологии 

круговой тор представляет собой произведение двух окружностей. Диаметр вспомогатель­
ной окружности, параллельный оси гг3, разделит эту окружность на два полукруга и часть 
поверхности тора, которая образуется левым полукругом, имеет отрицательную гауссову 
кривизну, правым — положительную. 

Тор обладает интересными, но до сих пор малоизученными гравитационными свой­
ствами* . В литературе, кроме [21], почти ничего нет на эту тему. Правда, ещё Риман посвя­
тил притяжению тора работу [42], где, однако, не учёл в задаче Дирихле граничные условия 
и не довёл до конца разложение потенциала тора в ряд Фурье. Zuge [72] выразил потенциал 

1 Краевая задача для проводящего тора в электростатике хотя и рассматривалась [32], но в силу уровенного 
характера слоя электрических зарядов она несравненно проще, чем проблема гравитирующего тора. 
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тора (и вертикальную компоненту его градиента) через двойные интегралы, но далее не 
пошел; чёткой и сколько-нибудь полной картины исследования у него нет, эллиптические 
интегралы (как у нас) Zuge не использует, потенциал не изучает и ссылку на Римана не даёт. 

Наше исследование начнём с задачи, имеющей точное решение. 

7.1.1. Потенциал однородного тора на оси симметрии. Прямой метод 

Заполним тор однородным веществом плотности р; потенциал на его оси симметрии Ох$ 
выражается двойным интегралом 

= 2nGp f j r d X 3 d r , (7.3) 

-ro& \ Л * з - * з ) 2 + г ' 2 

причём внутренний и наружный радиусы кольцевого сечения тора на высоте х'г таковы: 

Я1,2 = Я о ± \ А о - * з 2 - ( 7 - 4 ) 
Внутренний интеграл в (7.3) легко берётся 

m 

Ч> ( х 3 ) = 2nGp J UR2

2 + (X'3-X3)2 - ^ Я 2 + ( х 3 - х 3 ) 2 dx'3. (7.5) 

Делая замену, 

#з = r o sin 0, R\y2 = Ro i cos 0, (7.6) 
после простых преобразований приводим (7.5) к виду 

тг/2 

(р (а?з) = 2irGpr0 j \^Jx\ 4- Д 2 4- rl 4- 2r 0 (Ro cos 0 - x 3 sin 0) -

-тг/2 
- yjx% 4- Rl 4- rl - 2 r 0 (До cos 0 4- Хз sin 0) cos 0 dO. 

Полагая во втором интеграле 0 = 7г — 9\ и отбрасывая затем индекс «I», оба интеграла 
можно объединить и записать выражение у? (хз) более просто 

2тг 
ip (хз) = 2nGpr0 J \Jxl + R% + rl + 2r0 (Ro cos 0 - x3 sin 6) cos 0 d9. (7.7) 

о 
Далее — дело техники. Чтобы взять этот интеграл, сделаем в (7.7) замены 

sin0 = ^ ; c o s 0 = ^ , 
1 1 (7.8) 

До cos в - Хз sin в — I cos -0; I = \JR* +#§> 

где ^ = 0 4- 0, а / — расстояние пробной точки от осевой окружности тора. Важно, что 
dty = dO и пределы по углу ^ те же самые (0,27г), что и для угла 0. Очевидно, 

. iiosint/; - £ 3 c o s V Л fi0cosV>4-a;3sinV> . « о . sm0 = ; cos0 = , (7.9) 

и (7.7) принимает вид 
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2тг 

V? (х 3 ) = 2 7 r ^ r ° j ф2 _|_ r2 + 2 r 0 / c o s ^ ( Д 0 cos ^ + х 3 sin V>) <ty. 
Отсюда, в силу нечётности sin ф (и чётности cos следует 

AnGpRoro 
I 

7Г 

j \jl2 + rl + 2r0l cos ^ cos гр dtf>. (7.10) 

После элементарных преобразований в (7.10) потенциал однородного тора на оси симмет­
рии в интегральном виде записывается так: 

(р ( х 3 ) = AnGpRoro -f AcosV>cosi/>dt/>, А = 

Далее (7.11) можно выразить через полные эллиптические интегралы: 

1 f\ 
¥>(хз) = -z-nGpRoro 

где квадрат модуля 

к2 = 4 г 0 / <1, 

l2 + rl 
Ц1 + го) /с2 

(7.13) 

И 

(7.11) 

(7.12) 

(го + 0 

a / = у/R2 + х§ — расстояние пробной точки 
от осевой окружности тора. 

График потенциала тора на оси симмет­
рии показан на рис. 42. Его максимум — в 
геометрическом центре тора (г = 0 ,хз = 0). 
Заметим, что при г ( ) < Д 0 это ещё не аб­
солютный максимум пространственного по­
тенциала; абсолютный максимум потенциала 
тора при го < RQ находится, как мы вскоре 
убедимся, в точках особой окружности, лежа­
щей в экваториальной плоскости и располо­
женной внутри самого тора. Только в предель­
ном случае, когда Го = Ro и тор образуется 
вращением окружности радиусом г 0 вокруг 
касающейся её оси Охз , этот особый кружок 
стягивается в точку и абсолютный максимум 
потенциала совпадает с геометрическим цен­
тром тора (см. § 7.1.5). 

З а д а ч а 1 Л. Доказать, что на больших от тора расстояниях х$ обе формулы (7.12) 
:« (".18) имеют нужную асимптотику (Мтора — масса кругового тора): 

Рис. 42. Нормированный гравитационный по­
тенциал однородного кругового тора на оси 
симметрии Охз. Расчёт по формуле (7.12) при 

значении параметров ~ - = -L Симметрия гра-

фика относительно оси ординат очевидна вслед­
ствие симметрии фигуры тора относительно его 
экваториальной плоскости хз = 0 

<£тора ( Х 3 ) 
Мтора G 

Z 3 ' 
Мтора = 2irZr£Rop (7.14) 

Решение. При больших х 3 величина А из (7.11) мала и раскладывая радикал под инте­
гралом в ряд и удерживая члены до первого порядка по А включительно, находим 
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4 * С , Я Ь п . | jcos^di,= 2 n 2 C

x f ° R = ¥ ^ , (7.15) 
О 

что и требовалось доказать. Т 
З а д а ч а 7.2. Доказать, что при г0 —> 0, когда тор вырождается в тонкое кольцо, 

потенциал (7.12) принимает вид 

у= 2 ^ G R » = М т о р а С

 : (7.16) 

где и = 7TTQP — одномерная плотность колечка. 
Этот результат — частный случай известного нам выражения (3.4). 
Потенциал тора на оси симметрии (7.12) можно записать и более компактно. Для этого 

представим квадрат модуля (7.13) в виде 

и тогда, с учётом известных формул преобразования эллиптических интегралов (2.22), по­
тенциал (7.12) примет более удобный вид 

</>тора (Д%) 

|тгб7>гоДо 
= ( i + * ) B ( * ) " ( i " * ) K ( £ ) f ( 7 Л 8 ) 

где модуль к дан в (7.17). При заданной массе тора формулу (7.18) можно записать и так: 

^ н ^ { ( Н Е ( ' ) - ( Н к ® } ' 'к-т- ( 7 л 9 ) 

7.1.2. Пространственный потенциал однородного тора: 
нахождение через круговые диски 

Напомним, что фигура кругового тора образуется вращением окружности радиусом го 
вокруг оси симметрии Ож 3 . Радиус его внутренней осевой линии равен До ^ го (см. 
рис. 41). В сечении тора плоскостью х'3 = const < г 0 образуется широкое круговое кольцо, 
внешний и внутренний радиусы которого даны в (7.4). Через вспомогательный угол 0, 
такой, что х3 = ro sin 0, имеем 

о i Го cos 0. (7.20) 

Толщина выделенного элементарного кольца равна dx3 = r 0 cos 6dQ. 
Заполним тор однородным гравитирующим веществом плотности р, тогда 

поверхностная плотность выделенного элементарного плоского кольца будет равна 
о — р ro cos 0d6. Вклад в потенциал тора на пробную точку (г ,£з) — причём, 
подчеркнём, пробная точка по отношению к тору может быть как внешней, так и 
внутренней! — от такого широкого кольца даётся разностью потенциалов от однородных 
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круговых дисков с радиусами R\ (в) и R2 (0). Таким образом, развиваемый здесь подход к 
потенциалу тора опирается на знание пространственного потенциала однородного круглого 
диска радиусом R\ (0), расположенного на высоте х'3. Согласно (9.56), потенциал такого 
диска в точке (г ,хз) выражается через стандартные полные эллиптические интегралы: 

Слиска (Г, Х 3 ) = { [с + 2 ( Л 2 - Г2)] К(к1) + 
у/а — с 

a — b 
(7.21) 

+ (а - с) Е (А*) - 2 ( х 3 - го sin в)2 П 

где величины а, Ь, с таковы: 

a = 2 ( r 2 + ( x 3 - r o s m 0 ) 2 ) ; 

( * ) = г 2 + (*з " го sin в)2 - Д?± ( 7 2 2 ) 

±у(г2 + (х3 - г 0 sin 0) 2 - Д?) + 4 Д 2 ( х 3 - г 0 sin в)2, 

причём а ^ 6 > с. Стандартные полные эллиптические интегралы первого, второго и 
третьего рода имеют вид: 

2 2 
К ( * ) = / . d ( P . ; Е ( * ) = / Jl-k**m2tpdkp; 

J y/l - к2 sin у? 
о 

7Г 

2 
(7.23) 

П [ п , * ] = / 
J (1 — n sir ^ ( l — n s in 2 <p) \ / l — к2 s in 2 <p 

Модуль у всех эллиптических интегралов в этом выражении один и тот же: 

1 + /с' * 
( r - ^ + fa-n.eh.*)' ( у 

(r + ^ i ) 2 4 - ( x 3 - r 0 s i n ( 9 ) 2 

Итак, мы рассматриваем тор состоящим из «стопки» элементарных широких круг­
лых колец с поверхностной плотностью а = pro cos0d0 и со специально подобранными 
для каждого кольца внешним и внутренним радиусами (7.20). Важно подчеркнуть, что для 
нахождения гравитационного потенциала тора на пробную точку (г, х 3 ) достаточно исполь­
зовать только потенциал внешнего элементарного диска с радиусом Ri (в) и интегрировать 
выражение этого потенциала по углу в в пределах 

0 < в < 2тг. (7.25) 

При таком способе нахождения потенциала очевидно, что в интервале 

- т г /2 < в < тг/2 

вклад (со знаком «+») в потенциал тора даёт внешний диск, а при 
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тг/2 ^ в ^ Зтг/2 

— уже внутренний диск, вклад которого в потенциал тора входит со знаком «—» из-за 
отрицательного знака cos в. Фактически, интегрируя по второму интервалу мы вырезаем из 
сплошного диска внутренний кружок радиусом R.2 (0). 

Подставляя в (7.21) выражение для Ri (в) из (7.20) и интегрируя вклад от диска по 
интервалу (7.25), получаем искомый пространственный потенциал тора на пробную точку 
( г , х 3 ) в виде 

У?тора (г, Х 3 ) _ 

2y/2GpR0r{) 

+ ( a - c ) E ( f c i ) - 2 

Здесь, после нормировки на RQ, 

R\ = 1 Н—=j— cos 6\ а = 
Ко 

с+2 R \ - K(fci) + 

(7.26) 
( ^ 3 - r o s m ^ n [ n ^ l c o s ^ 

RQ у/а 

2(r2 + (x3 - ro sin б ) 2 ) 

Rl п = 

Rl (7.27) 

a модуль кг дан в (7.24). Таким образом, потенциал тора даётся интегралами от стандартных 
полных эллиптических интегралов 2. Подчеркнём — пробная точка для найденного потен­
циала тора (7.26) может быть как внешней, так и внутренней. Причиной столь нестан­
дартной ситуации 3 является то, что вклад в полный потенциал тора дают круглые диски, 
потенциал которых существует всюду в пространстве. 

7.1.3. Проверка: переход в (7.26) к потенциалу на оси симметрии тора 

Для проверки полученного в (7.26) пространственного потенциала полезно рассмотреть 
известный нам случай, когда испытуемая точка находится на оси симметрии тора О х 3 . 
Полагая во всех формулах г = 0, находим 

2 ( х 3 — г 0 sin О)* 
; с = - 2 Д 2 ; 

(7.28) 

* ' = !, Ал = 0; К ( 0 ) = Е ( 0 ) = | . 

С интегралом же третьего рода П [п, 0] дело обстоит сложнее, так как в пределе г = 
= 0 для параметра п возникает неопределённость п = ^ . Ситуация требует отдельного 
рассмотрения. Прежде всего, при к\ = 0 

2 Следует указать на относительную простоту развитого здесь метода, основанного на представлении тора 
«стопкой» плоских широких колец. Попытки применить другие подходы, например, метод расслоения тора на 
торообразные оболочки, приводят к ещё большим усложнениям. 

3 Действительно, прямой метод, основанный на формуле (1.9), естественно разделяет потенциал на внешний и 
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П[п,0] = 

причём в данном случае, как легко видеть, 

l im п = 
т—>о 

2л/1 п 

г>2 , ( х з - r o s i n 0 ) 2 

1 + 

(7.29) 

(7.30) 

В целом, для рассматриваемого случая потенциала тора на оси х 3 имеем 

2тг , 

Ртора (х 3 ) = 27rGpr0R0 j 
(х3 - r 0 sin в) х3 - г 0 sin в 

R() 
cos 6d6. (7.31) 

Последний член при интегрировании исчезает, а оставшийся интеграл приводится к виду 

</>тоРа ( х 3 ) = 4nGproR0 

1 
где введён новый угол ^ и параметр Л: 

1 + + A cos ^ cos ̂  ch/>, (7.32) 

cos 0 - sin 0 = 
/to 

l H — | - c o s ^ ; cos# = 
cos ^ -f ~ - sin -0 

R0 

A = 2 2 (7.33) 

Интеграл (7.32) уже легко выражается через стандартные эллиптические интегралы, и для 
потенциала тора на оси симметрии получим выражение 

V̂ ropa (Хз) = ^7ГО/)Г 0К 0 р 1 + 
^ 0 т- х | 

Е ( * ) 

где модуль эллиптических интегралов 

1-2 2А 
1 +А ^ 1. 

(7.34) 

(7.35) 

Таким образом, на оси симметрии тора из общего выражения потенциала (7.26) мы 
действительно получили формулу (7.34), совпадающую с выражением (7.12), найденным 
выше прямым методом. График потенциала тора на оси симметрии показан на рис. 42. 

7.1.4. О переходе к потенциалу тонкого круглого кольца 

Серьёзной проверкой формулы (7.26) является и предельный переход от объемного тора к 
тонкому круговому обручу при г 0 —> 0. В этом пределе объёмная плотность р обращается 
в бесконечность, но одномерная плотность кольца будет конечной величиной: для этого, 
очевидно, следует потребовать 7гг2р —> до, где — ро плотность обруча. 

З а д а ч а 7.3. (Поисковая.) Представить потенциал (7.26) однородного кругового 
тора, близкого по форме к тонкому круглому кольцу в виде ряда по степеням малого 
параметра v — -~. Получить хотя бы два отличных от нуля члена такого ряда. Затем 

Но 
выполнить предельный переход v —> 0 к потенциалу (3.4) тонкого кольца. 
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7.1.5. Тор без сквозного отверстия. Потенциал как сумма ряда Лапласа 

В предельном случае 

ro = До (7.36) 
тор образуется вращением окружности радиусом г 0 вокруг касающейся её оси О х 3 . Сквоз­
ное отверстие у такого тора отсутствует («муха не пролезет!») и для этой фигуры продемон­
стрируем два метода нахождения потенциала. 

Прежде всего, потенциал однородного 
тора и в этом случае дается известными 
нам выражениями: на оси симметрии эк­
вивалентными формулами (7.12), (7.18) или 
(7.19), а в общем пространственном слу­
чае — формулой (7.26). Заметных упроще­
ний в этих формулах в случае (7.36) нет. 
Но одна особенность у такого тора всё же 
есть: окружность, на которой потенциал 
имеет абсолютный максимум, стягивает­
ся у него в точку геометрического центра. 
Абсолютный максимум потенциала (см. 
рис. 43) находится в геометрическом цен­
тре такого тора (при го < До центр являлся 
точкой относительного максимума потен­
циала на оси симметрии тора) и сам потен­
циал в экваториальной плоскости монотон­
но убывает от центра. 

Величина абсолютного максимума лег­
ко находится из (7.19): при условии (7.36), 
а также х 3 = 0,fc = 1,£"(1) = 1, хотя 
К (I) —> оо и расходится, в целом выра­
жение в фигурных скобках равно 2; следо­
вательно, 

Рис. 43. Зависимость гравитационного потенциа­
ла однородного кругового тора от на разных 

Ro 
высотах — от экваториальной плоскости сим-

Ко 

метрии. Фигура тора имеет отношение = 1. 
п о 

Цифрами отмечены значения При = 0.5 
Ro Ro 

максимум заметно смещен с оси симметрии 

V-̂TOpa макс. (О, 0) — ;г 
8 Автора <? 
3 *rQ 

(7.37) 

Найдём в явном виде ряд Лапласа (1.17) для внешнего потенциала такого тора. Вначале 
определим коэффициенты Дгп- Согласно (1.19), в цилиндрических координатах ( г , х 3 ) 

Ro 

&2п = 4пр J с1хз < j F (г, хз) dr - J F (r, x3) dr > ; 
о lo о J 

F = r . / 2 - P 2 n ^ ; rl>2 = Ro±^R*-xl I = y ^ + : 

(7.38) 

Действуя методом индукции и обобщая на произвольное п результаты расчётов для началь­
ных значений п = 0 , 2 , 4 , 6 , п о л у ч и м : 

D2n - r PR0 (-1) 4 а я + 1 п , 2 ( п + 1 ) ! 2 -

Тогда потенциал в сферических координатах (г, в) представляется рядом 

ч п (2п)!(2п + 3)! 
(7.39) 
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, Дч 2 * W ? ^ , (2п)!(2п + 3)! „ ^ o V J " ,74m ^ Т о р а ( г , 0 ) = з — р — ^ ( - 1 ) 4 2 n + l n , 2 ( n + 1 ) , 2-P2n(cosg) ^ - y j . (7.40) 

Важно, что в частных случаях этот ряд можно просуммировать. 
На оси симметрии в — 0, Ргп(1) = 1> т а к ч т о 

. . М т о р а С Л 5 (Ro\2\ 

У>тора(х3) = — J ^ — • 2^1 I 2' 2' 2 ' ~ \b) J = 

4M T O p aGx 3 

Зтг (flg + z§) 

(7.41) 

Эта формула действует на всей оси х$ (а не только вне сферы, объемлющей тор) и экви­
валентна выражению потенциала (7.18) (взятому при г о = До) через эллиптические ин­
тегралы от вещественного модуля. На больших х 3 для потенциала тора (7.41) действует 
асимптотика 

(7.42) 

В экваториальной плоскости, когда в = ~ и 

Р r o w 1 Г ( 2 п - 1 ) ! ! 

Р 2 п ( 0 ) - ( - 1 ) (2п)!! ' 

ряд (7.40) даёт 

M T O p a G / i 5 H 9 , l / ' М Л П А ~ 
V̂ ropa W = 3 ^ 2 I 2' 2 , 1 , 1 , 2 ; 4 I Т~ J 1 ^ - 4 3 ) 

с асимптотикой на больших расстояниях 

+ & ( * ) ' + _ . ) . ,7.44) 

Формула (7.43) работает только вне объемлющей данный тор сфер. 
Задача 7.4. Выразить в (1Л\) потенциал тора через полные эллиптические инте­

гралы от вещественного модуля. 
З а д а ч а 7.5. (Поисковая.) Рассмотреть методом разложения в ряд внутренний по­

тенциал тора. 

7.1.6. Представление эллиптического интеграла третьего рода 
через неполные интегралы первого и второго рода 

При численных расчётах потенциала тора по формуле (7.23) полный эллиптический интеграл 
третьего рода представляет некоторые неудобства. Но его можно выразить через неполные 
интегралы первого и второго рода из (7.23). В зависимости интервала, в который попадает 
параметр п, третьего интеграла возникают три варианта замены. 

Первый вариант: 

1 < п < оо. (7.45) 
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Делаем замену 

s in 2 в = i ; sin в = ; 0 = arcsin -7=; tg 0 = . 1 , (7.46) 
71 у/п у/п \Jn - 1 

и в итоге 

П [n, fci] = 1 = {Е (*0 F (0, к\) - К (An) Е (0, кг)} . (7.47) 

Второй вариант: 

fa-

fc? < n < 1. (7.48) 
Здесь 

n = 1 - кг

 1 2 s in 2 0; * i , 2 = 1 - P / n = 1 - (1 - кг

 2) s in 2 0; s in 2 0 = 1 " n

9 . (7.49) 
' v 7 1 - fex

 2 

Следовательно, 

(1 — nHl — A:2) 
M ' /1 ; 2X Р К fcd - K = 5 - [E (fci) - К (fci)] F (0, fci) - К (*i) F (0, k[). 

(7.50) 
Третий вариант: 

О^п^кг2. (7.51) 
Заменой 

n = fc1

2sin2fl; sin0 = ^ ; t g 0 = / - ^ — (7.52) 
«1 ]l kf - n 

получаем 

П [n, fci] = К (fci) + / - - г {К (fci) Е(вукг) - E ( h ) F (0, A*)} . (7.53) 
И (1 — П ) [kx - П ) 

7.1.7. Расчёт пространственного потенциала однородного кругового тора по 
найденным формулам 

Как ведет себя потенциал однородного кругового тора на оси симметрии, нам уже известно. 
Сейчас, опираясь на формулу (7.26), выясним поведение потенциала тора в пространстве 
вне оси симметрии. 

В экваториальной плоскости тора численный расчёт по формуле (7.26) приводит к 
результату, показанному на рис. 44. Немонотонный характер зависимости потенциала от 
радиального расстояния можно, конечно, было ожидать, если вспомнить поведение потен­
циала для тонкого круглого кольца из рис. 26, когда потенциал в его геометрическом центре 
был значительно меньше, чем вблизи обруча. Однако для потенциала тора характерно 
отсутствие той сингулярности, которая существует на одиночном тонком кольце\ 
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Рис. 44. 
ременной 

Зависимость 
г 

Ro 

от пе-
внешнего 

^ ^ | ) и внутренне-

го ^ ^ ^ гравитационных 

потенциалов однородного кругового 
тора в его экваториальной плоскости. 
Расчёт выполнен по формуле (7.26) 
при хз = 0 и = | . Кружком 

показано сечение рукава тора. Верти­
кальным пунктиром отмечены места 
входа пробной точки внутрь тора и 
выхода из него 

Из рис. 44 видно, что в экваториальной плоскости тора при движении пробной точки по 
T.izn>cy от центра ( х 3 = 0,г = 0) потенциал сначала монотонно возрастает до некоторого 
максимального значения (абсолютный максимум1.). Заметим, возрастание потенциала (при 
- < Ro, в случае же ro = Ro — тор особый, см ниже!) начинается ещё вне тора и 
продолжается на первых порах и при входе в него, причем точка этого максимума находится 

и при выходе за пределы фигуры продолжает уменьшаться до нуля на бесконечности. Так 
как сила притяжения направлена всегда в сторону роста гравитационного потенциала, 
то очевидно, на интервале, где потенциал тора растёт, эта сила направлена от центра к 
осевой круговой линии тора; там же, где потенциал убывает (на рис. 44 — правее точки 
максимума), сила притяжения направлена в обратную сторону — к оси симметрии тора Охз . 
В точке внутри тора, где потенциал достигает своего максимума, сила притяжения тора в 
экваториальной плоскости обращается в нуль (точка невесомости!). 

Дополнительные сведения о потенциале тора находим на рис. 45, где представлены 
результаты расчётов по формуле (7.26) вдоль нескольких горизонтальных срезов. Понятно, 
что все эти кривые лежат ниже графика потенциала, вычисленного в точках экваториальной 
плоскости тора. 

Для более полной картины, весьма интересно рассмотреть меридиональные сечения 
некоторых эквипотенциальных поверхностей однородного кругового тора. Рассчитываем их 
также по общей формуле (7.26). 

Отметим те вычислительные трудности, которые можно встретить при расчётах по­
тенциала тора из-за присутствия в (7.26) полного эллиптического интеграла третьего рода. 
Действительно, как можно показать, структура параметра п из (7.27) у этого интеграла та­
кова, что при нахождении пробной точки внутри объемлющей данный тор сферы радиусом 

Ro + го для некоторых значений т? данный параметр интеграла п = Q ~ ^ обращается в 

Ro 
единицу, и тогда сам интеграл П [n, fci] расходится. Вне данной объемлющей сферы расхо-
димостей не возникает. 

З а д а ч а 7.6. (Поисковая.) Выяснить более тщательно ситуацию с расходимостью 
интеграла третьего рода в формуле для потенциала тора (7.26), Конкретно, надо найти 
те геометрические места, где п(9) = 1. Как зависит число случаев п = 1 от расположения 
пробной точки внутри объемлющей сферы? Как такие сингулярные точки соотносятся с 
эквигравитирующими элементами однородного кругового тора, найденными в § 7 ? 
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Рис. 45. Зависимость гравитационного потенциала однородного кругового тора от расстояния до оси 
на разных высотах от его экваториальной плоскости симметрии. Цифрами на кривых отмечены 

Ко 

значения Фигура тора имеет отношение = ~ . Вертикальными штриховыми линиями отмечены 
Ко Ко о 

места входа пробной точки внутрь тора и выхода из него в экваториальной плоскости. Четыре верхние 
кривые представляют поведение потенциала как вне, так и внутри тора. Точка максимума попадает на 
них внутрь фигуры. Две нижние кривые представляют потенциал исключительно вне тора 

2а А 

Рис. 46. Меридиональные сечения экви­
потенциальных поверхностей однородного 

Го 1 
кругового тора — = Цифрами 1, 

Ко о 
2, 3, 4 обозначены кривые, соответствую­
щие значениям нормированного потенциала 

£ = 0.92, 0.76, 0.6, 0.44. Кружки 
|тг<2рДог0 

жирной линией — сечения плоскостью ри­
сунка самого тора. Внутрь тора попадают 
из рассчитанных только эквипотенциаль 1 
(полностью), и часть эквипотенциали под 
номером 2 

Эту трудность с расходимостью интеграла третьего рода можно обойти, не включая 
в расчёт указанные точки (кроме того, интеграл третьего рода можно, как показано выше, 
исключить из выражения потенциала тора, выразив его через неполные интегралы первого 
и второго рода). В итоге расчётов, получаются кривые равного потенциала, показанные на 
рис. 46. 

Более подробную информацию об эквипотенциалях тора можно получить из рис. 47. 
Вблизи тора они имеют сложную форму. Но чем дальше расположена эквипотенциальная 
поверхность, тем сильнее округляется её меридиональное сечение. 

На рис. 48 показано изменение потенциала вдоль «ободка» сечения рукава кругового 
тора. На этом ободке потенциал имеет максимум в точке, ближайшей к оси симметрии тора. 
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Рис. 47. Меридиональные сечения экви­
потенциальных поверхностей однородно­
го кругового тора. Как и на рис. 46, бра-

Го 1 
лось отношение — = Цифрами от 1 

Ко о 
до 17 обозначены кривые, соответствую­
щие значениям нормированного потенци­
ала £ - 0.92, 0.88, 0.84, 0.80, 

^nGpRoro 
0.76, 0.72, 0.68, 0.64, 0.60, 0.56, 0.52, 0.48, 
0.44, 0.40, 0.36, 0.32, 0.28. Жирные круж­
ки — меридиональные сечения самого то­
ра. Внутрь тора попадают (полностью) 
эквипотенциали 1 и (почти полностью) 
2. Разомкнутость внешних кривых на ри­
сунке — кажущаяся 

Рис. 48. Зависимость потенциала на по­
верхности меридионального сечения од­
нородного тора от угла в 

• л G pr0 RQ 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

О 0.5/г 1.5* 2л в 

7.1.8. Обобщённый гомотетический слой на круговом торе 

Интересен вопрос об обобщённом гомотетическом слое на круговом торе. В § 5.13.1 мы рас­
сматривали обобщённые слои, но в конкретных примерах ограничились лишь выпуклыми 
телами. С тором, как известно, ситуация иная: одна половина его поверхности имеет всюду 
положительную гауссову кривизну, а другая — отрицательную. 

Пусть центр гомотетии совпадает с точкой симметрии тора (рис. 49). К поверхности 
тора (7.1) проведём касательную в точке (г ' ,Хз). Уравнение этой касательной 

(г' - R0) г + х'3х3 - ROT' + R* - rg = 0, (7.54) 

а её расстояние от начала координат 

I = r0 + Rocos6. (7.55) 

Следовательно, плотность обобщенного гомотетического слоя на круговом торе будет равна 

а [в) = \р ( г 0 + Ro cos в). (7.56) 
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Рис. 49. Меридиональное сечение обобщённого гомотетического слоя на круговом торе (показано 
пунктиром). В правой «лунке» толщина слоя положительная, в левой — отрицательная 

Обратим внимание на то, что толщина слоя в одних точках поверхности положительная, 
в других же — отрицательная. Для проверки, интегрируя по всей поверхности тора плотность 
(7.56) и учитывая, что кольцевой элемент площади есть также функция угла в 

dS = 2тгг0 ( Д 0 + г 0 cos в) d6y (7.57) 
находим, что масса М с л данного слоя оказывается равной, как и следовало ожидать, массе 
исходного однородного тора М т о р а — 27г 2г 2 Д0/9. Форма этого слоя показана на рис. 49. 

З а д а ч а 7.7. (Поисковая). Найти гравитационный потенциал обобщенного гомоте­
тического слоя на круговом торе. 

Указание. Первый способ. Потенциал однородного тора (7.26) следует подставить в пра­
вую часть уравнения (5.115). Но потенциал слоя можно искать и вторым методом, подставляя 
его поверхностную плотность (7.56) в интеграл (122). Второй способ труднее первого. 

§ 1.2. Внешний потенциал однородного кругового тора. 
Решение первой краевой задачи 

Тороидальные координаты (<7, т, в) связаны с цилиндрическими формулами 

shr _ л sin <т 
г = а-. , х 3 = а , (7.58) 

спт — cos о chr — cos о 
где а = у/Щ - 7*о — масштабный множитель, 0 < т < оо, -7г ^ о ^ 7г. Семейство торов 
задаётся уравнением 

2 
( r - a c t h r ) 2 + ^ = 

sh г 
С учётом азимутальной симметрии фигуры уравнение Лапласа принимает вид 

до 
shr dtp 

chr — cos о до 
+ А 

дт 
shr dip 

chr — cos а дт 
= 0. 

(7.59) 

(7.60) 

Переменные с и г здесь разделяются с помощью замены 
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<р = Ф1(а)Ф1(т)у/2сЬт - 2 cos ст. (7.61) 
После разделения переменных и решения дифференциальных уравнений выясняется [32], 
что уравнение Лапласа допускает бесконечное множество решений вида 

ipn = \/2chr - 2coscr [Мп cos па + Nn sin па] P г (chr), (7.62) 
n " 2 

где Mn и i V n — постоянные, n = 0, 1, 2, ... , а Р г — сферические функции Лежандра 
П ~ 2 

первого рода. М п и АГП находим из граничных условий задачи, в качестве которых берём 
значение потенциала тора (7.18) на оси симметрии. Очевидно, на оси симметрии тора 

т = 0, chr = l , Р ! (1) = 1. (7.63) 
П ~ 2 

Тор имеет экваториальную плоскость симметрии хз = 0 и поэтому далее следует положить 
Nn — 0, так что внешний потенциал однородного кругового тора будет равен 

оо 
<Ртора (сг, г ) = ^TrGproRo • \ /2chr — 2 cos а • M n cos пет • Р г (chr). (7.64) 

п - -
п = 0 * 

Коэффициенты Мп в (7.64) выражаются интегралами 

* - * / { ( И в ( * ) - ( И * ( * ) Ь £ г 

( i + ( i -*)*(*)} S i t < 7 6 5 ) 

_ I 2 

fe = ^ S i n | . [ l - ^ c o S

2 | ] " 2 ; v = 2fc / = 1,2,3.... 

Эти коэффициенты можно представить и в виде ряда. Для этого разложим подынте­
гральную функцию в Мо в ряд по степеням и и затем проинтегрируем по а. Получим 

Интересно, что М0 можно представить ещё и в виде такого ряда 

Остальные коэффициенты из (7.65) будут представлены рядами вида 

м „ г / 1 5 „ з , 75 ,,5 , 14025 , , 7 , \ п ш 

M l = 7 r \ T 2 8 I / + ш Г + 262144^ + ~ / ' ( 7 6 8 ) 

» f _ ^ ( 105 ..5 , 3675 т , 110985 q , \ , 7 * о ч 
^ 2 - ^ ( 4 0 9 6 ^ + Ш 9 7 Г + 4Т9430Г + ' " / ' ( 7 6 9 ) 

и т. д., но и их можно выразить в совершенно другом виде 

s (2n)! 2(2s)!(2s + 2 / - 2 n ) ! - 3 F 2 ( - l , n + ± Л - l ; L n - l - в + 
И, = V v2*+1 У* - — - — . 

£ j ^ n ! 4 2 4 s + 2 i + 2 " ( l - 2 n ) ( n + l ) ( s - ( -Z-n ) ! (5 + 0 ! 5 ! ( * - n ) ! 
(7.70) 

Формула (7.64) и даёт решение поставленной задачи. 
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§ 7.3. Потенциал оболочки кругового тора 

Дан пустотелый тор, имеющий поверхность (7.1) с постоянной на ней плотностью а, см. 
рис. 41. Обозначения § 7.1 сохраняем. 

Для нахождения пространственного потенциала пустотелого тора тела применим 
метод синтеза, сходный с тем, который применялся в § 7.1.2. В сечении фигуры 
плоскостью х 3 = const ^ го (см. рис. 50) образуются два тонких круглых кольца с 
радиусами (7.4). Но обратим внимание, что в отличие от случая сплошного тора, сейчас 
внутреннее кольцо — самостоятельный элемент, который не входит в состав внешнего коль­
ца; следовательно, вклад в потенциал всего тела от внутреннего колечка не будет иметь 
отрицательного знака, как это было ранее с вкладом внутреннего диска в потенциал сплош­
ного тора. 

Вновь удобно ввести вспомогательный угол в такой, что х 3 = rosin0; радиусы 
внешнего и внутреннего кольца нам известны и даны в (7.20). 

Будем рассматривать пустотелый тор 
состоящим из множества элементарных 
круглых колец, имеющих радиусы (7.20) и 
постоянную на них одномерную плотность 

/хо = or ode. (7.71) 

Рис. 50. Сечение кругового тора плоскостью 
х'3 — const ^ Го 

Вклад в полный потенциал на точку (г ,хз) 
от одного из таких элементарных колец, рас­
положенного на высоте ro sin в и имеющего 

радиус Ri (0), согласно формуле (3.4), будет равен 

к̂ольца (Г,#з) = 
AGar0Ri (в) d6 

: К 
y/[Rl (0) + r ] 2 + [ z 3 - r o S i n 0 ] 2 Vi № W + + t*3 - Г 0 S l n ^ 

4 r f l i (0) 

(7.72) 
Интегрируя по всем таким колечкам, в итоге получим пространственный потенциал пусто­
телого тора в точке (г, хз) в виде 

2тг 
Рпуст. тора (Г, Х 3 ) = 4GOT0 / — = 

Ri (в)-К(к) 
:d6, (7.73) 

(0) + r ] 2 + x§(0) 

где вводятся обозначения 
Ri (в) = Ro + r0 cos в, 
х3 (в) = х3 - r o s m 0 , 

к = 
4гДх (в) 

(7.74) 

^[RiW + rf + xUe) 

Подчеркнём, что в применяемом методе — вследствие использования уже готовых выраже­
ний для элементарных колец — испытуемая точка в формуле (7.73) может быть как внешней, 
так и внутренней по отношению к поверхности тора. 

З а д а ч а 7.8. Опираясь на формулу (7.73), изучить численно меридиональные сечения 
эквипотенциальных поверхностей (р (г, хз) = const, гравитирующего пустотелого тора и 
сравнить их с теми, которые имеет сплошной однородный тор. 
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Далее формулу (7.73) полезно преобразовать. Для этого представим эллиптический 
интеграл К через интеграл по переменной х и запишем (7.73) в форме 

7Г 

2 2тг 
ч л „ f , f (R0 + rQcos6)de 

<Рпуст.ТОра(г,хз) =4Gerr0 dx , (7.75) 
J J yjA2 + 2 r 0 [(До + r cos 2x) cos в - x3 sin в] 

где 
Л 2 = ( Д 2 4- г ) 2 + х\ + - 4 Д 0 г s in 2 х; (7.76) 

Сделаем теперь замену 

(До + г cos 2х) cos в — хз sin 0 = / cos ̂ , (7.77) 

где 
^ = 0 + 0; / = ^/(/2o + r cos2x) 2 + x§. 

При этом 

(7.78) 

( f i 0 + r cos2x)cos^ + x 3 s i n V , л , _ _ л ч cos0 = : , dO = dip. (7.79) 

Тогда 

? / о г о (До + r c o s 2#) cos -0 + гохз sin ф \ 
2 2 Д Д 0 + } 

г0 dx ± _ _ _ _ _ -
J J у/A2 -f 2roZ cos ф 

dф 

tp{r,x3) = AGaro J dx J ± F • ( 7 8 ° ) 
о 0 

Так как 
2тг 

О 
то вместо (7.81) имеем 

J f (cosф,smф)dф = J [f (соБф^тф) + f (cosф,-smф)]dф, (7.81) 

2 2тг 

о о 

/ r 0(tfo + rcos2:r) \ 
[ До + —- j соъф J dф 

\JA2 + 2г 0 / cos ф 
<р(г,х3) = Юаго I dx j ± i . (7.82) 

J J \JA2 + ? " 

Заменой ф = 2t внутренний интеграл может быть вычислен, и в итоге получим потенциал 
пустотелого тора во всём пространстве 

^ . « Р (г,х 3 ) = WGaroj-^^^^ | я о + г ° + r ^ ^ } ( 7 8 3 ) 

О 
где 

а функции Л (х) и / (х) даны в (7.76) и (7.77). 
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В (7.73) и (7.83) получен потенциал пустотелого тора во всём пространстве, т. е. как 
внутри оболочки тора, так и вне её. Несмотря на разный вид, обе формулы эквивалентны 
друг другу. Но вторая форма потенциала удобна для рассмотрения частных случаев. 

Рассмотрим в (7.83) два частных случая: 
а), предельный переход к тонкому обручу 
При 

0 го 
будет 

£->о, к (it) = Е ( £ ) = f • 

Интересно заметить, что в этом пределе 

l im 27гго<т = //о, го—»о 
(7.85) 

и формула (7.83) действительно возвращает нас к исходному потенциалу обруча (3.4); 
б), потенциал на оси симметрии 

г = 0. 

В величинах 

(7.86) 

исчезает зависимость от х и после некоторых преооразовании потенциал пустотелого тора 
на оси симметрии выражается более простой, нежели (7.83), формулой: 

, . _ STTGOTQ 
V̂ nycT. тора \х3) — , • & 

1 + § 

\ 
го 
Ro 

У Rl) 

(7.87) 

З а д а ч а 7.9. Произведя в потенциале (7.87) замену о —> pdro и интегрируя его по 
параметру го в интервале (0, го), получить потенциал сплошного однородного тора на оси 
симметрии в форме (7.18). 

Решение. Делая указанную замену и обозначая 

k — -j-. го = / • fc, dro — I • dk, 

действительно получим искомый потенциал сплошного тора на оси симметрии (7.18): 

к 

<Лт>Ра Ы = SnGpRol • J кЕ (к) dk = ^nGpRol {(l + к2) Е (к) ~ ( l - fc2) К (к)} . (7.88) 

З а д а ч а 7Л0. Действуя обратным способом: дифференцируя выражение (7.18) по 
параметру го, получить потенциал пустотелого тора на оси симметрии хз (7.87). 

З а д а ч а 1Л\. Рассмотреть, опираясь на (7.83), потенциал пустотелого тора в 
экваториальной плоскости 

хг = 0, 
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Рис. 51. Зависимость потенциала пустотелого тора на оси симметрии от хз- Расчет по формуле (7.87) 

когда 

I = | Д 0 + г cos 2х | ; А2 = (До + г ) 2 + rl - 4 Д 0 г s in 2 х. (7.89) 

Важно также определить то геометрическое место точек, где потенциал пустотелого 
тора имеет свой абсолютный максимум. Из того, что мы уже знаем о потенциале сплошного 
однородного тора (см. предыдущий параграф) становится очевидным: это будет некоторая 
окружность, лежащая в экваториальной плоскости тора. Радиус г м а к с этой окружности будет 
зависеть от геометрии тора. Фактически, нас интересует зависимость г м а к с > от величины 
отношения v = В частности, расчеты показывают: при 

Ко 
v = 0.408184 (7.90) 

Ко 
выполняется соотношение г м а к с . = До - г 0 , т.е. окружность, проходящая через точку 
максимума, совпадает с внутренней границей тора. Если тор «разбухает» по сравнению 
с данным и и > 0.408184, то г м а к с > Д (, - г ( ) — тогда точки максимума потенциала 
попадают внутрь поверхности тора В противном случае, когда тор «худеет» по сравнению с 
вышеуказанным критическим, точки максимума потенциала смещаются к геометрическому 
центру фигуры и находятся уже вне поверхности тора. 

§ 7.4. Пространственный потенциал однородного тора 
с эллиптическим сечением рукава 

Рассмотрим обобщённый вариант задачи о торе, когда в меридиональном сечении рукава 
тора уже эллипс 

г/2 х'1 
+ —г = 1, a i ^ о 3 . 

а\ ai 

Параметризуем уравнение эллипса, вводя вспомогательный угол в: 

г' = а\ cos 0, Х3 = аз sin 0, 0 ^ 0 < 27т. 
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Далее, как и в разделе 7.1.2, выделяем в сечении тора плоскостью х3 = const широкое 
круглое кольцо с внешним радиусом Ri = 1 + а\ cos в и полагаем его толщину равной 
dx3 = аз cos OdO. Тор, заполненный веществом плотностью р, и сейчас состоит из «стопки» 
таких широких колец. Интегрируя вклад в потенциал от них, в итоге получим потенциал 
всего тора данного типа в виде 

Утора \Г, 

где 

2 ^ = / { h 2 ( R ? - l ) ] K ( j ) + < ° - ' ) E ( ' ) -

о 1 , а1 л r 2 + (x 3 - a 3 s i n 0 ) 
K i = 1 + -=±- cos 0, a = 2 

Ro RQ 

n = 
a — b 

RQ 

(7.91) 

(7.92) 

З а д а ч а 7.12. Доказать, что на оси симметрии потенциал данного тора выражается 
интегралом 

Утора ( х 3 ) 

2nGpa3Ro 

2тг 

\ 
л 0 ( х 3 - аз sin в)2 

R2 + — ^ — cos 0d0. 
RQ 

(7.93) 

§ 7.5. Потенциал на оси симметрии однородного тора с сечением в 
виде овала Кассини 

Вращая овал Кассини вокруг оси хз, получим торообразную фигуру с поверхностью 
четвёртого порядка 

( Л 2 + х 2 ) 2 - 2с 2 (R2 - х2) = а 4 - с 4 . (7.94) 

В зависимости от соотношения между параметрами а и с различают три типа форм 
овалов Кассини (в данном случае — осесимметричных объёмных фигур): 

О а — фигура чисто тороидального типа; 
с = а — горообразная фигура с сечением в виде лемнискаты Бернулли; 
с < a — односвязные фигуры сфероидального вида, имеющие «вмятины» на 

полюсах. 
Далее рассмотрим только первый и второй варианты (см. рис. 52). 
Полагая фигуры однородными и применяя формулу (7.3), представим потенциал на оси 

симметрии в виде однократного интеграла 
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Рис. 52. Сечения торов в виде двух частных 
форм овалов Кассини: с = а — лемниската 
Бернулли, с > а — два разомкнутых овала 

А 

4>{xz) = 2GVGp J ( у ( х 3 - х'3)2 + Щ-у/(Хз- Х'3)2 + dx'3, (7.95) 

где наименьший и наибольший радиусы кольца на высоте х 'з таковы: 

д 1 | 2 = с 2 - х'3

2 - ) / а 4 - 4 с 2 4 2 , 

а предел интегрирования 

Х з - 2с' 

Подставляя Дх, Д2 и х§ в (7.95) и делая замену 

х з = х з ' COS0, 

(7.96) 

(7.97) 

(7.98) 

после преобразований, сходных с использованными выше для кругового тора, имеем 
(г= у/РТЦ) 

2тг 
.2 Г I . о 2 ^ (хз) = nGp^ J у г2 - ^ - (X3COS0 - csin0) sin0d0. 

о 

С помощью подстановки 

(7.99) 

хз cos 0 — с sin 0 = г cos 0, 0i = 0 — 

cos'0 = ^ , s i n ^ = - - p , 

так что sin0 = sin0i - £ cos0i, интеграл (7.99) приводится к 

(7.100) 

7Г 

<^(х 3) = -2-nGpa2 j л/1 - Acos0 cos0d0, 

причем 

А = ^ 1. 

После ещё одной замены 0 —» 7г - 0 (7.101) записывается так: 

(7.101) 

(7.102) 
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7Г 
у ( х 3 ) = 2nGpa2 j v T T X c o s ? cos0e/0, (7.103) 

о 

как это имело место и для кругового тора (7.11). 
2 

На больших расстояниях х 3 величина А ~ мала, так что (7.103) имеет нужную 
асимптотику 

где М — масса тела; действительно, объём заданного тора равен 

Х3 Х3 
V = 2ir J (R2- Rj) dx'3 =4TTJ ^a* - Ac2x'2dx'3 = 2uf i l . (7.105) 

о 0 

Как и в случае с круговым тором (7.12), потенциал (7.103) также выражается через 
полные эллиптические интегралы 

V (хз) = I f ^ z {(2 " *2) Е (к) - 2 (1 - fc2) К (к)} (7.106) 

с модулем 

к2 = — 2а[ (7.107) 
a2 + су/с2 + хз2 

§ 7.6. Внутренний потенциал однородного кубоида 

Дан прямоугольный однородный параллелепипед (кубоид) с началом системы координат в 
его центре (рис. 53). 

Для нахождения внутреннего потенциала кубоида применим к нему формулу Гаус­
са (1.11), где модуль радиуса-вектора г между двумя точками равен 

r = V ^ + r^ + C 2 , (7.108) 

и введены обозначения 

£ = xi - x i , 7] = х 2 - х' 2, С = * з - х'3. (7.109) 

Пределы интегрирования для введённых переменных суть 

£ i = * i - y < 0 , VI=X2-Y<0> C i = * 3 - y < 0 , 

& = *1 + ^ 0 , Г 7 2 = Х 2 + ^ 0 , С2 = х 3 + ^ ^ 0 . 
(7.110) 

Вклад в полный потенциал кубоида от грани ABCD, когда х 3 ' = —аз/2 и cosy ' = 
даётся двойным интегралом 
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Рис. 53. Прямоугольный параллелепипед (кубоид). Обозначения см. в тексте 

<PABCD •II d^drj. (7.111) 

Интеграл (7.111) выражается в элементарных функциях 

VABCD = С2 | б 1П - & 1П ^ Т ? Б -

-*7i In -z + ?72 In ъ 4- hfill 

+ С 2 a r c t g 

4 f + G 

6 C 2 

-C2 a r c t g 
6 C 2 

- arc tg 6 C 2 
(7.112) 

— arctg 

7 ? i - b r / ^ c + C ! , 

6 C 2 

V /72 + + C| 42 + V2rD + C| / J ' 

где фигурируют расстояния от внутренней пробной точки до всех восьми вершин 
кубоида: 

Г А = rE = 

г В = V ^ + ^ + C 2
2, r F = 

Г С = Г с = x A f + t f + c 2 , 

TD = г и = \ А 2
2 + Ъ 2 + С 2 . 

(7.113) 

Исходя из (7.111), вклады от остальных пяти граней кубоида получаются цепочкой 
следующих перестановок: 
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<pEFGH = 'pABCD ( C 2 - - 0 ) . 
<PBCGF — tyEFGH (0 ^ Vi), 
VABFE ~ 4>EFGH 
VADHE = VBCGF Ы , 

<t>DCGH = 4>ABFE 

(7.114) 

В итоге, искомый внутренний потенциал однородного кубоида будет равен сумме всех 
найденных выше выражений 

Укуб = {УЛВСР + VEFGH + VABFE + 4>DGGH + VBCGF + <PADHE} • (7.115) 

Таким образом, полный внутренний потенциал однородного кубоида выражается че­
рез элементарные функции: сложные логарифмы и арктангенсы. Отметим, что рассчиты­
вая потенциал по найденной формуле (7.115), следует, конечно, учитывать многозначность 
функции arctg( . . . ) . 

На рис. 54 приводится график потенциала 
кубоида (7.115) вдоль одной из главных его диа­
гоналей. Отметим универсальность этого графи­
ка, так как в принятых переменных его форма не 
зависит от отношения длин рёбер и плотности 
тела и характеризует любой однородный кубоид 
или куб. 

Как и следовало ожидать, данный потенциал 
имеет max в центре. Его величина, рассчитанная 
по формуле (7.115), оказывается равной 

Рис. 54. Зависимость потенциала в однород­
ном кубоиде (нормирован на у?0) от рассто­
яния вдоль главной диагонали зс = 2r/L. 
Штрихами отмечено значение потенциала в 
вершине кубоида 

Уо = Gp ^2 

{Я-
a2a3ln±±^ + $(Q-P) 

arctg 
а 2 + a 2 ± a 2 L ' 

(7.116) 

причём все остальные члены суммы получаются из данного путём круговой перестановки 
индексов у рёбер. В любой же из вершин кубоида потенциал равен 

Уверш == Gp CL2CL3 In 
L + а\ 

arctg « i a 3 

а\ + a 2 L + а\ 
- a r c t g — (7.117) 

Va2 + аз 
где для получения остальных членов суммы также используется круговая перестановка ин­
дексов и L = у/а\ 4- а 2 + а | — длина главной диагонали кубоида. Таким образом: значение 
потенциала в центре однородного кубоида всегда в два раза больше значения потенциала 
в каждой из его вершин: 

Уо 
Уверш 

= 2. (7.118) 

Таким свойством обладает всякий однородный кубоид, при любой массе и произвольном у 
него отношении длин рёбер (и куб в частности). 

На рис. 55 показано сечение эквипотенциальных поверхностей плоскостью ar3 = 0. 
Расчёты проводились по формуле (7.115). Характерно — чем дальше кривая от центра, тем 
заметней её отклонение от эллипса. 
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Рис. 55. Семейство сечений эквипотенциальных поверхно­
стей плоскостью хз = 0 в кубоиде с относительными дли­
нами рёбер 7:4:2. Цифрами 1,2, . . . , 7 обозначены кри­
вые для нормированного значения потенциала v?/Vцентр = 
= 0.98; 0.95; 0.90; 0.85; 0.80; 0.75; 0.70 

Заметим, что в формулу (7.115) входит, согласно 
(7.112), 24 члена с логарифмами и 24 члена с 
арктангенсами. Члены с логарифмами после многих пре­
образований приводятся к изящному виду вкладов в эту 
часть потенциала от каждого из двенадцати рёбер: 

m C i l n ^ £ - 4 i C 2 l n . 6 + r o 

£i ~Ь гр 

- ^ 0 Ь с , м + 772С2 In 
6 + тЕ 6 + 

(7.119) 

4V 

Рис. 56. Схема круговой 
новки 

J 
переста-

где восемь остальных членов суммы получаются из данных круговой перестановкой по 
правилам рис. 56. 

§ 1.1. О п о т е н ц и а л е п л о с к и х ф и г у р , п о л у ч а е м ы х п р и с п л ю щ и в а н и и 
о д н о р о д н ы х о б ъ ё м н ы х п р и з м и ц и л и н д р о в 

Неожиданная и полезная проверка соотношения (7.118) для 
кубоида получается на основе проведённых в § 2.8 исследо­
ваний для потенциала однородной прямоугольной пластины. 
Вспомним, что, согласно формуле (2.106), у пластины также 

= 2. Что это — случайное совпадение? Нет! Вдума­
емся: такая пластина как раз и получается из кубоида в 
пределе бесконечно малой длины четырёх его рёбер. 

По аналогии с кубоидом, для каждой пары тел «прямая 
однородная объёмная призма (или цилиндр с любым сече­
нием) — плоская пластина с той же формой основания» есть 
конкретное, присущее только этой паре отношение указан­
ных потенциалов. Следует лишь следить за тем, чтобы вер­
шины у сравниваемых пластины и призмы соответствовали 
друг другу. 

Теорема 1. В любой прямой однородной призме с основаниями в виде произвольных 
многоугольников (рис. 51) отношение потенциалов в центре и в угловой точке, равное 

Рис. 57. Пояснение к теореме 1 

Тпризмы ^верш 
равно и аналогичному отношению потенциалов 

= 2, 

Тплоской фигуры 
^0 

^верш 

(7.120) 

(7.121) 

у соответствующей однородной плоской пластины, имеющей форму оснований призмы. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Оно наглядно: уменьшаем длину вертикальных рёбер, и в пределе бесконечно малого 

их значения получаем однородную плоскую пластину с постоянной поверхностной плотно­
стью а. Тогда рассматриваемое соотношение потенциалов «вершина — центр» для призмы 
переходит в соотношение потенциалов «угол — центр» у пластины. Это соотношение оста­
ётся тем же независимо от того, сохраняется или нет постоянной в указанном предельном 
переходе масса каждого элементарного столбика Hp = о = const. • 

Примеры. По доказанному ранее, для треугольной призмы и треугольной пластины 
отношение 7 = 2.3975; для кубоида и прямоугольной пластины 7 = 2; для прямого одно­
родного кругового цилиндра и соответствующего ему однородного диска 7 = | и т. д. 

Таким образом, теорема выражает красивый общий результат. 

Замечания 

Материал главы полностью разработан автором. 
§ 7.1. Пространственный (внутренний и внешний) потенциал однородного кругового 

тора — цель заманчивая, но трудная для исследования. Знание этого потенциала имеет 
важное теоретическое и прикладное значение в гидродинамике, астрономии и физике. 

Потенциал тора на оси симметрии в конечном виде (7.12) — т. е. через полные эллип­
тические интегралы первого и второго рода — впервые получен в [21]. Важное применение 
формула (7.12) найдёт в § 9.15, где основываясь на знании потенциала на оси симметрии, 
будет найдена полная система эквигравитирующих элементов тора. Их использование от­
крывает ещё один перспективный (в дополнение к изложенным в данном параграфе) подход 
к решению задачи о потенциале тора в пространстве. 

Подчеркнём, что найденное здесь общее выражение (7.26) гравитационного потенциала 
кругового тора пригодно для описания силового поля как внутри тора, так и вне его. 
Ситуация не стандартная, так как, к примеру, потенциалы эллипсоида для случаев внешней 
и внутренней точек строго различаются. 

Исследование обобщенного гомотетического слоя на торе — новая задача. Через потен­
циал такого слоя в принципе можно найти и гравитационную энергию тора. 

В разделе 7.1.5 найдены выражения потенциала тора через суммирование ряда Лапласа. 
§ 7.2. Краевая задача решается посредством разложения потенциала в ряд по торои­

дальным функциям. Своеобразие её в том , что здесь в качестве граничного условия для 
определения коэффициентов ряда берётся значение потенциала не на границе фигуры (как 
обычно), а на оси симметрии тора. Данный подход открывает новый путь к изучению сило­
вых полей гравитирующих или заряженных электрическим зарядом торообразных тел. 

§ 7.3. Потенциал пустотелого тора получен методом синтеза вкладов от элементарных 
колец. Но его можно найти и методом дифференцирования по параметру го выражения 
потенциала сплошного тора (7.26)! Интересно выяснить при разных и = взаимное 

Ко 
расположение точек максимума потенциала для сплошного и полого кругового тора. 

§ 7.5. Потенциал однородного лемнискатного тора получен здесь только на оси 
симметрии. 

§ 7.6. Новинка: внутренний потенциал однородного кубоида выражается через элемен­
тарные функции! Ранее Плейфер (как отмечает Тодхантер [46, 1591]) решил лишь совер­
шенно частную задачу о притяжении кубоида на точку, расположенную на его грани. Наше 
решение имеет значительно более общий характер. 

Первоисточник: [21]. 
§ 7.7. Полезная проверка основного результата предыдущего параграфа. Здесь также 

установлено и одно нетривиальное соответствие между потенциалами прямых однородных 
призм и потенциалами пластин, получаемых при сплющивании этих призм. 




