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Представлены результаты теоретического анализа и компьютерного моделирования поведения ней

трально устойчивых ударных волн с использованием реальных (газ Ван-дер-Ваальса, магний) уравне

ний состояния. Развит подход, на основе которого область нейтральной устойчивости ударной волны 

для каждого значения давления перед ней определяется из анализа уравнения состояния. Создан прос

той алгоритм, позволяющий установить причину акустических возмущений (фронт ударной волны или 

внешний источник) непосредственно по картине течения. Отмечается, что в отличие от предсказаний 

линейной теории амплитуда возмущений нейтрально устойчивой ударной волны уменьшается со вре

менем, хотя этот процесс происходит заметно медленнее, чем в случае абсолютно устойчивой ударной 

волны. 

PACS: 47 .40 . -х , 64.10.+h 

Введение. В работе [1] и ряде последовавших за 
ней публикаций (в частности, [2-7]) была развита 
линейная теория устойчивости ударной волны (УВ). 
В рамках этой теории было показано, что абсолютная 
устойчивость плоской стационарной УВ по отноше
нию к малым периодическим возмущениям ее фрон
та, всегда соблюдающаяся в совершенном газе, может 
нарушаться в средах с произвольным уравнением со
стояния. Происходящая в этом случае эволюция УВ 
имеет вид экспоненциального роста амплитуды воз
мущений со временем (неустойчивость) или неисче-
зающей "ряби" на поверхности УВ без угасания или 
усиления возмущений (нейтральная устойчивость). 
В [1,2] были определены условия, при выполнении ко
торых УВ находится в одном из этих состояний. В 
частности, было установлено, что нейтральная устой
чивость, интерпретируемая в линейной теории как 
состояние спонтанного излучения фронтом УВ зву
ковых и энтропийно-вихревых волн, имеет место при 
выполнении условия 

LA<L<1 + 2MU (1) 

где L = j2(dV/dp)H ~ введенный в [1] параметр 
устойчивости УВ, j = [(pi — Po)/(Vo — Vi)]1/2 - плот
ность потока вещества через фронт УВ, р - давле
ние, V - удельный объем, индекс H означает диф-
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ференцирование вдоль ударной адиабаты (УА), LA = 
= (1 - Ml - 0Mf) / ( l - Ml + 6Ml) - нижняя граница 
области нейтральной устойчивости (точное выраже
ние для LA было получено в [2], в связи с чем условие 
(1) часто называют условием Дьякова-Конторовича), 
Mi - число Маха в системе координат, связанной с 
фронтом УВ, в = Vo/Vi, индексы "0" и "1" относят
ся, соответственно, к параметрам до и после ударной 
волны. 

Анализ уравнений состояния реальных веществ 
показывает, что условие (1) может выполняться в об
ласти фазового перехода "жидкость-пар" в воде [8], 
меди [9], некоторых других металлах [10,11], а так
же в сильно ионизованных инертных газах [12]. Экс
периментальное подтверждение этих теоретических 
предсказаний сталкивается с трудностью интерпре
тации полученных данных в силу нелинейности ре
ального процесса и наличия внешних (не связанных с 
условием (1)) источников акустических возмущений. 
К настоящему времени известен ряд работ, в кото
рых нейтральная устойчивость УВ исследовалась в 
той или иной нелинейной постановке. В частности, 
в [13] было показано, что нейтрально устойчивые УВ 
могут распадаться с образованием тройных конфигу
раций, состоящих из УВ, контактного разрыва и либо 
УВ, либо волны Прандтля-Майера. В [14] была пред
ложена нестационарная модель процесса самовозбуж
дения возмущений фронта УВ, в рамках которой при 
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определенной форме УА в области (1) амплитуда воз
мущений может увеличиваться со временем. В [15] 
был проведен анализ поведения нейтрально устойчи
вой УВ с учетом квадратичных членов в разложении 
возмущения по амплитуде, показавший, что спонтан
ное (не обусловленное внешними воздействиями) из
лучение звука фронтом УВ, по-видимому, невозмож
но. В то же время в этой работе подчеркивается, 
что при выполнении условия (1) взаимодействие УВ с 
внешним возмущением (слабой волной конечной ам
плитуды) может приводить к ее распаду на другие 
волновые элементы и/или к аномальному усилению 
шумового фона в зафронтовой области течения. Как 
видно, результаты этих работ носят предположитель
ный и в известной степени противоречивый харак
тер, не позволяя сделать окончательные выводы о 
формах проявления нейтральной устойчивости УВ в 
реальных условиях. 

Более полную информацию о нелинейном поведе
нии нейтрально устойчивой УВ можно получить в 
вычислительном эксперименте. В [16] было прове
дено моделирование эволюции нейтрально устойчи
вой УВ в политропном газе Ван-дер-Ваальса (су = 
= 3(Ш, где су - удельная теплоемкость при посто
янном давлении, R - индивидуальная газовая посто
янная). Рассматривалось распространение УВ в ка
нале с небольшим внезапным сужением поперечного 
сечения. При прохождении через область сужения 
УВ возмущалась, и ее фронт становился источником 
акустических возмущений. Расчетное значение угла 
наклона звуковых волн к оси канала (направлению 
движения УВ) с хорошей точностью совпало с пред
сказаниями линейной теории. В целом, эта работа 
носила демонстрационный характер и не содержала 
анализа влияния нелинейности на поведение УВ в об
ласти нейтральной устойчивости. В [17] рассмотрено 
взаимодействие поперечного вихря с полной комби
нированной волной сжатия, состоящей из абсолютно 
устойчивой и нейтрально устойчивой ударных волн. 
Показано принципиальное отличие в реакции УВ на 
прохождение вихря: на первой из них амплитуда воз
мущений быстро уменьшается до нуля, а на второй 
возникают медленно затухающие акустические воз
мущения. 

В данной работе представлены результаты теоре
тического анализа и компьютерного моделирования 
поведения нейтрально устойчивых ударных волн с 
использованием уравнений состояния реальных сред 
(газ Ван-дер-Ваальса, магний). Развит подход, на 
основе которого область нейтральной устойчивости 
ударной волны для каждого значения давления пе
ред ней определяется из анализа уравнения состоя

ния. Создан простой алгоритм, позволяющий уста
новить источник акустических возмущений (фронт 
ударной волны или внешний источник) непосредст
венно по картине течения. Отмечается, что в от
личие от предсказаний линейной теории амплитуда 
возмущений нейтрально устойчивой ударной волны 
уменьшается со временем, хотя этот процесс проис
ходит значительно медленнее, чем в случае абсолют
но устойчивой ударной волны. 

1. Реализуемость условия (1) в конкретной сре
де может быть выявлена непосредственной провер
кой его выполнения на выборочно построенных удар
ных адиабатах, однако этот путь весьма трудоемок 
и не обладает необходимой общностью. Между тем, 
наличие на фазовой диаграмме области нейтральной 
устойчивости УВ для семейства ударных адиабат с 
некоторым значением начального давления ро и ее 
границы (если такая область существует) могут быть 
определены заранее из анализа уравнения состояния. 
Опишем алгоритм такого анализа на примере обоб
щенного уравнения состояния ван-дер-ваальсовского 
типа (см., например, [18]): 

(p+^)(V-b) = RT, (2) 

где Т - температура, а, Ь - постоянные величины, 
п - параметр. Среда полагается политропной с по
стоянной молекулярной массой, то есть су — const, 
R = const. При п = 2 уравнение (2) переходит в 
обычное уравнение Ван-дер-Ваальса, при п = 5/3 -
во второе уравнение Дитеричи. Преобразовав (2) к 
калорическому виду, 

• = £ b=Wïz- <3> 
и получив уравнение ударной адиабаты и выражение 
для скорости звука, выразим параметр устойчивости 
УВ L в виде 

L = - 1 + 

+ IzM > 

1-MÎ+ Q ( 7 + i ) y 1 + i ( 7 - i ) y 0 - b ) (Vi-b)- iJW?' 

где 7 = 1 + R/cy. При Mi < 1 (одно из условий 
эволюционности ударной волны) L < О, то есть в га
зе ван-дер-ваальсовского типа правое неравенство в 
условии (1) выполняется всегда. Левую часть усло
вия (1) после несложных преобразований можно за
писать в виде 

A < P 0 + ( » - 7 ) J v l

1 - - « e V 1 - " - ^ , 

что позволяет для каждого семейства ударных адиа
бат с начальным давлением ро выделить область 
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p—V диаграммы, внутри которой заключены участ
ки ударных адиабат, отвечающие условию нейтраль
ной устойчивости ударных волн. В качестве примера 
на рис.1 рассмотрен случай политропного газа Ван-
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Рис.1. Положение области нейтральной устойчивости 
ударных волн в политропном газе Ван-дер-Ваальса при 
п = 2, 7 = 1.2, ро/рс = 0.1: 1 - граница области ги
перболичности уравнений Эйлера, 2 - граница области 
нейтральной устойчивости, 3 - спинодаль, 4 - бино-
даль. Участок А—В ударной адиабаты соответствует 
нейтрально устойчивым ударным волнам 

дер-Ваальса при п = 2, у = 1.2 (давление перед УВ 
Po = O.lpc, начальная точка 0 ударной адиабаты рас
положена на границе двухфазной области). 

В связи с проблемой идентификации нейтральной 
устойчивой УВ в эксперименте напомним некоторые 
выводы линейной теории устойчивости УВ, в основе 
которой лежит поиск решения в виде акустической 
и энтропийно-вихревой волн, согласованных с усло
виями на разрыве. Возмущение энтропии и завих
ренности генерируется на фронте УВ в узловой точке 
и сносится в область зафронтового течения. Акусти
ческой компонентой этого решения является плоская 
звуковая волна произвольной частоты, наклон кото
рой к невозмущенной исходной УВ составляет угол а 
(см., например, [19]): 

cos(a) = 

L - 2 - M 1

2 + ( ( l - M 1

2 ) 2 + ( L 2 - l ) ( l - M ? ) g + M ? g 2 ( L + l ) 2 ) i 
M i ( 4 + ( L + 1)(0-1)) 

(4) 
При условии cosa < —Mi поток энергии звуковой 
волны в связанной с разрывом системе координат на
правлен в сторону ударной волны, то есть стационар

ность поддерживается извне. При cosa > —Mi ис
точником звука является ударная волна. Последнее 
условие, определяющее диапазон спонтанного излу
чения звука, можно преобразовать к виду 

1 - М 2 ( 1 + 0) 
1 - М 2 ( 1 - 0 ) 

= LA < L. 

Из (4) следует, что в окрестности звуковой точки 
(L —У —1, Mi —У 1) звук излучается в направлении 
движения ударной волны (cosa —> —1). При cosa > 0 
выполняется условие 

1 + (2 в)М2 

1 + ем2 = LB < L. 

Диапазон LB < L < 1 + 2Mi интересен тем, 
что в этом случае узловая точка, из которой ис
ходят акустическая и энтропийно-вихревая волны, 
перемещается вдоль фронта УВ со скоростью VD = 
= Ci(l + M i cosa) / sin a, превышающей скорость зву
ка по обе стороны от разрыва. 

С положением фронтов акустической и 
энтропийно-вихревой волн связан простой кри
терий, позволяющий идентифицировать причину 
акустических возмущений (фронт ударной волны 
или внешний источник) непосредственно по "фо
тографии" структуры течения (по распределению 
плотности, градиентные зоны которой присут
ствуют и в звуковых, и в энтропийно-вихревой 
волнах). Рассмотрим акустическую волну, рас
пространяющуюся в положительном направлении 
оси у в системе координат, в которой трехволновая 
конфигурация со слабой исходящей волной стацио
нарна. Пусть (u, v) - компоненты скорости течения 
газа после ударной волны в рассматриваемой сис
теме координат. Если вектор п с компонентами 
(п ж , пу) - единичная нормаль к акустической волне, 
то условие nxci + ui > 0, при котором акустичес
кая волна является исходящей, с учетом условия 
стационарности (в системе координат, связанной с 
узловой точкой) nxui + riyVi + ci = 0 записывается 
в виде riyUi — nxvi > 0. Следовательно, слабая 
акустическая волна является исходящей (ударная 
волна излучает звук) тогда и только тогда, когда 
угол ß между волновыми векторами акустической 
и энтропийно-вихревой волн (или собственно между 
волнами) составляет менее 90° (компоненты нормали 
к энтропийной волне - (—v, и)). 

2. Рассмотрим поведение возмущенной ней
трально устойчивой ударной волны в газе ван-дер-
ваальсовского типа (2) при п = 2, у = 1.4. Здесь и в 
последующих расчетах предполагается, что разрыв 
представляет собой математическую поверхность, 
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Рис.2. Затухание 2D возмущения УВ в идеальном газе t = 0; 2; 5 

влиянием структуры и термодинамической нерав
новесности пренебрегается. В качестве дискретного 
аналога слабого решения уравнений Эйлера исполь
зуется численный метод конечных объемов. Потоки 
на гранях ячеек аппроксимируются с использовани
ем ENO схемы Янга [20]). Метод Роу, обобщенный 
на произвольное уравнение состояния, обеспечивает 
точное выполнение условий на стационарном разры
ве [21,22]. Для уменьшения дисперсионной ошибки 
и отбора термодинамически допустимых разрывов 
используется энтропийная коррекция Хартена [23]. 
Интегрирование по времени осуществляется с ис
пользованием метода Рунге-Кутта третьего порядка 
аппроксимации [24]. Степень дискретизации рас
четной области выбиралась из условия обеспечения 
сходимости решения для всех значимых элементов 
структуры течения. 

Расчеты проводились на прямоугольной сетке 
размерностью 800x600 с постоянным шагом по обеим 
пространственным координатам. Начальные условия 
соответствуют гармоническому возмущению формы 
стационарной ударной волны £(у) = £ocos(ky), £о — 
= 0.1. Калорическое уравнение состояния (3) приво
дилось к безразмерному виду 

cv ( п + 1 \ / п - 1\ п + 1 

• ( ^ 1 ) 
Vr 

1-п 
2 г 

где рг = р/ро У г — У/Ус а удельная внутренняя 
энергия отнесена к величине рсУс. 

Задавались следующие параметры среды до и пос
ле УВ: 

(0.005, 40, 0.933) х < £{у) 

(0.02, 12.45, 0.290) х > Ç(y) 

В качестве сравнения рассматривалась УВ в иде
альном газе с показателем адиабаты у = 1.4 и пара
метрами 

") = { 
(0.005, 40, 1.4) х < £{у) 

(0.04, 11.43, 0.4) х > Ç(y) 

В качестве граничных условий задавались: на 
входной границе - "сверхзвуковые" условия, на вы
ходной границе - неотражающие условия, на боковых 
границах у = const - условия периодичности. 

В обоих случаях распад начального возмущения 
инициирует возмущение фронта УВ и зафронтового 
течения. Компоненты решения (давление, плотность 
и т.д.) в каждой точке за фронтом ударной волны ис
пытывают затухающие колебания, вызванные интер
ференцией акустических волн, распространяющихся 
в положительном и отрицательном направлениях оси 
у. Период колебаний, равный A / ( 2 V D ) , где Л - дли
на волны возмущения в начальных данных, является 
естественным временным масштабом для сравнения 
характеристик затухания УВ (следует отметить, что 
скорости сравниваемых ударных волн различны). 

На рис.2,3 приведена картина течения в после
довательные моменты времени для идеального газа 
и газа Ван-дер-Ваальса, соответственно. Максимум 
давления в случае идеального газа расположен в уз
ловой точке на фронте УВ. В случае газа Ван-дер-
Ваальса максимум давления расположен на акусти
ческой волне, а минимум реализуется в центрах вих
рей, образующихся на начальной стадии эволюции 
течения. 

На рис.4 показана зависимость интенсивности 
акустических возмущений в зафронтовом течении 
для абсолютно устойчивой (идеальный газ) и ней
трально устойчивой (газ Ван-дер-Ваальса) ударных 
волн. В качестве характеристики процесса затуха
ния принята величина (pmax — P i ) / P b г Д е Ртах - мак-
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Рис.3. Затухание 2D возмущения нейтрально устойчивой УВ в газе Ван-дер-Ваальса t = 2; 5; 8 

0 
0 

0 г 

^ (В 

I 
X 
$ 9 

Рис.4. Затухание возмущений УВ при L > LQ (верхняя 
кривая) и L < LQ ( Н И Ж Н Я Я кривая) 

симальное давление в зафронтовом течении. Видно, 
что возмущения за нейтрально устойчивой УВ зату
хают, но существенно медленнее, чем после абсолют
но устойчивой УВ. 

3. В [10,25] было построено широкодиапазонное 
уравнения состояния магния и установлено сущест
вование ударных адиабат, на которых выполняется 
условие нейтральной устойчивости. Анализ этого 
уравнения состояния с использованием описанного 
выше алгоритма обнаружил следующие особенности 
реализации условия (1), рис.5. 

Имеется два семейства вложенных областей (L > 
> LA)) первое из которых соответствует ударным 
волнам с конечным состоянием в двухфазной облас
ти жидкость-газ и расположено на рис.5 ниже кривой 
сосуществования фаз. Часть границ этого семейст-

Рис.5. Границы областей L > LA В магнии для различ
ных значений начального давления ро. Ударные адиа
баты с начальным состоянием в двухфазной (А) и одно
фазной (В) областях, имеющие участки L > LA (А, В) 
и L > LB 

ва совпадает с границей двухфазной области. Мак
симум по давлению ро (общая точка областей L > 
> LA ДЛЯ различных ро) достигается в околокрити
ческой области со стороны жидкой фазы и составляет 
~ 0.05 ГПа. В двухфазной области возможна реализа
ция условия L > LBI при котором узловые точки 
распространяются по поверхности ударной волны со 
скоростью, превышающей скорость звука после УВ. 
Соответствующий участок А1—А2 показан на удар
ной адиабате с начальным состоянием ро = 24 бар, 
v0 = 55см 3 / г (точка А). Следует отметить, что про
тяженность областей L > LA ударных волн с конеч
ным состоянием в однофазной области в приведен-
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ных переменных существенно больше, чем для прос
тых моделей реального газа. Так, в модели газа Ван-
дер-Ваальса давление р\ за нейтрально устойчивой 
УВ при любых теплоемкостях и начальных давле
ниях не превышает величину 27/8 р с , а максималь
ная температура не превышает температуру Бойля 
Ть = 27/8 Тс. В то же время в магнии соответствую
щие величины в десятки раз выше (рис.5). Столь 
большое отличие объясняется, по-видимому, влияни
ем вырождения газа тепловых электронов. Общая 
точка областей L > LA второго семейства (ударные 
волны с конечным состоянием в однофазной области) 
характеризуется начальным давлением ро ~ 1 ГПа. 

Моделирование поведения нейтрально устойчивой 
ударной волны в магнии (рис.6) проводились в той же 
модели, что и для газа Ван-дер-Ваальса. 

Рис.6. Идентификация нейтрально устойчивой УВ по 

положению акустической и энтропийно-вихревой волн: 

(а) идеальный газ, L < Lo, визуализация давления; (Ь) 

магний, L > Lo, визуализация давления; (с) магний, 

L > Lo, визуализация плотности (здесь sw - слабая 

ударная или акустическая волна) 

В качестве начальной точки ударной адиабаты 
была выбрана точка В (рис.5) с параметрами ро = 
= 0.5кбар, Vo = 35 см 3 /г , находящаяся в однофазной 
области. Конечное состояние, характеризующееся 
давлением Юкбар, принадлежит области нейтраль
ной устойчивости, граница которой показана на рис.6 
штриховой линией. Как видно, в результате рас
пада начального возмущения, как и в предыдущих 
решениях, образуются две группы вторичных волн, 
распространяющихся в противоположных направле
ниях. 

Рис.6 иллюстрирует сформулированное выше пра
вило углов, позволяющее определить источник акус
тических возмущений зафронтового течения. На 
рис.6Ь,с показаны распределения давления и плот

ности в момент времени, соответствующий 10 пе
риодам колебаний фронта, когда структура акусти
ческих волн установилась, и их амплитуда не пре
вышает 0.05pi. Положение фронта энтропийных воз
мущений, определенное по скорости узловой точки 
и скорости течения после УВ, хорошо согласуется 
с расчетным положением энтропийно-вихревой вол
ны (рис.6с). Штриховой линией показано положение 
фронта энтропийной волны, сплошной линией - пер
пендикуляр к энтропийно-вихревой волне. Как видно 
из этих рисунков, акустические волны, связанные с 
узловой точкой, расположены в пределах угла 7г/2, 
отсчитываемого от положения фронта энтропийных 
возмущений, что говорит о том, что звуковые вол
ны являются исходящими. Для сравнения на рис.6а 
представлено решение аналогичной задачи для иде
ального газа. Величина угла /3, образуемого фрон
тами акустических возмущений (штрих-пунктир) и 
энтропийных возмущений (штриховая линия), пре
вышает 7г/2. Это означает, что звук падает на УВ, 
что и должно иметь место при L < LA-

ВЫВОДЫ. Проведен ряд вычислительных экспе
риментов по моделированию поведения нейтрально 
устойчивых ударных волн. В рамках 2D постановки 
численно исследована эволюция нейтрально устойчи
вой ударной волны в газе ван-дер-ваальсовского типа 
при периодическом возмущении ее фронта. С течени
ем времени за фронтом возмущенной ударной волны 
формируется характерная решетка звуковых волн, 
распространяющихся под предсказываемыми линей
ной теорией углами ±а к направлению движения га
за в ударной волне. Расчеты с использованием ши
рокодиапазонного уравнения состояния магния под
твердили результаты теоретического анализа, прове
денного в данной работе и в работе [10], о возможнос
ти существования нейтрально устойчивых ударных 
волн в этом металле. 

В целом, во всех рассмотренных случаях излуче
ние звука ударной волной являлось вынужденным, 
а спонтанная (не обусловленная внешними воздейст
виями) генерация акустических волн не наблюда
лась. В то же время затухание акустических воз
мущений в зафронтовом течении таких УВ происхо
дит значительно медленнее, чем в случае абсолют
но устойчивых ударных волн, что может оказаться 
практически важным во многих приложениях. 

Работа выполнена в рамках Программ фундамен
тальных исследований Президиума РАН "Исследова
ние вещества в экстремальных условиях" и "Интел
лектуальные информационные технологии, матема
тическое моделирование, системный анализ и авто
матизация". 
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