МАТЕМАТИКА ТВОРЕНИЯ
Началась эта история примерно лет двадцать назад, когда я написал статью под странным названием «Программирование на… Каббале». К компьютерному программированию она имела весьма отдаленное отношение, хотя и претендовала на это. Более того, сейчас, по прошествии этих лет, я вообще затрудняюсь сказать, о чем эта статья, настолько путано я излагал свои мысли и столько делал ошибок. В частности, я постоянно путал понятия числа и формы его записи. Но было в ней несколько идей, одна из которых в конце концов и привела к настоящей статье. Суть ее состояла во введении так называемых неопределенных оснований чисел (они же элементарные понятия нашей речи – ЭП), которые, с одной стороны, можно было развертывать в обычные числа, а с другой стороны – в обычные качественные понятия нашей речи. 1
Статью я опубликовал в Интернете (лет через пять после ее написания; сначала я безуспешно пытался пристроить ее в какой-нибудь печатный журнал), и она не осталась незамеченной. Нашлись добрые люди, которые не только объяснили мне разницу между числом и формой его записи, но и попробовали разобраться, что же такое я хотел в ней сказать. Чисто из спортивного интереса. Именно они посоветовали мне познакомиться с нестандартным анализом Робинсона и порекомендовали для этого книгу Успенского «Что такое нестандартный анализ?». Действительно, когда я начал ее читать, то сразу же почувствовал, что это именно то, что мне нужно, чтобы сделать мою статью более вразумительной.
Однако в такой форме нестандартный анализ Робинсона не устраивал меня по многим причинам. Прежде всего, меня не устраивало определение бесконечно малых чисел, утверждающее, что любая конечная сумма положительных бесконечно малых чисел, не равных нулю, будет меньше единицы:
ε1 + ε2 + ε3 + … + εn < 1   (ε - бесконечно малое число).
Ясно, что это определение нарушает аксиому Архимеда, согласно которой всегда можно найти такое конечное количество даже очень маленьких положительных действительных чисел, что их сумма будет больше единицы. 2 Для действительных чисел, включая действительную единицу, это и в самом деле справедливо. Но какое отношение действительная единица имеет к бесконечно малым числам? Почему они не должны превышать именно ее, а не любые действительные числа, прежде всего те, которые много меньше единицы? К примеру, если разделить обе части указанного неравенства на любое действительное число, большее единицы, то оно должно сохранить свою силу:
ε1/d + ε2/d  + ε3/d  + … + εn/d  < 1/d   (d - действительное число).
А поскольку d  может быть каким угодно большим, то это означает, что любая конечная сумма положительных бесконечно малых чисел, не равных нулю, должна быть меньше любого положительного действительного числа, в том числе очень малого. Согласно Успенскому, ε/d тоже является бесконечно малым числом, а значит следующее их определение также правомерно:

ε1 + ε2 + ε3 + … + εn < d
1 Остальные идеи я вкратце опишу в сносках по ходу статьи.

2 Это не точная формулировка аксиомы Архимеда, а адаптированная к моим рассуждениям.
Оно означает, что на оси действительных чисел положительные бесконечно малые числа должны располагаться между нулем и первым положительным действительным числом. Но первых в таком смысле действительных чисел не существует. Точнее, их невозможно точно локализовать на действительной оси, поскольку их бесконечно много. Успенский объясняет это так: бесконечно малые числа «окружают» каждое действительное число, образуют гипердействительное число (точнее, бесконечную последовательность этих чисел – так называемую «монаду» 3), отличающееся от своей действительной части на бесконечно малую величину. Казалось бы, это решает проблему, поскольку нет надобности выяснять нюансы «соседства» двух действительных чисел. Единственное замечание – «монада» нуля состоит только из бесконечно малых чисел, одна половина которых являются положительными, а другая – отрицательными.
Но здесь возникает другая проблема. Дело в том, что если бесконечно малые числа нарушают аксиому Архимеда, то они должны также нарушать принцип Дедекинда, согласно которому если все действительные числа разбиты на два класса так, что

1) каждое число принадлежит только одному классу и каждый класс содержит числа;

2) каждое число первого класса меньше каждого числа второго класса;
то либо в первом классе существует наибольшее число, либо во втором – наименьшее.

Доказано, что принцип Дедекинда является эквивалентом аксиомы Архимеда: 4 если первый принять в качестве аксиомы, то вторая может быть доказана как теорема и наоборот. Но поскольку бесконечно малые числа являются таким же упорядоченным полем, как и действительные числа, то они должны подчиняются принципу Дедекинда. 5 Тогда как объяснить, что они нарушают аксиому Архимеда?...
Далее, в определении бесконечно малых чисел не понятно, почему их сумма должна быть конечной? Ведь если все множество этих чисел не может «оторваться» от одного единственного действительного числа, то ясно, что даже бесконечная сумма этих чисел не может превысить ни одного действительного числа. А поскольку это множество обладает свойствами упорядоченного поля, то операции с этими числами неизбежно должны приводить к их бесконечным величинам (например, при бесконечном повторении этих операций), что равносильно существованию бесконечного количества этих чисел… Поэтому их определение должно выглядеть так:
ε1 + ε2 + ε3 + … < d
Также вызывает сомнение следующее свойство бесконечно малых чисел Робинсона:

ε  ⁄ ε = 1

Согласно Успенскому, единица в данном равенстве – действительная единица. Но если все множество этих чисел не может «оторваться» от одного единственного действительного числа, то как эти операции (во всех «монадах»!) могут выводить на действительную единицу?... 

Очень хорошо натянутость этого свойства бесконечно малых чисел видна на примере 

3 В память о Лейбнице – основателе исчисления бесконечно малых.
4 Точнее, аксиомы Архимеда и аксиомы Кантора. Подробности см. в «Высшей геометрии» Н.В. Ефимова, глава II раздел 7 «Аксиомы непрерывности», с. 72, 83 − М.: «Наука», 1974 г.
5 В книге Успенского «Что такое нестандартный анализ?» эта связь вполне прозрачна.
выражения  εn-1:

если  n = 0 , то εn-1 = ε-1 = 1⁄ε ;
если  n = 1 , то εn-1 = ε0 = 1 ;
если  n = 2 , то εn-1 = ε1 = ε ;
если  n = 3 , то εn-1 = ε2 

Для степеней здесь не важно, какими числами они представлены – действительными натуральными или бесконечно малыми натуральными, поскольку эти степени представляют операции, которые одинаково действуют в множествах действительных и бесконечно малых чисел (поскольку то и другое являются упорядоченным полем). Но вот результаты этих операций уже вызывают вопросы. К примеру, какая единица фигурирует в равенстве ε0 = 1 – единица действительных чисел, или собственная единица бесконечно малых чисел? Если это действительная единица, то данное равенство противоречит определению бесконечно малых чисел, утверждающему, что любое из этих чисел (не говоря уже об их сумме) должно быть меньше действительной единицы: ε0 < 1, что, в свою очередь, противоречит правилам возведения в нулевую степень. Выход из этой ситуации только один: если мы хотим сохранить за множеством бесконечно малых чисел свойства упорядоченного поля, то должны признать, что в равенстве ε0 = 1 (а также в равенстве ε-1 = 1⁄ε) фигурирует собственная единица бесконечно малых чисел, не совпадающая с действительной единицей. То же самое можно сказать и о равенствах  ε  ⁄ ε = 1 и ε  –  ε = 0…

Для устранения этих противоречий я решил пойти по пути создания наглядных моделей бесконечно малых чисел. Так мне казалось проще, тем более, что таких моделей придумано уже много. К примеру, «Джордано Бруно в трактате «О трех минимумах» вводил понятие о так называемых терминусах, которые, с одной стороны, сами по себе не обладают протяженностью, а с другой стороны, обладают тем свойством, что разделяемые ими элементы не сливаются». 6 Очень похоже на бесконечно малые числа, правда? Нужно лишь привести соответствующую модель. Для этого рассмотрим график функции y = 1⁄x (рис. 1а):
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Ограничимся рассмотрением возрастающих (а также положительных) значений функции. В стандартном анализе считается, что восходящая ветвь графика бесконечно близко подходит к оси ординат, но не сливается с ней (деление на ноль невозможно). При этом, как бы далеко мы не продвигались в область бесконечных действительных значений 
6 Взято из Интернета по ссылке www.phylosophy.nsc.ru/PABLICATION/DISSHARYPOV/03_3.HTM. Аронов Р.В. Непрерывность и дискретность пространства и времени. В кн.: Пространство, время, движение − М.: Наука 1971 г. с. 80-106.
функции, линию графика будут отделять от оси ординат чрезвычайно малые расстояния, измеряемые чрезвычайно малыми действительными значениями аргумента. Нечто подобное происходит в апориях Зенона, где быстроногий Ахиллес не может догнать черепаху, поскольку их всегда разделяет половина оставшегося расстояния. Точно также в графике функции  y = 1⁄x линия графика не может слиться с осью ординат, поскольку обычный процесс измерения не позволяет измерять бесконечные и бесконечно малые расстояния.
Однако решение апорий Зенона давно известно: нужно не обращать внимания на его рассуждения, а просто стремиться к поставленной им же самим цели. В частности, в апории «Ахиллес и черепаха» Ахиллес должен стремиться не к сохранению половины оставшегося расстояния между ним и черепахой, приспосабливая к этой цели свои шаги, а к самой черепахе, сохраняя длину своего шага. Это, конечно, нарушает логику рассуждений Зенона, зато позволяет достичь поставленной цели. Точно также в графике функции y = 1⁄x можно не обращать внимания на запрет достижения бесконечности, диктуемый опытом практических измерений, а просто совершить мысленный скачок на бесконечную «точку» оси ординат. При этом, если сохранять условие невозможности деления на ноль, мы обнаружим совпадение, но не слияние линии графика и оси ординат, доказывающее существование терминусов (рис. 1б).
Как и в решении апорий Зенона, нарушающем логику его рассуждений, здесь нарушаются правила стандартного анализа, который не интересуется поведением функций за «точкой» бесконечности. Без дополнительных предположений, выходящих за рамки этого анализа, об этом поведении трудно что-либо сказать. Максимум, что допускает этот анализ, - это сравнение разных бесконечностей (точнее, сравнение мощностей разных бесконечных множеств). Поэтому, если я хочу узаконить в математике эти нововведения, то должен хорошо их обосновать.

На этом я застопорился в своих изысканиях, поскольку не мог найти такие функции, в которых эти мои нововведения наглядно раскрывали бы свой смысл. Мне уже было известно, что основой этих функций должен быть предельный переход, занимающий важное место в стандартном анализе.7 Однако пределы элементарных функций ничего мне не давали, поскольку никак не касались моих нововведений. Нужны были какие-то дополнительные свойства этих функций или другие функции, в которых новые свойства предельного перехода раскрывались бы автоматически. Такие функции мне тоже были известны – это операции интегрирования и дифференцирования, основой которых является именно предельный переход. Проблема в том, что сколько не штудировал я учебники по интегральному и дифференциальному исчислению, но так и не обнаружил в них «следов» моих нововведений. Причины могло быть две – либо эти «следы» не настолько наглядны, как мне хотелось бы, либо я все еще очень плохо знаю математику…
Поэтому я решил подойти к этой проблеме с другой стороны. Не буду описывать все этапы этого поиска и все отклонения от него и сразу перейду к тем функциям, которые в конце концов вывели меня на нужные свойства операций интегрирования и дифференцирования. Рассмотрим функцию следующего вида:

f(x) = |x + c (если  x ≥ 0)

          |x – c (если  x < 0)
7 Известно потому, что еще до написания «Программирования…» мной уже была написана «Трансцендентная геометрия», в которой я рассматривал геометрические свойства предельного перехода.
Ее график имеет следующий вид (рис.2):
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В точке х = 0 функция  f(x) испытывает разрыв. При этом точка  f(0) принадлежит области определения функции  y = x + c и не принадлежит области определения функции  y = x – c. (То же самое можно сказать и о пределах функции  f(x) в этой точке). Такие функции называются функциями, задаваемыми разными формулами на разных областях своего определения. Их очень много, 8 и данная функция – не самая интересная их них. 
Некоторые из таких более интересных функций я приведу позже, когда уже буду иметь все козыри на руках, а пока рассмотрим функцию, «чуть-чуть» отличающуюся от предыдущей:

f(x) = |x + c (если  x ≥ 0)

          |x – c (если  x ≤ 0)
Заметили разницу? Правильно, от предыдущей функции эта отличается тем, что точка f(0) принадлежит области определения обеих составляющих функций: у = x + c и у = x – c. Ясно, что данное условие нарушает правила стандартного анализа, в котором специально оговаривается, что функция f(x) не может иметь в точке x = а (в данном случае x = 0) два разных предела. Даже если она в этой точке претерпевает разрыв (т.е имеет разные правый и левый пределы), то это означает только то, что либо данная точка не принадлежит области определения функции, либо имеет ординату, отличную от ординат правого и левого пределов, либо ее ордината совпадает с ординатой только одного из пределов (как в первоначальном варианте этой функции). Возникает вопрос: а нельзя ли каким-нибудь образом узаконить это условие в математике?
Чтобы ответить на него, вернемся к последней функции. Прежде всего хочу отметить, что указанное условие можно рассматривать как восстановление непрерывности этой функции в точке x = 0 за счет того, что ордината функции в этой точке становится
неопределенной. А именно, с линии графика этой функции в интервале [–c, c] невозможно опустить перпендикуляр на ось ординат так, чтобы попасть в какую-то определенную точку этой оси (как это можно сделать в графиках непрерывных элементарных функций). Им (перпендикуляром) можно попасть в любую точку этой оси. Более того, нельзя даже сказать, что данный перпендикуляр является перпендикуляром, поскольку положение его начала также неопределенно, как и положение его конца, в силу неопределенности функционального закона, определяющего положение линии графика в точке х = 0.
Такие взаимоотношения между графиком функции и осями координат, на мой взгляд, 
8 Хотя бы потому, что придумывать их очень легко. Вопрос лишь в том, для чего они придумываются…
являются вполне естественными при заданных условиях. С одной стороны, они сохраняют прежнюю структуру осей координат (что очень важно для сохранения связи со стандартным анализом), а с другой стороны, они вводят новые числа, сохраняющие непрерывность этой функции в точке х = 0 совершенно иным способом, нежели известные числа. 9 Назовем эти новые числа «неопределенными» (поскольку величина их становится 
неопределенной вместе с разупорядочением их на оси ординат в интервале [–c, c]) и обозначим их знаком æ. Предположим, что это разупорядочение является следствием действия на функцию в этом интервале оператора разупорядочения Fr. 10
А теперь попробуем установить свойства новых чисел. Для начала напоминаю свойства упорядоченного поля, выполняемые в множестве действительных чисел (а также в множестве бесконечно малых чисел Робинсона):

(1) d1 + d2 = d2 + d1                                       (ассоциативность);
(2) d1 + (d2 + d3)  = (d1 + d2) + d3                    (транзитивность);

(3) d1 + 0 = d1                                                                (сложение с нулем);

(4) d1 + (−d1) = 0                                           (взятие обратного);

(5) d1 × d2 = d2 × d1                                                      (ассоциативность);
(6) d1 × (d2 × d3)  = (d1 × d2) × d3                             (транзитивность);
(7) d1 × 1 = d1                                                                  (умножение на единицу);

(8) d1 × (1/d1) = 1                                            (взятие обратного);

(9) d1 × (d2 + d3)  = (d1 × d2) + (d1  ×  d3)                (дистрибутивность); 
(10) если d1 > d2 ,  d2 > d3 , то d2 > d3                   (порядок);

(11) если d1 > d2 , то d1 + d3 > d2 + d3                  (порядок);
(12) если d1 > d2 , d3 > 0, то d1 × d3 > d2 × d3  (порядок);
        если d1 > d2 , d3 < 0, то d1 × d3 < d2 × d3  (порядок).

Для неопределенных чисел свойства (1), (2), (5), (6), (9), (10), (11) и (12) утрачивают свой смысл из-за того, что разные неопределенные числа невозможно отличить друг от друга: 

9 Я имею в виду то, что расширение множества натуральных чисел до множества рациональных чисел и далее до множества действительных чисел можно рассматривать как восстановление непрерывности соответствующих функций. (Это, кстати, и есть те этапы, которыми я шел к данной функции).

Что касается мнимых чисел, то они восстанавливают эту непрерывность, нарушая свойства упорядоченного поля (поскольку не могут складываться алгебраически с действительными числами). Сохранить эти свойства удается весьма искусственно, вводя еще одну действительную ось и умножая все ее числа на мнимую единицу. Но в качестве таковой  может выступать любая другая недействительная единица…
Кстати, проясняя для себя этот вопрос, я нашел еще две разновидности мнимых чисел – так называемые логарифмические числа. Первая разновидность − log|x|(-|x|). При возведении положительных действительных чисел в такую единичную степень они не изменяют свою абсолютную величину, но меняют свой знак на противоположный. Эта единица не встраивается в кватернионы также свободно, как обычная мнимая единица, поскольку мнимые логарифмы более естественно разлагать не в произведение мнимой логарифмической единицы и обычного логарифма, а на сумму мнимого логарифмического нуля и обычного логарифма. (log|x|(-|y|) = log|x|(-|1|)(|y|) = log|x|(-|1|) + log|x|(|y|). Кроме того, не встраивается она потому, что ноль таких "мнимых логарифмов" не совпадает с нулем обычных логарифмов. (log|x|(-|1|) ≠ log|x|(|1|)). Соответственно, ось "мнимых логарифмов" не пересекается с осью действительных чисел в точке нуля.
Другой "мнимый логарифм" − log(-|x|)|y|. Для четных степеней такой логарифм является тривиальным фактом, но если условиться, что этот логарифм существует и для нечетных степеней, то возникает еще один вид мнимых логарифмов, изменяющих знак у отрицательных действительных чисел на положительный при возведении их в такую степень.
10 Введение его здесь несколько искусственно, но когда я перейду к операциям интегрирования и дифференцирования, то попробую обосновать его более естественно.
æ1 ≈ æ2 ≈ æ3 ≈ … ≈ æn
Свойства (4) и (8) изменяют его на тот, что каждое неопределенное число одновременно меньше себя, равно себе и больше себя:

æ ≤ æ ≤ æ, поэтому 

æ + (−æ) = æ;  æ × (1/æ) ≈ æ
Свойства (3) и (7) изменяют его на тот, что обычные действительные числа, на которые не действует оператор Fr, не могут иметь отношений с числами, на которые действует этот оператор:

æ + d = æ + d; æ × d = æ × d, поэтому

æ + 0 = æ или æ + 0 = 0; æ × 1 = æ или æ × 1 = 1

Честно говоря, я не знаю, как охарактеризовать (классифицировать) такие свойства. Ясно, что пространство моих чисел является топологически неотделимым (нарушает аксиомы отделимости в топологии), а такие пространства, насколько я знаю, практически не используются в математике. Более того, мои неопределенные числа нарушают даже топологическое определение точки, поскольку каждое из них одновременно меньше себя, равно себе и больше себя (за счет чего и возможно их дублирование 11), а это уже вообще ни в какие ворота не лезет. Кроме того, во второй части статьи я собираюсь ввести оператор деструктурирования  Fd, который еще более усилит эти свойства. 12 Поэтому в любом случае классифицировать их придется мне самому. Но сначала определим отношение этих чисел к действительным интервалам, в которые они заключены.
Ранее я уже задавался вопросом, почему Робинсон так «боится» допустить бесконечность суммы своих бесконечно малых чисел? Я нашел ответ на него: он «боится» этого потому, что такая сумма должна выводить в множество действительных чисел, но ни к каким конкретным числам она не ведет, поскольку наименьших чисел, которые можно точно локализовать, в этом множестве нет. А допускать непрерывный переход этих чисел в другие имеет смысл только тогда, когда этот переход можно представить в виде последовательности конкретных чисел. Именно так в стандартном анализе осуществляется переход от положительных чисел к отрицательным (целым) числам, от целых чисел к рациональным числам, от рациональных чисел к действительным числам. Но осуществить такой же точный переход от бесконечно малых чисел к обычным действительным числам и обратно невозможно! Точнее, это невозможно сделать с помощью бесконечного суммирования (или бесконечного умножения) бесконечно малых чисел, а несостоятельность других способов этого перехода я выше уже показал.
А теперь предположим, что из бесконечно малых чисел все же можно построить действительные числа, но не всякие, а только действительный ноль. Такой ноль дает 

11 Я имею в виду прежде всего дублирование точки  х = 0 в моей функции 

у = |x + c (если  x ≥ 0)

      |x – c (если  x ≤ 0),

для обеспечения непрерывности этой функции в данной точке. Но не только это. Все точки интервала [–c, c] на оси ординат, фактически, тоже дублированы, хотя это и не отражено в условиях функции.

12 Он превратит эти числа в одно «число» (точнее, в переменную), которое может «складываться» и «умножаться» только с самим собой.
бесконечная сумма (или бесконечное произведение) бесконечно малых чисел или, что равносильно, увеличение величины этих чисел до бесконечности. Именно в этом и состоит «механизм» их бесконечной малости – в том, что они меньше нуля, но не в смысле отрицательности их величины, а в том, что меньше нуля любые конечные величины этих чисел. Первое – это следствие продолжения за точку нуля операции вычитания действительных чисел, второе – следствие продолжения за эту же точку операции предельного перехода в последовательности бесконечно уменьшающихся действительных чисел. В нестандартном анализе Робинсона такая возможность перекрывается условием  ε > 0, а также тем, что условие ε < 0 связывается с отрицательной величиной бесконечно малых чисел.

А теперь начинается самое интересное. Ясно, что взаимоотношения таких бесконечно малых чисел с обычными действительными числами описываются неопределенностью ∞-0. При этом о самих бесконечно малых числах нам известно только одно: их множество бесконечно. Каким образом это множество упорядочено, нам не известно до тех пор, пока мы сами не задаем на нем определенный порядок и не начинаем с этими числами определенным образом оперировать. До этого  величина этих чисел и их порядок не определены.  Отсюда естественным образом следуют их взаимоотношения с

действительными числами:
æ + æ + æ + … < d
Знакомая формула, не так ли? Точно также выглядит определение бесконечно малых чисел Робинсона в предположении, что и бесконечная сумма этих чисел меньше любого положительного действительного числа, отличного от нуля. Единственное различие – наличие определенных индексов у чисел Робинсона и отсутствие у моих. Но это всего лишь следствие наличия у первых свойств упорядоченного поля. Если такие же свойства задать в множестве моих неопределенных чисел, то им также нужно будет приписывать индексы.
Но и это еще не все, поскольку, помимо бесконечно малых чисел, нестандартный анализ Робинсона содержит еще и бесконечно большие числа. Определение бесконечно больших чисел привожу сразу с учетом моих поправок к анализу Робинсона:
d1 + d2 + d3 + … <  Е
Звучит оно так: нестандартное число Е  называется бесконечно большим, если оно больше любой суммы положительных действительных чисел. Оно ничем не отличается от моего определения бесконечно малых чисел, с той лишь разницей, что на место бесконечно малых чисел теперь встали действительные числа, а на место действительного числа – бесконечно большое число. Это означает, что взаимоотношения действительных чисел с бесконечно большими числами описывается той же неопределенностью ∞-0. При этом о самих бесконечно больших числах нам известно даже меньше, чем о бесконечно малых числах, поскольку они, в отличие от последних, примыкают к действительным числам своим нулем. Если мы и можем судить об их количестве, то только по аналогичным взаимоотношениям бесконечно малых чисел с действительными числами. Величина и порядок бесконечно больших чисел для нас также неопределенны, как величина и порядок бесконечно малых чисел. Поэтому предыдущее определение бесконечно больших чисел можно заменить следующим:
d1 + d2 + d3 + … <  æ
А теперь представим, что множества бесконечно малых и бесконечно больших чисел – это «на самом деле» одно множество. 13 Различие между ними является следствием бесконечности множества действительных чисел и упорядоченности их по величине. Пока мы не фиксируем одновременно ноль и бесконечность действительных чисел, в каждом из этих множеств по отдельности – бесконечно малых и бесконечно больших чисел – можно задавать определенный порядок и определенную величину чисел. А одновременно действительный ноль и действительную бесконечность мы фиксируем именно тогда, когда одновременно пытаемся задать определенный порядок и определенную величину чисел в множествах бесконечно малых и бесконечно больших чисел. Как только мы это делаем, данные множества становятся принципиально неупорядочиваемыми, а их числа − несравнимыми по величине: 
æ ≤ æ ≤ æ
При этом их взаимоотношения с действительными числами принимают вид:

æ  <  d1 + d2 + d3 + … <  æ
То есть все множество действительных чисел одновременно больше и меньше одного и того же неопределенного числа. Это уже вполне интервал, хотя и не тот, что мне нужен, не аналогичный тому, в котором я получил свои неопределенные числа. 

Для того, чтобы получить нужный интервал, рассмотрим понятие определенного интеграла как площади криволинейной трапеции (рис.3).
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Согласно определению (прошу прощения за его нестрогость), 
b∫a f(x)dx = limΔx→0ΣΔP
То есть интеграл от функции  f(x) в интервале от a до b равен пределу суммы площадей ΔP прямоугольников, на которые разбита криволинейна трапеция ABCD, при устремлении оснований этих прямоугольников Δх к нулю. В качестве прямоугольников можно брать
как внешние прямоугольники, выступающие за пределы трапеции, так и внутренние прямоугольники – предел суммы тех и других будет одинаков.

А теперь обращаю ваше внимание на то, что Δх → 0 не означает, что при этом х + Δх → х. Положение точки х не фиксировано также, как и положение точки х + Δх. При каждом
13 Можно представить и более сложные взаимоотношения бесконечно малых и бесконечно больших чисел с действительными числами. Например, замыкая друг на друга ноль бесконечно малых чисел и бесконечность бесконечно больших чисел. Или замыкая их еще через одно числовое множество. Оправдание этому может быть только онтологическое. Я же просто хочу оправдать существование моих неопределенных чисел. 
новом разбиении интервала [a, b] на последовательно уменьшающиеся отрезки положение этих точек изменяется. Это означает, что при устремлении Δх к нулю точки х и х + Δх стремятся к некоторой предельной точке хlim, с которой они сливаются при достижении предела. 14 Так вот, я пришел к выводу, что «в самый последний момент» перед достижением предела, когда точки х и х + Δх являются «соседними» с точкой  хlim, и «уже начинают» сливаться с последней, положение их становится неоднозначным – мы не можем точно сказать, с какой стороны от точки хlim находится каждая из них – справа или слева. А с учетом того, что соседство точек прямой – это недостижимый (в реальном измерении) предел, то размеры этой неоднозначности существенно расширяются. Они охватывают все окрестности точки хlim, которые не охватывает доступный нам процесс измерения.

Я не буду рассматривать аналогичные свойства предельного перехода в операции дифференцирования, а также в других формах предельного перехода, в которых последовательности точек стремятся к одной точке, поскольку они вполне аналогичны. Совершенно иной случай представляет предельный переход, в котором последовательности точек стремятся к бесконечности, поскольку такой предельный переход только условно можно считать завершенным (например, при аксиоматическом обосновании актуального существования бесконечных множеств). Безусловно такой предельный переход завершить невозможно, хотя стандартный анализ допускает это. Примерами такого предельного перехода являются сравнение мощностей бесконечных множеств и полное упорядочение бесконечных множеств. Второй пример можно свести к первому, поскольку смысл его состоит в сравнении рассматриваемого множества с множеством порядковых чисел (т.е. с полностью упорядоченным множеством натуральных чисел).
Сравнивать множества можно двумя способами – подсчитывая количество их элементов и сопоставляя эти элементы друг другу. Первый способ больше подходит для сравнения конечных множеств, второй – для сравнения бесконечных множеств. В последнем случае множества считаются эквивалентными, если между их элементами можно установить взаимно однозначное соответствие (т.е. если каждый элемент одного множества можно сопоставить с одним и только одним элементом другого множества и наоборот). К примеру, если какое-то множество эквивалентно множеству натуральных чисел, то такое множество называется счетным (т.е. эквивалентность какого-то множества множеству натуральных чисел равносильна его полной упорядоченности). Примером несчетного множества является множество действительных чисел.

Сразу же хочу отметить, что операция полного упорядочения бесконечных множеств принципиально не может быть доведена до конца в процессе реального счета. Поэтому полное упорядочение бесконечных множеств сегодня достигается не просто установлением взаимно однозначного соответствия элементов рассматриваемого множества с элементами множества порядковых чисел, а мгновенным установлением такого соответствия, когда каким-то непонятным образом элементы обоих множеств мгновенно объединяются в пары. Причем на это еще можно не обращать внимания, если у нас имеется доказательство полной упорядоченности множества натуральных чисел, а это
14 На самом деле это условие (нефиксированность точек х и х + Δх) необязательно. Оно представляет просто более общий случай разбиения интервала на последовательно уменьшающиеся отрезки. В случае фиксированности этих точек разбиение сводится к выбору средней точки между этими точками. При этом оказывается, что точки  х и х + Δх стремятся к той же средней точке хlim,  что и в рассматриваемом случае (аксиома Кантора – см. Н.В. Ефимов «Высшая геометрия», глава II раздел 7 «Аксиомы непрерывности», с. 72. − М.: «Наука», 1974 г.).
не так. Потому что проверить это можно только теми же двумя способами, что и у других множеств, т.е. либо подсчетом количества элементов в множестве натуральных чисел, либо сопоставлением этих элементов с элементами другого эталонного множества. Но для множества натуральных чисел другого такого множества нет, а потому его полную упорядоченность можно поверить только подсчетом его элементов, что, фактически, сегодня и делается. При этом завершение счета «достигается» распространением метода трансфинитной индукции на его конечный этап, то есть на конечный этап предельного перехода...

В качестве примера хочу привести множественный парадокс Рассела. Напоминаю его формулировку. Все множества можно разделить на два класса – правильные и неправильные множества. Правильными множествами можно называть множества, не содержащие себя в качестве своего элемента, неправильными – содержащие себя в качестве такого элемента. Возьмем множество всех правильных множеств и зададимся вопросом: к какому классу оно принадлежит – к правильным или неправильным множествам? Если оно является правильным, то должно содержать себя в качестве своего элемента (поскольку, согласно условию, содержит все правильные множества), что противоречит определению правильных множеств. Если же оно является неправильным, то (согласно определению неправильных множеств) должно содержать себя в качестве своего элемента, что противоречит условию (согласно которому оно должно содержать только правильные множества). Получилось противоречие.

Прежде всего хочу заметить, что делить на правильные и неправильные можно только уже построенные, актуально существующие множества. В отношении строящихся множеств этого делать нельзя. Согласно теории множеств, все множества строятся подбором своих элементов. Это означает, что безоговорочно утверждать о построенности множеств мы можем только в отношении конечных множеств. В отношении бесконечных множеств этого делать нельзя, поскольку проверить их построенность мы можем только одним способом – пересчитав все их элементы и убедившись, что счет закончен. Но бесконечные множества потому и являются бесконечными, что в них такой счет невозможно закончить. В теории множеств такие множества просто объявляются построенными (т.е. их актуальное существование вводится аксиоматически), что и приводит к парадоксу Рассела (поскольку множество всех правильных множеств является, несомненно, бесконечным множеством). А избавляются от него тем, что ставят в зависимость построение множеств от построения их элементов – последние строятся раньше первых, поэтому ни одно множество не может быть своим собственным элементом. Но такое утверждение справедливо только в отношении аксиоматически узаконенного процесса построения множеств и не относится к актуально уже существующим бесконечным множествам, которые могли строиться как-то иначе. Это означает, что сегодняшнее решение парадокса Рассела является ограниченным: оно касается только тех множеств, которые строятся аксиоматически узаконенным способом.
Вот теперь самое время определить понятие мощности множеств. Грубо говоря, мощность множеств – это их величина. В случае конечных множеств эта величина сводится к количеству их элементов, в случае бесконечных множеств – к классам их эквивалентности (т.е. множества считаются равномощными, если они эквивалентны друг другу). Более строгое определение мощности связано с понятием ординалов. Ординалы в теории множеств рассматриваются как продолжение множества натуральных чисел (а полная упорядоченность множества натуральных чисел – как порядок на ординалах). Согласно определению, множество А называется ординалом, если А транзитивно и каждый его элемент также транзитивен. Множество А называется транзитивным, если каждый его элемент является множеством (подмножеством А). Далее, кардиналом в теории множеств называется наименьший ординал, эквивалентный данному множеству. То есть кардинал – это такое множество | А |, которое эквивалентно или, что равносильно, равномощно данному множеству. Мощность данного множества – это и есть его кардинал.
Мощность множества натуральных чисел обозначается א0 (читается «алеф-ноль»), мощность множества действительных чисел – א1 (читается «алеф-один»; ее часто обозначают 2 א0, чтобы подчеркнуть, что множество действительных чисел равномощно множеству всех подмножеств натуральных чисел). Существование мощностей, промежуточных между א0 и א1, зависит от выбора аксиом теории множеств. Бóльшие мощности – несчетная измеримая, первая неизмеримая, недостижимая и т.д. − рассматриваются в гипотезе больших кардиналов. Каким образом строятся такие кардиналы, которые нельзя сопоставить ни с одним реальным числовым множеством, я пока затрудняюсь сказать, поскольку не разобрался еще с этим вопросом. Могу сказать только, что чем дальше мы продвигаемся в иерархии больших кардиналов к «окончанию» бесконечности, тем меньше они характеризуют величину множеств как таковую, тем больше характеризуют какие-то другие свойства этих множеств (что и отражается в их названиях), тем меньше у нас возможностей для их полного упорядочения. Я убежден, что это не случайно. Это свидетельствуют о том, что на конечном этапе предельного перехода к бесконечности возникают точно такие же неоднозначности, что и на конечном этапе предельного перехода к точке. 15 Просто никто пока не придумал, как можно использовать этот факт в анализе.
А теперь перейдем к выводам. Во-первых, ясно, что мои неопределенные числа неявно присутствуют в любом предельном переходе – они занимают ближайшие окрестности предельной точки. Упорядоченность этих окрестностей является фикцией, она возникает из-за неправомерного распространения метода математической (в общем случае – трансфинитной) индукции с начальных (и всех последующих, не входящих в противоречие с этим методом) этапов предельного перехода на конечный этап. 16 Собственно говоря, предельным переходом в данном случае является только сам момент достижения предела, поскольку неоднозначности – это, по моему глубокому убеждению, и есть настоящий смысл предельного перехода. 17 Все остальное – лишь варианты привязки этих неоднозначностей к однозначному содержанию математики. Примером такого предельного перехода, свободного от однозначных математических методов, является мой оператор разупорядочения Fr.

Во-вторых, становится понятным смысл утверждения стандартного анализа о
15 В той же «Трансцендентной геометрии», к примеру, я рассматривал возможность непрерывной деформации сферы в тор на бесконечности в рамках группы движений топологии. Для этого нужно растягивать поверхность сферы так, чтобы какая-то ее часть «скрылась из наших глаз» в бесконечности пространства. Как только мы это делаем, топология сферы на бесконечности становится неоднозначной – ее можно рассматривать и как сферу, и как тор. Выбирая последнее, вытягиваем из бесконечности тор.
16 В связи с этим хочу напомнить о мнимых числах – не тех, которые составляют мнимую часть комплексных чисел, а тех, которые возникают при извлечении четных корней из отрицательных чисел. Эти числа являются следствием незамкнутости операции извлечения корня в множестве действительных чисел. Но дополнение этого множества полученными новыми числами уже нельзя назвать упорядоченным полем, поскольку они не сравнимы с действительными числами.
17 В той же «Трансцендентной геометрии» я рассматривал и возможность непрерывной деформации сферы в тор в точке. Для этого нужно «ущипнуть» две диаметрально противоположные точки на сфере и «растягивать» ее поверхность так, чтобы эти точки можно было прижать друг к другу. Как только мы это делаем, топология точки стыка становится неоднозначной – мы с равным правом можем считать, что это две «глухие» поверхности точечных размеров, прижатые друг к другу, и что это трубка точечных размеров. Выбирая второе, растягиваем трубку до обычного тора.
невозможности стремления переменной одновременно к двум пределам. Доказательство этого утверждения проводится методом от противного: выбирается точка внутри интервала между этими пределами и потом доказывается, что при выборе соответствующего N (номера переменной) переменная будет одновременно больше и меньше числа, соответствующего этой точке, т.е. доказательство приводится к абсурду. На самом деле никакого абсурда здесь нет, поскольку данный интервал заполнен моими неопределенными числами, 18 которые одновременно больше и меньше себя и любого 

другого неопределенного числа из этого интервала. Поэтому данное доказательство свидетельствует лишь о том, что предположение о существовании двух пределов у одной переменной выходит за рамки стандартного анализа.
В моей функции 

f(x) = |x + c (если  x ≥ 0)

          |x – c (если  x ≤ 0)
утверждение о существовании двух пределов у одной переменной относится прежде всего к зависимой переменной у. К независимой переменной х оно, хотя и относится, но практически несущественно, поскольку относительно действительных чисел оба предела находятся в одной точке, а относительно неопределенных чисел их положение неоднозначно (мы не можем сказать, с какой стороны находится каждый из них – справа или слева). Но можно составить такую функцию, где это утверждение будет относиться уже к независимой переменной х:

f(x) = |x  (если  x ≥ a)

          |0  (если -а ≤ х ≤ а)
          |-x (если  x ≤ -a)

Более того, можно составить и такую функцию, где это условие будет относиться к обеим переменным:

f(x) = |x + c   (если  x ≥ a)

          |[-c, c] (если -а ≤ х ≤ а)
          |x – c   (если  x ≤ -a)

В-третьих, привожу обещанные функции, более интересные, чем моя:

Функция Дирихле:

f(x) = |1 (если  x – рациональное число)

          |0 (если  x – иррациональное число)
Дельта-функция Дирака:

f(x) = |0 (если  x < 0 и x > 0)

          |∞ (если  x = 0)
18 Которые, вообще говоря, тоже являются переменными, но переменными множества, не являющегося упорядоченным полем. Чем это множество является, я, как уже говорил, затрудняюсь сказать. Не хватает знаний.

Есть много других, широко известных функций подобного рода, но это не самое интересное. Интересно то, что эти функции используются в теории так называемых обобщенных функций. Подозреваю, что в рамках этой теории можно дать строгое обоснование и моим неопределенным числам. 19 К сожалению, я пока не осилил эту теорию до такого уровня, чтобы самостоятельно сделать это обоснование. Катастрофически не хватает знаний.
В-четвертых, мои неопределенные числа могут быть дополнением к теории нечетких множеств Заде. Такие множества строятся из обычных (четких) объектов, а их нечеткость задается одновременной (различной) принадлежностью этих объектов разным множествам. Иначе говоря, эта нечеткость задается функцией принадлежности, по-разному действующей на объекты данного множества. В теории вероятностей такая функция называется функцией распределения. Ясно, что это не настоящая разупорядоченность множеств, а всего лишь способ разупорядоченного описания множеств объектов и событий, служащий определенным целям. Если исходить из других целей, то те же (!) объекты и события можно описать вполне однозначно. В то же время, мои неопределенные числа принципиально нельзя описать однозначно, пока в их множестве специально не задан порядок. Полагаю, что это имеет прямое отношение к специфике квантовых объектов, но я пока не рассматривал этот вопрос подробно.

В-пятых, ясно, что бесконечно малые числа Робинсона являются фикцией, поскольку нарушают аксиому Архимеда, но не нарушают принцип Дедекинда, являющийся эквивалентом данной аксиомы. Выше я уже объяснил, почему: в своем собственном множестве они не нарушают эту аксиому, а сопоставление их с действительными числами, как это сделано у Робинсона, некорректно. Мои неопределенные числа нарушают как аксиому Архимеда, так и принцип Дедекинда. Кроме того, при наложении на их множество свойств упорядоченного поля и сопоставлении их с действительными числами через неопределенность ∞-0 они могут играть роль бесконечно малых (бесконечно больших) чисел.

Впрочем, здесь есть один нюанс, который позволяет реабилитировать нестандартный анализ Робинсона. Напоминаю аксиому Архимеда для действительных чисел:

nd1 > d2  
То есть любое действительное число (d1), умноженное на соответствующее натуральное число (n) (что соответствует сложению его с самим собой n раз), будет больше любого другого действительного числа (d2). Для того, чтобы перейти к аналогичным определениям для бесконечно малых и бесконечно больших чисел Робинсона, немного изменим эту формулировку:

d1 > d2/n
То есть любое действительное число (d1) будет больше любого другого действительного числа (d2), деленного на соответствующее натуральное число (n). А вот аксиома Архимеда для гипердействительных чисел, которую получил Робинсон:

ε > d/А ;  А > d/ε
19 Подозреваю потому, что с помощью этих функций в квантовой механике описываются вакуумные взаимодействия элементарных частиц, а это очень похоже на взаимоотношения моих бесконечно малых чисел с действительными числами.
Как и раньше, ε − бесконечно малое число, А − бесконечно большое число, а d − действительное число. Согласно Успенскому, d/А тоже является бесконечно малым числом, а d/ε − бесконечно большим числом. Поэтому первое неравенство означает, что всегда можно найти такое бесконечно малое число, которое будет больше некоторого другого действительного числа, а второе неравенство – что то же самое справедливо и для бесконечно больших чисел:
ε1  > ε2  ;  А1 > А2 
или, что равносильно:

ε1  > ε2/d  ;  А1 > А2/d 
Как уже говорилось, ε2/d тоже является бесконечно малым числом, а А2/d − бесконечно большим. Это означает, что внутри множеств бесконечно малых и бесконечно больших чисел Робинсона аксиома Архимеда выполняется также, как и внутри множества действительных чисел (и как внутри множеств моих бесконечно малых и бесконечно больших чисел!). Некоторые сомнения остаются, правда, в связи с использованием действительных чисел в выражениях ε ⁄ ε = 1, ε-1 = 1⁄ε, ε0 = 1, ε – ε = 0, ε > d/А, А > d/ε, ε1 > ε2/d и А1 > А2/d. Но все это, насколько я понял, является следствием исходной формулировки аксиомы Архимеда для бесконечно малых и бесконечно больших чисел Робинсона:

ε > d/А ;  А > d/ε
которую можно записать одной формулой:
А ε > d  
Такая формулировка полностью симметрична формулировке аксиомы Архимеда для действительных чисел. Она означает, что в множестве гипердействительных чисел 
Робинсона эта аксиома верна и для произведения бесконечно малых и бесконечно больших чисел, сопоставляемого действительным числам, а вот это уже полный нонсенс. К примеру, в моей модели произведение бесконечно малых и бесконечно больших чисел дает неопределенные числа, которые нельзя точно фиксироваться в множестве действительных чисел. Как обстоит дело в модели Робинсона, я точно не знаю, но и в ней такое произведение не должно давать возможности для сравнения его с действительными числами. 20
В-шестых, при совместном оперировании действительными числами и моими бесконечно малыми числами величину последних нужно отсчитывать не от нулевого «конца» их множества (как в множестве бесконечно малых чисел Робинсона), а от бесконечного «конца», поскольку они примыкают к нулю действительных чисел своей бесконечностью. Это означает, что никаких «конечных» бесконечно малых чисел в таком оперировании быть не может, могут быть только большие кардиналы этих. И если учесть, что бесконечность бесконечно малых чисел примыкает к нулю действительных чисел, то основной формой такого оперирования должно быть взятие обратного, чтобы не нарушать
20 Есть предположение, что эта нестыковка возникла при ограничении кванторов для сохранения в его модели языка логики первого порядка. Подробности см. в «Справочной книге по математической логике» Дж. Барвайса, т. 1, стр. 199 − М.: Наука. 1982 г.
обычных свойств действительных чисел. В противном случае у последних будут возникать новые свойства, например, свойства моих неопределенных чисел… 21
В-седьмых, из такого построения чисел следует, что континуум действительных чисел невозможно полностью упорядочить. В самом деле, если любая точка действительной прямой, рассматриваемая в качестве предельной точки, содержит неупорядоченные окрестности, то ясно, что любые представления о соседних точках этой прямой (т.е. следующих одна за другой, без промежуточных точек) являются неверными, поскольку фиксировать эти точки мы можем только в том же предельном переходе, в котором возникает неупорядоченность этих точек. Да, мы можем как угодно долго и как угодно глубоко упорядочивать этот континуум, но объявлять об окончательном его упорядочении мы не можем, поскольку это противоречит свойствам предельного перехода. А поскольку множество действительных чисел бесконечно, то упорядочивать их континуум мы можем бесконечно долго, что (с учетом сказанного) равносильно невозможности его упорядочения.
Отсюда сразу же следует в-восьмых. Если континуум действительных чисел невозможно полностью упорядочить, то это означает, что разрывными являются все без исключения функции действительного переменного, даже те, которые до сих пор считались непрерывными, поскольку доказательство их непрерывности использует тот же 
предельный переход. Области неупорядоченности действительного переменного – это и есть области разрыва данных функций. Такие разрывы ничем принципиально не отличаются от разрывов между целыми числами, не учитывающими существование рациональных чисел, или от разрывов между рациональными числами, не учитывающими существование иррациональных чисел. Разница между ними определяется только операциями, в которых они возникают. Для действительных чисел такой операцией является предельный переход. Пока эти числа не учитывают существование неопределенных чисел, эта операция является разрывной…
Продолжение следует.
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21 Я не буду рассматривать совместное оперирование с бесконечно большими и действительными числами, но что такое оперирование возможно, показывает мой пример в 15-й сноске.
