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ПРЕДИСЛОВИЕ

О кривизне пространства-времени в современных физических теориях говорят в тех
случаях, когда имеют дело с теорией тяготения Эйнштейна. Автор предлагаемой книги
указал и на другие причины возникновения кривизны пространства-времени, никак не
связанные с общей теорией относительности (ОТО).

Основной трудностью классической (и квантовой) теории электромагнитного поля яв-
ляется противоречие между предположением о точечности заряженных частиц и получа-
ющейся при этом их бесконечной собственной энергией. Попытки устранения этой труд-
ности, а также сделанное Дираком теоретическое открытие позитрона и образование пар
под действием жестких γ - лучей были связаны с развитием нелинейных теорий Г. Ми
(1912 г.), М. Борна и Л. Инфельда (1934 г). Линейные теории не могли объяснить рассея-
ние света на свете, из них следовала бы обычная суперпозиция полей электромагнитных
волн. Однако основания перечисленных нелинейных теорий базируются на произвольном
выборе лагранжиана и не обоснованы экспериментом. Они могут претендовать лишь на
эвристическое значение. Это является главным пороком данных теорий.

В книге сформулировано новое направление исследований, основанное на постула-
те эквивалентных ситуаций. В результате показано, что искривление пространства-
времени - это не привилегия только гравитационного поля. Выводы из нового направле-
ния устранили главное противоречие теории поля, связанное с точечностью заряженных
частиц и их расходящейся собственной энергией. Предлагаемая в книге новая модель нели-
нейной теории электромагнитного поля основывается на учете взаимодействия зарядов,
создающих поле, с созданным зарядами полем. Однако предлагаемый подход требует вы-
хода за рамки плоского пространства-времени. Исходными уравнениями теории являются
уравнения Максвелла, записанные в четырехмерной форме, точно такие же, как и уравне-
ния электродинамики при наличии гравитационного поля. Однако эта сходство является
чисто внешним, поскольку метрический тензор не определяется из решений уравнений
Эйнштейна и Эйнштейна–Максвелла и гравитационным взаимодействием пренебрегается
по сравнению с электромагнитным. Вместо уравнений Эйнштейна для нахождения мет-
рики используются выведенные автором уравнения структуры, устанавливающие связь
между кинематическими характеристиками системы отсчета (СО), такими как тензор
скоростей деформаций, тензор угловой скорости вращения, 4-ускорения с метрическим
тензором СО. Фактически уравнения структуры - это уравнения совместности для суще-
ствования поля 4-скорости при заданных тензорах скоростей деформаций, угловой скоро-
сти вращения и векторов первой кривизны мировых линий частиц базиса СО. Кривизна
пространства–времени при этом не связывается, как это делают обычно, с решениями
уравнений Эйнштейна при разных тензорах энергии-импульса материи. Полученные си-
стемы интегро-дифференциальных и интегральных уравнений для плотностей зарядов и
токов для заряженных металлических тел с учетом взаимодействия с полем связанных за-
рядов, позволили, в принципе, совместно с уравнениями структуры находить геометрию
пространства-времени вне и внутри полых заряженных оболочек и проводов. Найденные
новые предполагаемые эффекты при расчете электромагнитных полей допускают экспе-
риментальную проверку при настоящем уровне развития науки и техники.

Монография охватывает тридцатилетний период исследований автора по вопросам ре-
лятивистских систем отсчета и силовых полей. Часть вопросов нашла свое отражение
в статьях, опубликованных в России и за рубежом. Большую часть исследований автор
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принципиально не публиковал до окончательного осмысливания результатов. Моногра-
фия выгодно отличается от многих курсов по ОТО и СТО, уклоняющихся обычно от
анализа острых коренных проблем. Она представляет непосредственный интерес для спе-
циалистов, занимающихся вопросами специальной теории относительности (СТО), ОТО,
электродинамикой, механикой сплошных сред, неевклидовыми геометриями и космонав-
тикой.

Я думаю, что книга ведущего научного сотрудника Всероссийского Научно Исследова-
тельского Института Оптико-Физических Измерений (ВНИИОФИ), действительного чле-
на Нью-Йоркской Академии Наук, члена Тhe Institute of Electrical and Electronic Engineers
(IEEE) С.А. Подосенова должна занять достойное место среди книг по релятивистской
теории систем отсчета и нелинейной электродинамике.

Действительный член РАЕН, дф-мн, проф. В.В. Алексеев
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ОТ АВТОРА

Эта книга предлагается для читателей, которым было бы интересно познакомиться
как с альтернативным подходом к системам отсчета в теории относительности, так и с
неожиданным выводом из этого подхода, позволяющим пересмотреть некоторые положе-
ния классической теории поля, устранив основное противоречие между предположением
о точечности эаряженных частиц и получающейся при этом их бесконечной собственной
энергией.

По системам отсчета в общей теории относительности (ОТО) издана исчерпывающая
монография проф. МГУ Ю.С. Владимирова [23], в которой автор утверждает, что вопрос
о системах отсчета и их роли в современной теории гравитации в принципе решен. Однако
даже в специальной теории относительности (СТО) существуют "темные пятна на кото-
рые в современной теории предпочитают не обращать внимания. Именно разбору трудно-
стей и конструктивному выходу из них и посвящена данная книга. Основное достижение
книги, на взгляд автора, это создание на основе, предложенного автором постулата экви-
валентных ситуаций, новой области исследований - установление связи между геомет-
рией пространства-времени и классическими полями связанных структур. Проведенные
исследования показали, что кривизна пространства-времени не является прерогативой
ОТО Эйнштейна, и любые силовые поля могут приводить к неевклидовым геометриям.
Нашли в книге отражение также вопросы, представляющие интерес для специалистов по
прикладной электродинамике и релятивистской механике сплошных сред.

Я искренне признателен своим коллегам Ю. Андрееву и М. Фильченкову за постоян-
ный интерес к работе и полезные дискуссии. Я благодарю своих сотрудников из лаборато-
рии "Генерирования и измерения параметров электромагнитных импульсов"ВНИИОФИ
С. Альбеткова, М. Денисова, А. Дубровина, С. Милякова, Е. Менькову, О. Михеева, В.
Сабельникова, К. Сахарова, Я. Свекиса, В. Туркина, В. Уголева, С. Фролова, Т. Хари-
тонову за благожелательность и поддержку и особенно директора ВНИИОФИ д.т.н. В.С.
Иванова, зав. лаб. проф. А.А. Соколова, Н.Ф. Соколову и Я.М. Спектора, без активной
помощи которых выпуск книги был бы весьма проблематичен.

С. Подосенов
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ВВЕДЕНИЕ

Bопросы инерциальной навигации с учетом релятивистских поправок для решения
требуют привлечения аналитического аппарата релятивистских неинерциальных систем
отсчета (НСО). Однако в релятивистской теории не существует единого аналитического
определения как систем отсчета, так и правил, устанавливающих переход между ними [1].
Даже при рассмотрении простейших НСО в специальной теории относительности (СТО)
таких как равноускоренная и равномерно вращающаяся, приходится сталкиваться с логи-
ческими трудностями, которым уделяется мало внимания в работах по системам отсчета.
Остановимся более подробно на сути возникающих трудностей на примере равноускорен-
ной НСО.

Принято считать [3], что переход в жесткую равноускоренную НСО осуществляется
при помощи известного преобразования Меллера. Однако [4], в СТО не может быть такой
ситуации, когда ускорение всех частиц среды в сопутствующей системе отсчета постоянно
и одинаково и конгруенция мировых линий жесткая в смысле Борна. Анализ преобразо-
вания Меллера показал, что в базисе Ферми–Уолкера, к которому и относятся показания
акселерометров [5], ускорения различных частиц не являются одинаковыми, а вычисляют-
ся по формуле a(y) = a0/(1+a0y/c2), где a0 — ускорение частицы вдоль оси y, находящейся
в начале лагранжевой сопутствующей системы координат, c — скорсть света в вакууме.
Таким образом, преобразование Меллера не описывают перехода к глобально равноуско-
ренной НСО. Каждая из лагранжевых частиц движется с постоянным ускорением, но эти
ускорения не равны друг другу [2].

Альтернативой преобразования Меллера является преобразование Логунова [6], опи-
сывающее переход от инерциальной системы отсчета (ИСО) к релятивистской равноуско-
ренной НСО, в которой каждая из лагранжевых частиц базиса движется с постоянным
ускорением. Такая система отсчета может быть реализована при рассмотрении заряжен-
ной невзаимодействующей одна с другой одинаковыми частицами пыли, движущейся с
нулевой начальной скоростью в однородном электрическом поле. Однако, если с помо-
щью стандартной процедуры [7] вычислить трехмерный метрический тензор, заданный
на гиперповерхности ортогональной мировым линиям частиц базиса, то можно убедить-
ся, что "физическое"пространственное расстояние между соседними мировыми линиями
будет увеличиваться с течением времени. Таким образом, глобально равноускоренная си-
стема Логунова не является релятивистски (в смысле Борна) жесткой.

Получили парадоксальный результат. Одинаковая для всех частиц физическая ситуа-
ция привела к движению частиц относительно друг друга (система Логунова). Для того
чтобы эти частицы были взаимно неподвижны, необходимо к ним прикладывать разные
силы (система Меллера).

Парадоксальность такой ситуации можно разобрать еще на одном наглядном примере,
не связанном с электродинамикой.

Пусть вдоль оси x одновременно стартуют два одинаковых автомобиля, связанных
хрупким невесомым стержнем, который ломается, если в системе отсчета, связанной со
стержнем, расстояние между автомобилями изменяется в ту или иную сторону. Оказыва-
ется, что стержень ломается, если на участке разгона двигатели машин развивают одина-
ковую тягу (система Логунова) и не ломается, если второй автомобиль развивает большую
мощность, чем первый (система Меллера).
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Таким образом, в рамках СТО нельзя построить логически стройную теорию упруго-
сти, основанную на отсутствии в твердом теле деформаций и напряжений, если это тело
движется свободно в однородном силовом поле. Одинаковые стационарные физические
условия для каждой из частиц среды приводят к нестационарной метрике.

С математической точки зрения полученный результат понятен. Если измерять рассто-
яние между соседними мировыми линиями в гиперплоскости t = const в исходной ИСО,
то его постоянство в других гиперповерхностях параллельных исходной означает, что рас-
стояние между этими же мировыми линиями в гиперповерхностях ортогональных этим
линиям, будет вообще говоря, изменяться. Исключение представляет случай, когда ми-
ровые линии параллельные прямые. Для этого случая равномерного движения твердого
тела в отсутствии силового поля расстояние L между мировыми линиями в гиперплос-
кости t = const связано с расстоянием L0 между мировыми линиями на ортогональной
им гиперповерхности по хорошо известной формуле L = L0(1 − (v/c)2)1/2. Очевидно, что
если v = const, то постоянство L обеспечивает постоянство L0, т.е. классически жесткое
движение является и релятивистски жестким. Если же скорость v = v(t), то постоянство
L не влечет постоянства L0. Ускоренное движение классически твердого тела приводит
к зависящим от времени деформациям, если это тело рассматривать с релятивистских
позиций.

Много внимания в литературе уделяется также рассмотрению вращательного движе-
ния в теории относительности. При рассмотрении вращающегося диска обычно выбирают
неподвижную систему отсчета, в которой вводят цилиндрические координаты r0, θ0, z0, t0
и переходят к вращающейся системе отсчета r, θ, z, t согласно формулам:

r0 = r, θ0 = θ + ωt, z0 = z, t0 = t,

где угловая скорость вращения ω относительно оси z считается постоянной. Хилл [8] ( как
и ранее Лауэ [9] ) указали, что вращающееся тело в этом случае должно иметь конеч-
ный радиус, т.к. скорость, изменяющаяся по линейному закону, могла бы в этом случае
превысить скорость света c при r > c/ω. По этой причине Хилл пришел к заключению,
что закон распределения скоростей с расстоянием должен быть нелинейным. С возраже-
ниями против Хилла выступил Розен [10], [11], который указал, что закон распределения
скоростей в зависимости от радиуса противоречит критерию жесткого движения в смысле
Борна, а поэтому этот закон не годится для твердого тела, а годится лишь для жидкости.
Критерий жесткости по Борну приводит к линейному закону распределения скоростей в
зависимости от радиуса. Таким образом, в пространстве Минковского не существует жест-
кой равномерно вращающейся системы отсчета пригодной для любых расстояний от оси
вращения.

При определении физического содержания понятия системы отсчета существует в от-
личие от аналитического полное единство взглядов. Под системой отсчета понимается
либо некоторое тело отсчета, либо совокупность бесконечного числа тел, заполняющих
пространство, снабженных масштабами и часами. Иная картина имеет место при рас-
смотрении геометрического отображения системы отсчета и установлении правил перехо-
да между различными системами. Дискуссии по этим вопросам подробно обсуждались в
работах В.И. Родичева [1], [12–14], в которых дан полный анализ трудностей, связанных с
описанием систем отсчета. В вышедшей обзорной работе [15] работы Родичева трактуются
как преждевременные, однако появившиеся в зарубежной печати статьи [16, 17] показы-
вают, что нетрадиционный подход к НСО постепенно начинает привлекать внимание. В
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частности метрика равноускоренной НСО, предлагаемая в [16, 17], была найдена автором
настоящей работы (раздел I) на семь лет ранее [18].

Из разобранных примеров вытекает, что описание жестких НСО в рамках СТО при-
водит к логическим трудностям, которые, как будет показано ниже, можно преодолеть
путем выхода за рамки плоского пространства–времени. Подобные идеи высказывались
В.И. Родичевым, но не получили при его жизни окончательного завершения и признания.

Одним из центральных вопросов, рассматриваемых в работе, является установления
правил перехода от НСО к ИСО и наоборот. Этим вопросам в работе уделяется много
внимания.

Все НСО мы подразделяем на 2 класса:

1. НСО с заданным законом движения.

2. НСО с заданной структурой.

Наиболее распространенный способ перехода от ИСО к НСО, восходящий к работам
Эйнштейна [48], связывается с преобразованием координат нелинейным образом содержа-
щим время (т.е с законом движения сплошной среды в переменных Лагранжа, который
получается, например, с помощью интегрирования уравнений движения в переменных
Эйлера). Такой способ перехода в НСО и различные модификации нашли отражение в
работах Зельманова, Иваницкой, Мицкевича, Владимирова и др. Ясно, что если уравне-
ния движения были заданы в пространстве Минковского, то никакими преобразования-
ми координат, как содержащими, так и не содержащими время нельзя выйти за рамки
плоского пространства-времени, т.к. нельзя получить отличный от нуля тензор Римана-
Кристоффеля, если в ИСО он отсутствовал. НСО с такими свойствами мы относим к
НСО 1-го класса.

В НСО 2-го класса требуется не только знание закона движения сплошной среды,
но и заранее задаются свойства CО, определяемые тензорами скоростей деформаций,
тензорами угловой скорости вращения

При этом оказывается, что пространство Минковского, например, является "тесным что-
бы удовлетворить одновременно даже простейшим требованиям: жесткости (в смысле Бор-
на) и равноускоренности.

Например, в плоском пространстве-времени невозможно твердотельное движение
ракеты с постоянным ускорением. В согласии с постулатом, что свойства пространства-
времени в космическом корабле до и после включения двигателей должны остаться неиз-
менными, мы будем вынуждены констатировать:

а). Что при равноускоренном движении ракета либо рассыплется (потеряет жест-
кость), либо разные части ракеты должны двигаться с разным ускорением.

б). Если же принять, что все части ракеты движутся с одинаковым ускорением и
ракета при этом сохраняет жесткость, то мы с необходимостью должны выйти за
рамки пространства Минковского.

При переходе в НСО 1-го класса неявно используется следующий постулат: Включе-
ние силового поля оставляет пространство–время плоским. Мы, в духе идей ОТО, со-
мневаемся, что этот постулат носит универсальный характер и допускаем, что вклю-
чение силового поля может изменить структуру пространства–времени. При этом
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пространство–время будет искривленным только для наблюдателей в НСО, которые
испытывают действие сил поля и сил инерции. Наблюдатели, описывающие движение
среды, находясь в ИСО, не подвержены действию сил поля и сил инерции, и для них
пространство–время остается плоским.

Т.к. метрика НСО 2-го класса – риманова, то ясно, что никакими координатными пре-
образованиями, в том числе и содержащими время, нельзя перейти от ИСО пространства
Минковского к НСО пространству Римана.

В работе рассмотрено преобразование от НСО к квази–ИСО, которая представляется
в виде конгруенции геодезических линий частиц, свободно падающих с нулевой начальной
скоростью относительно НСО. Конгруенция геодезических линий не является жесткой и
пространственная метрика содержит в явном виде лоренцевы сокращения. Поэтому возни-
кает естественный вопрос: "Почему при преобразованиях Меллера и при переходах между
двумя ИСО, отображаемых преобразованиями Лоренца, никаких лоренцевых сокращений
не происходит? "

Для ответа на этот вопрос, описан на языке механики сплошной среды переход между
произвольными жесткими ИСО и получены преобразования Лоренца общего вида.

Рассмотрена группа квази–ИСО в однородном поле.

НСО Меллера порождается неоднородным силовым полем, но оставляет жестким в
пространстве Минковского как каркас НСО, так и каркас ИСО. Равноускоренная НСО
порождается однородным силовым полем и имеет жесткий каркас, однако каркас квази–
ИСО деформируется с течением времени вдоль направления поля и его пространственно–
временная геометрия является римановой. Возникает вопрос о нахождении преобразова-
ний между различными квази–ИСО, движущимися одна относительно другой в заданном
силовом поле, эквивалентных преобразованию Лоренца для ИСО. Получены преобразова-
ния, сохраняющие метрику квази–ИСО форминвариантной, что означает равноправность
рассмотренных квази–ИСО. Получен закон движения для различных квази–ИСО, кото-
рый является аналогом преобразования Лоренца для ИСО и при равном нулю ускорении
совпадает с преобразованиями Лоренца.

Рассмотрены вопросы, связанные с измерениями физических величин в квази–ИСО и
НСО. Так как метрика квази–ИСО в однородном поле оказалась римановой, то приходит-
ся сталкиваться с определенными трудностями при интерпретации измерений каких–либо
физических величин, выражаемых через геометрические объекты. В пространстве Рима-
на отсутствует понятие радиуса–вектора, а временная координата не является временем,
как это имеет место в пространстве Минковского в галилеевых координатах. Галилеевы
координаты являются эталонными, через которые всегда можно выразить физические ве-
личины, заданные в произвольных пространственно–временных координатах. Такая воз-
можность обусловлена тождественным равенством нулю тензора Римана–Кристоффеля
в пространстве Минковского, что допускает сведение произвольной метрики к галиле-
евой во всей области пространства–времени. В римановом пространстве такой опорной
эталонной метрики не существует. Использование тетрадного формализма не снимает
всех трудностей при интерпретации измерений. Хотя тетрадные компоненты тензоров
и являются "физическими однако они суть функции пространственно–временных точек,
которые не имеют метрического смысла. Таким образом, возникает вопрос об отыска-
нии эталонных "затравочных"координат. Опираясь на "затравочные"координаты плоско-
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го пространства–времени, мы построили метрологию НСО в римановом пространстве–
времени, что позволило выяснить метрический смысл измеряемых физических величин.

В качестве примера рассмотрено равноускоренное движение космического корабля с
"комфортным"ускорением 0 = 10 /2. Собственное время космонавтов τ связано со време-
нем наблюдателей в ИСО T и временем квази–ИСО t соотношением

τ =
c

a0

√[
1− exp

(
2(1− (1 + β2)1/2)

)]
=

c

a0

sin(a0t/c),

которое сильно отличается от собственного времени

τm = (c/a0) ln (β + (1 + β2)1/2)

[7] при рассмотрении равноускоренного движения в пространстве Минковского для боль-
ших значений β = (0/). Релятивистский эффект сокращения собственного времени значи-
тельно более выражен, чем в СТО. Найденная формула более привлекательна, чем в СТО,
для дальних межзвездных путешествий. Например, при → ∞, τ = c/a0 = 347.22 суток.
Это означает, что за год жизни космонавта, движущегося равноускоренно с ускорением
свободного падения, по часам ИСО пройдет бесконечно большой промежуток времени. Из
приведенных формул следует, что при → ∞ в квази–ИСО проходит время t = πc/(2a).
Из законов движения следует, что двигаясь с ускорением 0 = 10 /2 за время (по часам
космонавта ) меньшее 348 суток можно попасть в любую удаленную точку Вселенной,
если последнюю, вопреки релятивистской космологии, отнести к пространству Минков-
ского. Близкие результаты были получены в [16], [17], используя (без ссылки) метрику,
полученную нами ранее [18].

Следует отметить, что хотя в пространстве Минковского за время t = c/(2a0) космо-
навт пролетает бесконечно большое расстояние, однако относительно квази–ИСО длина
пути l остается конечной и вычисляется по формуле

l =
∫ t

0

√(
−g11

∂x1

∂t

∂x1

∂t

)
dt =

c2

a0

(1− cos(a0t/c)).

При t = π/20 получаем l = c2/a0. Физический смысл конечности расстояния l относитель-
но квази–ИСО связан с представлением метрики, учитывающей лоренцево сокращение
квази–ИСО относительно НСО. Найденные нами эталонные координаты и время, совпа-
дающие с галилеевыми координатами и временем пространства Минковского, позволили
ввести в римановом пространстве преимущественную систему координат, построить в этой
системе поле тетрад и сформулировать правила преобразования геометрических объектов
от равноускоренной НСО к ИСО.

Рассмотрена также жесткая равномерно вращающееся система отсчета, реализуемая в
римановом пространстве–времени. Получена система дифференциальных уравнений для
компонент метрического тензора. Система уравнений решается численно. Решение при-
менимо для любого расстояния от центра.

Из рассмотренных в работе задач видно, что простейшие НСО можно реализовать
в римановом пространстве–времени, однако не исключена возможность, что и риманово
пространство–время, как и евклидово, может оказаться "тесным чтобы описать свойства
произвольных НСО.
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Дается одно из простейших обобщений риманова пространства, называемого простран-
ством метрической связности [50]. В этом пространстве выведены уравнения структуры,
которые являются более общими, чем в римановом.

Целью предлагаемой работы является как дальнейшее развитие нетрадиционного под-
хода к НСО, так и модернизация традиционного.

Для этого был развит неголономный математический аппарат перехода из ИСО к
НСО 1-го класса. Необходимость неголономных преобразований вызвана в общем слу-
чае несовпадением гиперповерхностей, ортогональных мировым линиям (т.е. "физиче-
ских"пространств наблюдателей), с гиперповерхностями одновременных относительно НСО
событий. Поэтому, несмотря на голономность закона движения сплошной среды, воз-
никли неголономные реперы, связывающие соседние мировые линии базиса в "физиче-
ском"пространстве. Отсюда возникновение отличного от нуля объекта неголономности.
Развитый аппарат, несмотря на внешнее различие, оказался по существу эквивалентным
теории хронометрических инвариантов Зельманова и монадному обобщению Владимиро-
ва.

Разработанный математический аппарат для систем 1-го и 2-го класса был использован
для построения электродинамики в НСО.

В работе приведены примеры расчета электромагнитных полей в равноускоренной
НСО. Сформулирован критерий отсутствия излучения движущимся зарядом или систе-
мой зарядов. Показано, что заряд, совершающий гиперболическое движение достаточно
долго не излучает электромагнитной энергии, что согласуется с точкой зрения М. Борна,
В. Паули и В. Гинзбурга. Найденное нами решение в римановом пространстве–времени
является аналогом решения М. Борна в пространстве Минковского. В отличие от реше-
ния Борна найденное нами решение не имеет "горизонта за которым образуется волновая
зона, поэтому излучение отсутствует во всей области пространства–времени ИСО.

В построенной автором [18] жесткой равномерно вращающейся системе отсчета, реа-
лизуемой в римановом пространстве–времени, для заряженных частиц, "вмороженных"во
вращающийся диск, также выполняется критерий отсутствия излучения.

Решена задача о распространении электромагнитных волн в равноускоренной НСО и
произведено преобразование полей из НСО в ИСО. На основании полученного решения
произведен расчет продольного эффекта Допплера и проведено сравнение результатов, по-
лучаемых при расчете этого же эффекта с помощью преобразования Меллера. Сравнение
приводит к отличным друг от друга результатам, и только эксперимент может установить
какой из этих подходов правомерен.

Нетрадиционный подход позволил рассматривать задачи, которые на первый взгляд не
имеют никакого отношения к НСО, но на самом деле оказались с ними тесно связанными.

Возникла новая область проблем, названная автором как "Геометрия пространства–
времени и классические поля связанных структур". Рассмотрим вкратце суть проблемы.

В классической электродинамике считается, что поле покоящегося в ИСО точечного
заряда является кулоновым вне зависимости от того является ли заряд свободным или
сумма сил, действующих на заряд, равна нулю. Например, поле от точечного заряда, под-
вешенного на нити между обкладками заряженного конденсатора, считается независящим
от напряжения на обкладках и принимается равным полю от свободного заряда, т.е. счита-
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ется сферически–симметричным. С другой стороны поле от этого же заряда, подвешенного
на нити между обкладками незаряженного конденсатора, но движущегося равноускорен-
но, так чтобы натяжения нитей в первом и втором случае были равны, для наблюдателя в
НСО будет аксиально–симметричным вне зависимости от того или иного метода перехода
в НСО. Итак, одинаковая физическая ситуация, в которой находятся заряды (одинако-
вые натяжения нити) приводит к полям с разной симметрией! Заряд "знает"о причине,
вызывающей натяжение. Налицо парадокс, который требует разрешения.

В предлагаемой работе найдено точное решение для поля заряда в равноускоренной
НСО, реализуемое в римановом пространстве–времени, что позволяет отыскивать гео-
метрии и поля от заряженных проводников произвольной формы. При этом оказалось,
что для тел, заряженных положительно, "релятивистские поправки"малы и справедлива
обычная электростатика в пространстве Минковского. Иная ситуация возникает для про-
водников, заряженных отрицательно или находящихся во внешнем электрическом поле.
Причина этого лежит в том, что заряды на поверхности проводников испытывают силы
отрицательного давления со стороны создаваемого ими поля. Силы со стороны решетки
препятствуют вылету электронов с поверхности металла. Для каждого из электронов на
поверхности проводника возникает ситуация аналогичная их "размещениям"в некоторых
равноускоренных НСО. Для каждого из электронов "ускорение"будет очевидно нормаль-
но поверхности и направлено внутрь проводника. Роль натяжения нити, вызывающей
"ускорение,"будет играть сила со стороны решетки. Величина "ускорения"a0 = eE/2m,
где E — напряженность поля в данной точке поверхности, e — заряд электрона, m — мас-
са электрона. Каждый из электронов поверхности находится в римановом пространстве–
времени, но пространственные трехмерные сечения при этом являются плоскими. Это
позволяет найти потенциал от системы зарядов вне проводника, интегрируя по поверх-
ности проводника в плоском пространстве. Тем самым позволяет найти выражение для
тензора электромагнитного поля. Уравнения электродинамики совместно с полученными
уравнениями структуры, связывающими кинематические характеристики континуума с
тензором кривизны, позволяют в принципе, не обращаясь к уравнениям Эйнштейна, на-
ходить геометрию пространства–времени, обусловленную электромагнитным полем свя-
занных зарядов.

Такая программа была реализована автором при решении "школьных"задач:

1. Поле заряженной бесконечной тонкой пластины.

2. Поле заряженного металлического шара.

3. Поле заряженной нити и бесконечного цилиндра конечного радиуса.

При этом оказалось, что поле заряженной пластины реализуется в римановом пространстве–
времени постоянной кривизны с метрикой подобной метрике полученной автором для рав-
ноускоренного движения.

Энергия электрического поля внутри бесконечно длинного цилиндра перпендикуляр-
ного плоскости оказалась равной энергии покоя N электронов, расположенных на заря-
женной поверхности площади S внутри цилиндра. В эту энергию не входит величина
заряда Q элемента площади.

Это остается в силе и для плоскости, заряженной положительно, В этом случае роль
массы (т.к. позитроны не являются устойчивыми) играет масса атома проводника, поте-
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рявшего один электрон.

Таким образом, собственная энергия зарядов на плоскости оказалась равной их энер-
гии покоя!

Найдено точное выражение для поля и геометрии пространства–времени вне заряжен-
ного металлического шара. Любопытно отметить, что если между полным зарядом на
шаре Q и массой этого заряда M существует соотношение Q2/M2 = k и пробными за-
рядами вне шара q с массами m имеется аналогичная зависимость (k — гравитационная
постоянная, а формулы приводятся в системе СГСЕ), то из нашего решения с большой сте-
пенью приближения вытекает известное точное решение Райснера–Нордстрема, характе-
ризующее электровакуумное статическое сферически–симметричное совместное решение
уравнений Эйнштейна и Максвелла для поля электрически заряженной точечной массы.

Если радиус заряженного шара устремить к нулю, то получим поле точечного заряда.
В работе найдено точное выражение для энергии поля точечного заряда W , которое рав-
няется W = 2Mc2 . Это выражение устраняет известную главную трудность классической
и квантовой электродинамики, приводящей к бесконечной собственной энергии точечного
заряда.

Таким образом наш подход делает классическую электродинамику внутренне–непротиворечивой
при переходе к любым достаточно малым расстояниям.

Аналогичная ситуация возникает и при рассмотрении поля заряженной нити. Энергия
поля отрицательно заряженной нити на единицу длины при плотной упаковке заряда
оказалась равной не бесконечности, как при классическом рассмотрении, а энергии покоя
N электронных масс, расположенных на единице длины нити.

В рассматриваемой работе предлагаются простейшие эксперименты , которые могли
бы подтвердить или опровергнуть данный метод. Например, емкость заряженного отри-
цательно металлического шара при подаче к нему напряжения (−50) должна возрасти на
0.8%, для шара заряженного положительно емкость практически не должна измениться.
Такой же предполагаемый эффект должен иметь место и для емкости плоского конден-
сатора.

На основе жесткой сферически–симметричной НСО, базисом которой является реля-
тивистски жесткое тело, где скорость звука равна скорости света, а ускорение (в тетра-
дах) соответствует ньютоновскому, найдена метрика пространства–времени, которая лишь
незначительно отличается от метрикиШварцшильда. Расчет известных эффектов ОТО по
найденной метрике близок к классическим. Отличие проявляется лишь в расчете смеще-
ния перицентра, который составляет 5/6 от шварцшильдовского. Изменение направления
луча света при прохождении вблизи центрального тела совпадает с щварцшильдовским.
При выводе метрики уравнения Эйнштейна не использовались.

Если в качестве сферически–симметричной НСО выбрать жесткое тело в классиче-
ском смысле этого слова, а закон всемирного тяготения Ньютона считать точным, то
пространство–время в такой модели окажется римановым с плоским пространственным
сечением. Последняя модель менее точно учитывает эффекты ОТО, давая для смещения
перигелия планет величину в 3 раза меньшую, а для отклонения света — величину в 2
раза меньшую, чем расчет по метрике Шварцшильда.

Отметим, что предлагаемая метрика не претендует на ревизию ОТО, а лишь уста-
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навливает более тесную связь между законами Ньютона, Гука, Эйнштейна и выведенны-
ми автором уравнениями структуры, которые связывают кинематические характеристи-
ки континуума такие, как тензор скоростей деформаций, тензор угловой скорости вра-
щения, и векторы первой кривизны мировых линий частиц среды с тензором кривизны
пространства–времени. При этом геометрия пространства–времени не требует в общем
виде связи с уравнениями Эйнштейна.

Хотя построенная теория релятивистской жесткой равноускоренной НСО и реализу-
ется в римановом пространстве постоянной кривизны, она не связана непосредственно
ОТО. Подход при построении НСО базировался на очевидном требовании отсутствия де-
формаций и напряжений в твердом теле при его поступательном движении в однородном
силовом поле.

Однако наличие кривизны пространства–времени стимулирует к поиску связи ( если
это возможно ) с уравнениями Эйнштейна. Метрика найденной НСО сравнивается с полу-
ченным автором точным решением системы уравнений Эйнштейна–Максвелла, где в ка-
честве источника в уравнениях Эйнштейна с "космологической постоянной"используется
тензор энергии–импульса электромагнитного поля. Роль "космологической постоянной"при
этом выполняет величина Λ = a0

2/(2c4), где a0 — ускорение, c — скорость света. Найден-
ное решение описывает НСО, представляющую собой невзаимодействующую пыль, на-
ходящуюся в равновесии в "параллельных"однородных электрическом и гравитационном
полях. Любопытно, что между массами m и зарядами e должна существовать зависи-
мость e2/m2 = 2k, согласно которой частицы, обладающие зарядом протона, должны
иметь массу порядка 10−6, что в 21/2 меньше, чем у стабильных элементарных черных
дыр "максимонов"[21].

Один из разделов посвящен вопросам метрологии в сферически–симметричном гра-
витационном поле, рассмотренной вкратце автором в [59]. Центральному сферически–
симметричному гравитационному полю в пустоте, определяемому из уравнений Эйнштей-
на, удалось сопоставить некоторое эквивалентное силовое поле в пространстве Минковско-
го и отобразить движение по геодезическим линиям частиц базиса Леметра в пространстве
Эйнштейна на движение этого базиса по мировым линиям в пространстве Минковского.
Найдено выражение для напряженности поля, в котором движется этот базис, и получе-
но выражение для энергии поля. Не выходя за рамки ОТО, найдена преимущественная
система координат, координаты и время которой совпали с координатами и временем в
пространстве Минковского. Оказалось, что радиальная координата Шварцшильда r экви-
валентна величине радиуса вектора в пространстве Минковского, а временная координата
Шварцшильда t не совпадает со временем пространства Минковского T . Отсюда нашел
объяснение известный парадокс ОТО, согласно которому "координатная"скорость частиц
базиса Леметра стремится к нулю при приближении к гравитационному радиусу, в то
время как сила, действующая на частицы при этом (с точки зрения ОТО) стремится к
бесконечности.

На основе найденных формул предсказан следующий эффект:

скорость света, испускаемого с поверхности земли перпендикулярно поверхности,
должна быть меньше скорости света, падающего из бесконечности перпендикулярно
поверхности на 11.2 км/сек.

Рассмотрено отображение на пространство Минковского известного решения Толмана,
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из которого в частности вытекает, что при плотности вещества близкой к критической,
Вселенная по часам "модели"имеет значительно больший "возраст чем по часам "ориги-
нала". Известно, что понятие "расстояния"в космологии не имеет однозначного смысла
и не имеется ни одного "расстояния которое можно было бы назвать "правильным"[49].
Предлагаемый в работе метод позволяет считать "правильными"евклидовы расстояния
для закрытой и открытой моделей. Исследования показали, что связь между ОТО, СТО
и законом всемирного тяготения Ньютона оказалось более тесной, чем обычно предпола-
гается.

Таким образом, настоящая работа является с одной стороны попыткой развития нетра-
диционного подхода к НСО, а с другой стороны на базе НСО возникла совершенно но-
вая область проблем, которая приводит к пересмотру некоторых положений классической
теории поля. В согласии с выше изложенным, даже простейшие электростатические поля
искривляют геометрию пространства–времени.

Предлагаемая работа является попыткой установления связей между геометрией пространства–
времени и классическими полями связанных структур.
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Глава 1

НСО C ЗАДАННОЙ СТРУКТУРОЙ

Изложение материала начнем с рассмотрения СО с нетрадиционных позиций, акцентируя
основное внимание на причине возникновения кривизны пространства-времени НСО.

1. Уравнения структуры НСО

Обычно при описании свойств произвольных деформируемых систем отсчета в виде
сплошной среды считается заданным либо поле 4-скоростей ( точка зрения Эйлера ), либо
закон движения сплошной среды, устанавливающий связь между переменными Эйлера и
Лагранжа. Пространство - время считается либо плоским - в случае СТО, либо римановым
- в случае общей теории относительности (ОТО ). Если гравитационным взаимодействием
между частицами можно пренебречь, а внешняя сила, действующая на тело, не является
гравитационной, то для описания движения тела применяется релятивистская механи-
ка СТО. Иными словами, принято считать, что любые внешние негравитационные поля
не искривляют пространства - времени НСО, оставляя ее пространственно - временную
геометрию плоской. Искривляются, быть может, только "пространственные сечения гео-
метрия которых в общем случае перестает быть евклидовой. Такая точка зрения является
наиболее распространенной в научной литературе по теории относительности и разделя-
ется большинством исследователей.

Несколько в стороне от стандартной трактовки стоят указанные во введении работы
В.И. Родичева и работа А.А. Власова [19]. В [19], рассматривая теорию роста кристалли-
ческих, плазменных и биологических структур с сохранением их подобия, автор пришел
к результату, что рост таких структур возможен в неевклидовом пространстве - времени.

Наш подход базируется на развитии и модернизации идей Родичева и Власова и состоит
в следующем:

Пусть в плоском пространстве - времени Минковского с сигнатурой (+−−−) покоит-
ся сплошная среда. В некоторый момент времени t = t0 включается силовое поле любой
природы (кроме гравитационного) и сплошная среда приходит в движение. Каковы будут
свойства пространства - времени после включения силового поля? Согласно ортодоксаль-
ной трактовке свойства пространства - времени останутся неизменными [48].

Наш ответ на этот вопрос будет не столь категоричен и зависит от местонахождения
наблюдателя. Если наблюдатель рассматривает движение среды из ИСО, то для него
свойства пространства - времени останутся неизменными. Для наблюдателя, связанного
с движущейся средой, т.е. находящегося в НСО, свойства пространства - времени могут в
общем случае изменяться . Мы допускаем, что включение силового поля для наблюдателя
в НСО может изменить свойство пространства - времени, превратив его в искривленное
в пределах мировой трубки.

Итак, для наблюдателя из НСО после включения силового поля сплошная среда будет
двигаться в некотором пространстве - времени, структуру которого мы хотим определить
по заданной структуре силового поля, а также по таким характеристикам континуума
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как тензор скоростей деформаций Σµν , тензор угловой скорости вращения , Ωµν векторам
первой кривизны мировых линий частиц среды Fµ .

Переходим к математической постановке задачи. Для движущейся сплошной среды в
четырехмерном пространстве - времени с сигнатурой (+−−−) справедливо разложение

∇µVν = Σµν + Ωµν + VµFν , (1.1)

где Vµ - поле 4 - скорости, удовлетворяющее условию нормировки

gµνV
µV ν = 1, (1.2)

gµν - метрический тензор в системе отсчета Эйлера,

Σµν = ∇(µVν) − V(µFν), (1.3)

Ωµν = ∇[µVν] − V[µFν], (1.4)

Fµ = V ν∇νVµ. (1.5)

Круглые скобки, окружающие индексы, служат знаком симметрирования, а квадрат-
ные - знаком альтернирования. Греческие индексы могут принимать значения от нуля до
трех, латинские от единицы до трех.

Разложение (1.1) можно трактовать с двух точек зрения :

1. Считать, что поле 4 - скорости Vµ известно, например, в результате интегрирования
релятивистского уравнения Эйлера или Навье - Стокса при заданной плоской метрике. В
этом случае характеристики континуума Σµν , Ωµν , Fµ могут быть получены по формулам
(1.3-1.5), а разложение (1.1) выступает как математическое тождество.

2. Считать заданными функциями Σµν , Ωµν , Fµ. В этом случае разложение (1.1) пре-
вращается в систему дифференциальных уравнений относительно Vν и gµν . Так как число
уравнений системы (1.1) и (1.2) превосходит число неизвестных функций, то то долж-
ны выполняться условия интегрируемости. Условием интегрируемости для компонент 4 -
скоростей будет соотношение

∂2Vν

∂xε∂xσ
=

∂2Vν

∂xσ∂xε
. (1.6)

Для нахождения связи между геометрическими и кинематическими характеристиками
континуума вычислим в явном виде выражение

2∇[ε∇σ]Vν = 2∂[ε∂σ]Vν +

(
∂Γµ

εν

∂xσ
− ∂Γµ

σν

∂xε
+ Γµ

σρΓ
ρ
εν − Γµ

ερΓ
ρ
σν

)
Vµ,

из которого следует c учетом (1.1-1.6), что

Rµ
εσ,νVµ = 2∇[εΣσ]ν + 2∇[εΩσ]ν + 2∇[ε(Vσ]Fν). (1.7)

Интегрирование системы (1.1), (1.7), где Rµ
εσ,ν - тензор кривизны, выражаемый через

метрический тензор обычным образом, дает решение задачи о геометрии пространства
- времени, в которой реализуется НСО с заданной структурой. Уравнения (1.7) назовем
уравнениями структуры НСО [18].
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2. Релятивистская жесткая равноускоренная НСО

В качестве НСО в классической механике Ньютона часто используются равноускорен-
ные системы отсчета. Рассмотрим такие системы с релятивистских позиций.

Описание жестких равноускоренных НСО в классической механике не вызывает ни-
каких затруднений. Поле скоростей va такой системы можно определить из уравнений в
декартовых координатах

∂va

∂xb

+
∂vb

∂xa

= 0

∂va

∂xb

− ∂vb

∂xa

= 0

dva

dt
=

∂va

∂t
+ vb

∂va

∂xb

= aa = const. (2.1)

Первое уравнение (2.1) означает равенство нулю тензора скоростей деформаций, т.е.
соответствует жесткому движению. Второе отражает отсутствие вращений, т.е. равенство
нулю тензора угловой скорости, а третье отражает постоянство ускорения. Решение (2.1)
имеет вид

va = aat + v0a, (2.2)

где v0a - начальная скорость. Если ускорение постоянно по направлению, а по величине
зависит от времени, то решение (2.1) получается в форме

va =
∫ t

0
aa(τ)d τ + v0a. (2.3)

Итак, классическая ньютонова механика допускает поступательное твердотельное дви-
жение с произвольным зависящим от времени ускорением. Если твердое тело поместить
в однородное переменное силовое поле, то в процессе его движения никаких деформаций
( а, следовательно, и напряжений) не возникает. Невзаимодействующие друг с другом
одинаковые частицы пыли, помещенные в такое поле, при равных начальных скоростях
движутся так же, как и твердое тело.

Чтобы обобщить классическую концепцию жесткого движения, Борн ввел определе-
ние, согласующееся со СТО и ОТО. Согласно этому определению, движение континуума
называется жестким (в смысле Борна), если для любой пары частиц тела ортогональный
интервал между соответствующими парами мировых линий частиц среды остается посто-
янным в течение движения. При этом, ортогональный интервал есть расстояние между
двумя мировыми линиями частиц, измеренное вдоль бесконечно малой гиперповерхно-
сти, ортогональной к обеим мировым линиям частиц. Разница между классическим и
релятивистским условиями жесткости состоит в выборе пространственных гиперповерх-
ностей, вдоль которых измеряются расстояния между мировыми линиями частиц тела.
При классическом рассмотрении в качестве гиперповерхностей выступают гиперплоско-
сти одновременных событий. Недостатком классического рассмотрения жесткости являет-
ся нековариантность этого условия относительно преобразований Лоренца, связывающего
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различные ИСО друг с другом. Очевидно, что гиперплоскости одновременности в одной
из ИСО не являются гиперплоскостями одновременности в другой. В то время как бор-
новское условие жесткости лишено этого недостатка. Ортогональность гиперповерхности
мировым линиям частиц в одной из ИСО автоматически выполняется и в любых других
ИСО. Отсюда понятно, что классически жесткое движение в общем случае не совпадает с
движением жестким в смысле Борна. Математически условие жесткости по Борну эквива-
лентно обращению в нуль релятивистского тензора скоростей деформаций Σµν . Поэтому
следовало ожидать, что при релятивистском рассмотрении, если положить Σµν = Ωµν = 0
и определить в согласии с [7] "релятивистское равноускоренное движение, как прямоли-
нейное движение, при котором остается постоянной величина ускорения F в собственной
( в каждый данный момент времени ) системе отсчета то то мы получим в результате
поле 4 - скорости Vµ релятивистской жесткой НСО в СТО.

Такая программа была реализована автором в работе [4]. В качестве собственной систе-
мы отсчета использовалась система тетрад удовлетворяющая переносу Ферми - Уолкера
[20], в базисе которого задавалось постоянное ускорение. При этом оказалось, что такое
движение не может быть реализовано в пространстве Минковского, т.к. полученная си-
стема уравнений оказалась несовместной.

Таким образом, в отличие от классической, в релятивистской механике континуума
не может быть такой ситуации, когда ускорение всех частиц в сопутствующей системе
постоянно и одинаково и конгруенция мировых линий частиц среды жесткая в смысле
Борна. Математически это означает , что если в правой части (1.7) положить Σµν = Ωµν =
0, а величину gµνF

µF ν = const, то левая часть не обратится в нуль. Следовательно, в
пространстве Минковского, где тензор кривизны тождественно равен нулю, не существует
жесткой глобально равноускоренной НСО.

Равноускоренная система Меллера может быть реализована по схеме [4], если считать,
что одна из лагранжевых частиц, находящаяся в начальный момент времени в начале эй-
леровой системы координат, движется с постоянным ускорением в сопутствующей тетраде,
а остальные лагранжевы частицы движутся таким образом, чтобы конгруенция мировых
линий всех частиц остается жесткой по Борну . Однако, как было отмечено во введении,
каждая из лагранжевых частиц движется хотя и с постоянным ускорением, но эти уско-
рения не равны друг другу. (Более подробно эти вопросы будут обсуждаться далее при
рассмотрении релятивистской теории упругости.)

Следовательно , пространство Минковского оказывается "тесным чтобы удовлетворить
одновременно критериям жесткости и равноускоренности.

В связи с этим обстоятельством возникает вопрос. Как будет двигаться совокупность
одинаковых невзаимодействующих друг с другом частиц, если их поместить в постоянное
однородное силовое поле, когда начальные скорости всех частиц равны нулю?

Для конкретности рассмотрим движение заряженной невзаимодействующей пыли в
постоянном однородном электрическом поле.

Такая задача решена в [6]. В отличие от системы Меллера, каждая из частиц движется
с постоянным в собственной системе отсчета ускорением [7] и их совокупность образует
базис релятивистской равноускоренной НСО [6]. Однако такая НСО не является реляти-
вистски жесткой. Факт возникновения зависящих от времени деформаций при движении
в однородном поле на наш взгляд очень трудно осмыслить, т.к. одинаковые для любых
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частиц базиса физические условия привели к движению частиц друг относительно друга.

Для нахождения метрики Логунова или метрики Меллера, рассмотренных выше, ис-
ходят из псевдоевклидова интервала, заданного в переменных Эйлера в виде

dS2 = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2, (2.4)

где x0 = ct , x1 , x2 , x3 - декартовы координаты, а закон движения сплошной среды дается
для метрик Логунова как:

x1(y1, t) = y1 + (c2/a0)[
√

1 + a0
2t2/c2 − 1],

x2 = y2, x3 = y3, x0 = y0 (2.5)

или

x1(y1, τ) = y1 + c2/a0[cosh(a0τ/c)− 1],

x2 = y2, x3 = y3, t = (c/a0) sinh(a0τ/c), (2.6)

где в (2.5) в качестве временного параметра используется время в ИСО , а в (2.6) τ -
собственное время. Подстановка (2.5) и (2.6) в (2.4) дает соответственно [6]

dS2 =
c2dt2

1 + a0
2t2/c2

− 2
a0tdtdy1

(1 + a0
2t2/c2)1/2

−(dy1)2 − (dy2)2 − (dy3)2, (2.7)

dS2 = c2(dτ)2 − 2 sinh(a0τ/c)cdτdy1 − (dy1)2 − (dy2)2 − (dy3)2, (2.8)

Если из метрик (2.7), (2.8) согласно работе [7] построить трехмерный метрический
тензор γkl = −gkl + g0kg0l/g00, то для квадратов "физического расстояния "получим соот-
ветственно

dl2 = (1 + a0
2t2/c2)(dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2, (2.9)

dl2 = cosh2(a0τ/c)(dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2. (2.10)

Из последних формул следует, что метрика Логунова, как и отмечалось, не является
жесткой.

Для преобразования Меллера закон движения имеет вид

x1(y1, T ) = y1 cosh(a0T/c) + c2/a0[cosh(a0T/c)− 1],

x2 = y2, x3 = y3, t = c/a0(1 + a0y
1/c2) sinh(a0T/c), y0 = cT, (2.11)

а метрика Меллера выражается элементом интервала

dS2 = (1 + a0y
1/c2)2c2(dT )2 − (dy1)2 − (dy2)2 − (dy3)2. (2.12)

Выражая в законах движения (2.5), (2.6), (2.11) лагранжевы координаты через эйле-
ровы, приходим от метрик Логунова и Меллера к псевдоевклидову интервалу (2.4).

22



Наш подход при построении релятивистской жесткой равноускоренной НСО базиру-
ется на требовании отсутствия деформаций в твердом теле при его поступательном дви-
жении в однородном поле. Подход объединяет свойства системы Логунова ( равноуско-
ренность ) и Меллера ( жесткость ), но при этом внутри мировой трубки пространство -
время перестает быть плоским. Математически задача сводится к решению системы (1.1)
при условиях, что

Σµν = Ωµν = 0, gµνV
µV ν = 1, gµνF

µF ν = −a0
2/c4 (2.13)

и системы (1.7) с учетом (1.3) и (1.4) при условии, что ускорение 0 и скорость света c
постоянны. Cистема (1.1) в переменных Эйлера сводится к виду

∇µVν = VµFν (2.14)

Ee решение проще искать в лагранжевой сопутствующей системе отсчета, в которой

Vk = V k = 0, V 0 = g00
−1/2, V0 = g00

1/2. (2.15)

Пусть для определенности среда движется вдоль эйлеровой координаты x1. Тогда мет-
рику НСО в координатах Лагранжа будем искать в виде

dS2 = D(X1)(dX0)2 − A(X1)(dX1)2 − (dX2)2 − (dX3)2. (2.16)

Независимость коэффициента A(X1) метрики от временной координаты эквивалентно ра-
венству нулю тензора скоростей деформаций, а отсутствие в метрике компонент g0k экви-
валентно отсутствию вращений [24]. Решение системы (2.14) приводит к соотношению

A(X1) =
c4

4a2
0D

2

(
dD

dX1

)2

. (2.17)

Подстановка (2.17) в уравнения структуры (1.7) обращает их в тождества. Если сде-
лать преобразование лагранжевых координат X i в другие лагранжевы координаты yi по
формулам

dy1 = A1/2dX1, X0 = y0, X2 = y2, X3 = y3,

то находим для метрики равноускоренной НСО выражение

dS2 = exp
(

2a0y
1

c2

)
(dy0)2 − (dy1)2 − (dy2)2 − (dy3)2. (2.18)

где ускорение a0 направлено вдоль оси y1 [18]. В равноускоренности НСО (2.18) можно
убедиться непосредственно

F 1 =
DV 1

dS
=

dV 1

dS
+ Γ1

00

(
V 0

)2

=
1

g00

Γ1
00 = − g11

2g00

∂g00

∂y1
=

a0

c2
. (2.19)

Остальные компоненты 4-ускорения равны нулю. Найдем геометрию пространства-времени
НСО, воспользуясь известной формулой для тензора кривизны [7]

Rαβ,γδ =
1

2

(
∂2gαδ

∂yβ∂yγ
+

∂2gβγ

∂yα∂yδ
− ∂2gαγ

∂yβ∂yδ
− ∂2gβδ

∂yα∂yγ

)
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+gµν

(
Γµ

βγΓ
ν
αδ − Γµ

βδΓ
ν
αγ

)
= gασR

σ
.β,γδ , (2.20)

где символы Кристоффеля Γµ
αβ вычисляются по формулам

Γµ,αβ =
1

2

(
∂gµα

∂yβ
+

∂gµβ

∂yα
− ∂gαβ

∂yµ

)
, (2.21)

Γµ
.αβ =

1

2
gµγ

(
∂gγα

∂yβ
+

∂gγβ

∂yα
− ∂gαβ

∂yγ

)
, (2.22)

Одна независимая компонента тензора кривизны, вычисленная по метрике (2.18), име-
ет вид

R10,10 = −1

2

[
∂2g00

∂y12 −
1

2g00

(
∂g00

∂y1

)2]
= −a0

2

c4
exp

(
2a0y

1

c2

)
. (2.23)

Для компонент тензора Риччи Rβγ = gαγRαβ,γδ имеем

R00 = −R10,10, R11 = −a0
2

c4
, R10 = 0. (2.24)

Для скалярной кривизны получаем

R = 2
a0

2

c4
. (2.25)

Таким образом, релятивистскую жесткую равноускоренную НСО можно реализовать
в пространстве постоянной кривизны.

Eсли вместо метрики (2.18) в правую часть (2.23) подставить g00 = (1+a0y
1/c2)2, соот-

ветствующую метрике Меллера, то R10,10 = 0, что и следовало ожидать, так как метрика
Меллера, выражаемая интервалом (2.12), получена из псевдоевклидова интервала (2.4)
путем преобразования координат (закона движения в переменных Лагранжа) (2.11). В
нашем случае совместное требование жесткости и равноускоренности не обратило в нуль
правой части уравнений структуры (1.7), что и привело к возникновению отличного от
нуля тензора Римана-Кристоффеля. Приведенные здесь формулы (2.18), (2.23) получены
автором в работе [18] и повторены в [16, 17].

Так как выведенные в этом параграфе соотношения (2.18 - 2.25) являются ключевыми
для дальнейшего понимания, то обсудим их более подробно с позиций "здравого"смысла.
Рассмотрим в качестве примера космический корабль, двигатели которого развивают по-
стоянную тягу. Массу корабля в собственной системе для простоты считаем неизменной.
Ясно, что при работающих двигателях корпус корабля деформируется, но эти деформа-
ции при постоянной реактивной силе не будут зависеть от времени, что математически
эквивалентно равенству нулю тензора скоростей деформаций. Можно считать эксперимен-
тально доказанным фактом, что при постоянной тяге космический корабль не рассыпается
( т.е. движется как жесткое в смысле Борна тело). Пусть вдоль корабля от носа к кор-
ме закреплен набор одинаковых акселерометров. Зададимся вопросом о показаниях этих
приборов. Ясно, что с позиций "здравого"смысла показания акселерометров при рассмот-
ренных условиях должны совпадать! Таким образом, "здравый"смысл с необходимостью
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приводит к тому, что геометрия пространства-времени внутри корабля - риманова и имеет
интервал (2.18)!

Релятивист - ортодокс, связывающий переход в равноускоренную НСО с преобразова-
нием Меллера, должен увидеть, что показания акселерометров должны уменьшаться от
кормы корабля к носу по закону

a(y) =
a0

1 + a0y
c2

,

где a0 ускорение кормы космического корабля, а y - координата вдоль корабля с нача-
лом координат на корме. Элемент интервала при этом должен выражаться соотношением
(2.12).

Ясно, что с позиций "здравого"смысла разность ускорений в разных точках твердого
тела, движущегося поступательно, кажется странной, но только эксперимент должен ре-
шить какая же из точек зрения имеет право на существование. Ссылки на "здравый"смысл
в научных исследованиях не всегда оправданы, так как нет определения какой смысл счи-
тать "здравым".

3. Переход от НСО к КВАЗИ-ИСО

Метрика (2.18) равноускоренной НСО в лагранжевых сопутствующих координатах ре-
ализуется в пространстве - времени постоянной кривизны. Встает вопрос, каков должен
быть элемент интервала (2.18) в переменных Эйлера xµ, и каков должен быть закон дви-
жения сплошной среды в переменных Лагранжа

xµ = xµ(yν), (3.1)

чтобы индуцировать метрику (2.18)? Для нашего случая (2.18) переход к переменным Эй-
лера не может привести к псевдоевклидову интервалу, поскольку тензор Римана - Кри-
стоффеля отличен от нуля.

Эйлеровы координаты (2.4) можно связать с некоторым жестким телом, линии вре-
мени которого совпадают с мировыми линиями частиц этого тела. Эти мировые линии
параллельны и их векторы первой кривизны ( 4 -ускорения ) равны нулю. Равенство ну-
лю поля векторов первой кривизны является инвариантным фактором. Таким образом,
рассматриваемая эйлерова ИСО относительно любой НСО имеет поле нулевых векторов
первой кривизны, т.е. конгруенция мировых линий ИСО относительно любой НСО явля-
ется геодезической.

Так как вопрос о переходе от ИСО к НСО и обратно является у нас одним из цен-
тральных , то обсудим его более подробно.

Пусть в пространстве Минковского покоятся два сорта частиц и пусть частицы одного
сорта и разных сортов не взаимодействуют друг с другом. При этом, в каждой физической
точке пространства находятся по одной частице разного сорта . Пусть в момент времени
t = t0 включается силовое поле, которое действует только на частицы второй группы и
не взаимодействует с частицами первой. Под действием силового поля приходят в движе-
ние частицы второй группы и их мировые линии искривляются, в то время как частицы
первой группы не приобретают ускорения и их мировые линии остаются геодезически-
ми. В качестве наглядного примера с частицами первой группы свяжем систему тонких
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жестких параллельных стержней, покоящихся в пространстве Минковского , а с части-
цами второй группы систему полых труб, надетых на стержни и могущих перемещаться
по стержням без трения. При этом с внешним полем взаимодействуют только трубы. До
включения силового поля мировые линии труб и стержней совпадали и являлись базисом
ИСО в пространстве Минковского . После включения силового поля мировые линии обеих
групп частиц уже не будут совпадать . Наиболее распространенный способ перехода от
ИСО к НСО, восходящий к работам Эйнштейна, связывается с преобразованием коорди-
нат нелинейным образом содержащим время. При этом неявно используется следующий
постулат:

Включение силового поля оставляет пространство - время плоским.

Мы, в духе идей ОТО, сомневаемся, что этот постулат носит универсальный харак-
тер и допускаем, что включение силового поля может изменить структуру пространства -
времени. При этом пространство - время будет искривленным только для наблюдателей в
НСО, которые испытывают действие сил поля и сил инерции. Наблюдатели, описывающие
движение среды, находясь В ИСО, не подвержены действию сил поля и сил инерции, и
для них пространство - время остается плоским. Хотя частицы первой группы ( стержни
) не приобретают ускорения под действием силового поля , образуя базис ИСО, однако
косвенное влияние они испытывают. Мировые линии этих частиц для наблюдателей в
ИСО совпадают с параллельными линиями времени пространства Минковского. Эти же
мировые линии с точки зрения наблюдателей из НСО вовсе не обязаны быть параллель-
ными друг другу. Выясним, как изменяется геометрия ИСО для наблюдателей из НСО
после включения силового поля, если геометрия НСО задается интервалом (2.18) . Иными
словами, мы хотим найти преобразование от равноускоренной НСО к ИСО. Так как на
стержни силовое поле не действует то каждая из частиц имеет равное нулю 4 - ускорение
относительно любой системы отсчета, т.е. движется по геодезической. По отношению к
базису НСО (2.18) имеем для каждой из частиц ИСО уравнения движения

d2yµ

dS2
+ Γµ

νσ

dyσ

dS

dyν

dS
= 0, (3.2)

где символы Кристоффеля Γµ
νσ вычисляются по метрике (2.18) обычным способом. Считая,

что частицы базиса ИСО относительно НСО движутся вдоль оси y1, получим

− d

dS

(
dy1

dS

)
=

1

2

∂g00

∂y1

(
dy0

dS

)2

. (3.3)

Кроме того из (2.18) имеем интеграл движения

1 +
(

dy1

dS

)2

= g00

(
dy0

dS

)2

. (3.4)

Система уравнений (3.3) , (3.4) имеет решение

dy1

dS
= − tan(a0S/c2), y1 = x1 +

c2

a0

ln | cos(a0S/c2) | . (3.5)

dy0

dS
=

exp(−a0x
1/c2)

cos2(a0S/c2)
, y0 =

c2

a0

tan(a0S/c2) exp(−a0x
1/c2). (3.6)

26



При выводе учли, что при S = 0, dy/dS = 0, а лагранжевы координаты y1 каждой из
частиц базиса НСО в начальный момент совпадают с эйлеровыми x1, которые при инте-
грировании системы выступали как постоянные интегрирования. Величина S/c = x0/c = t
выступает в качестве координатного времени ИСО, рассмотренной в римановом простран-
стве - времени. ИСО в пространстве Минковского имеет, как будет показано ниже, другое
координатное время.

Подстановка (3.5) и (3.6) в (2.18) при условии, что y2 = x2, y3 = x3 дает для элемента
интервала ИСО

dS2 = c2dt2 − cos2(a0t/c)(dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2. (3.7)

Итак, найденная ИСО совпадает с синхронной системой отсчета, в которой линии вре-
мени совпадают с геодезическими линиями частиц первой группы. Следуя терминологии
[12-14], назовем синхронную нежесткую ИСО, геодезические которой не параллельны, как
квази - ИСО, оставляя за жесткой ИСО в пространстве Минковского ее прежнее название
. Разрешив систему алгебраических уравнений (3.5), (3.6) относительно x1, x0, получим
закон движения сплошной среды в переменных Лагранжа равноускоренной НСО относи-
тельно квази - ИСО, что дает

x1 = y1 − c2

2a0

ln
∣∣∣∣1−

a0
2y02

c4
exp(2a0y

1/c2)
∣∣∣∣,

x0 =
c2

a0

arcsin
(

a0y
0

c2
exp(a0y

1/c2)
)
. (3.8)

Подстановка (3.8) в (3.7) снова приводит к интервалу (2.18).

Закон движения (3.8) можно представить в другой форме, принятой в нерелятивист-
ской механике сплошных сред

x1 = y1 − c2

a0

ln | cos(a0t/c) |, t = t. (3.9)

Дифференцирование (3.9) по t дает скорость v1 каждой из лагранжевых частиц

v1 = c tan(a0t/c), v =
√

(−g11v1v1) = c sin(a0t/c). (3.10)

Величина этой скорости v не превосходит скорости света и достигает ее за конечный про-
межуток времени t1 = c/(2a0). Отличные от нуля символы Кристоффеля по метрике (3.7)
имеют вид

Γ0
11 =

1

2c

∂

∂t
cos2(a0t/c), Γ1

01 =
1

2c

∂

∂t
ln cos2(a0t/c). (3.11)

4 - скорости частиц V µ могут быть вычислены с помощью закона движения (3.8) по
формуле

V µ = Θ
∂xµ

∂y0
, (3.12)

где скалярный множитель Θ определяется из условия нормировки 4-скорости. Поле 4 -
скорости в переменных Эйлера сведется к виду

V1 = − sin(a0t/c), V 0 = V0 =
1

cos(a0t/c)
, Θ = exp(−a0y

1/c2). (3.13)

27



C помощью формул (3.13) и метрики (3.7) можно убедиться, что тензор скоростей де-
формаций Σµν (1.3) и тензор угловой скорости вращения Ωµν (1.4) обращаются в нуль, а
величина 4 - ускорения gµνF

µF ν = −a2
0/c

4 (1.5) постоянна.

Итак, метрика (3.7) описывает квази - ИСО в римановом пространстве - времени, а
поле 4 - скоростей (3.13) описывает движение равноускоренной НСО в переменных Эйлера
относительно этой квази - ИСО. Из формул (3.7) и (3.10) следует, что выражение для
элемента интервала можно представить в форме

dS2 = c2dt2 − (1− v2/c2)(dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2. (3.14)

содержащей в явном виде лоренцево сокращение длины квази - ИСО по отношению к на-
блюдателю из НСО. Если решать систему уравнений (3.4), (3.5), используя метрику Мел-
лера (2.12), а затем перейти в ИСО в согласии с развиваемой здесь схемой, то приходим
к интервалу (2.4), не содержащему никаких лоренцевых сокращений. Поэтому возникает
естественный вопрос: "Почему при преобразованиях Меллера и при переходах между дву-
мя ИСО, отображаемых преобразованиями Лоренца, никаких лоренцевых сокращений в
отличие от (3.14) не происходит?"Для ответа на этот вопрос опишем на языке механики
сплошной среды переход между произвольными жесткими ИСО.

4. Переход между жесткими ИСО

Как принято считать, переход от одной жесткой ИСО к другой , движущейся относи-
тельно первой равномерно и прямолинейно, осуществляется с помощью преобразований
Лоренца. При рассмотрении перехода от НСО к квази - ИСО и обратно мы считали для
простоты, что в начальный момент обе системы были неподвижны одна относительно дру-
гой. Для двух различных ИСО это утверждение лишено содержания, так как относитель-
ный покой в начальный момент будет покоем в любой момент времени. Математически,
движущаяся жесткая ИСО относительно неподвижной задается (1.1) при Σµν = 0, Ωµν = 0
, Fµ = 0. Решение имеет вид V µ = (const)µ, а в переменных Лагранжа получаем закон
движения в виде

xµ = V µS + ỹµ, (4.1)

где ỹµ - постоянные, нумерующие точки сплошной среды, переменные Лагранжа , S =
τ , τ - собственное время. Если выбрать вектор ỹµ, в начальной гиперплоскости S = 0
ортогональной Vµ, то Vµỹ

µ = 0 и из (4.1) получим

xk = V kS + ỹk, x0 = V 0S + Vkỹ
k/V0. (4.2)

Подстановка (4.2) в (2.4) с переходом к 3 - скорости vk приводит к выражению

dS2 = (dy0)2 − (δkl − vkvl/c
2)dỹkdỹl. (4.3)

Если в исходной ИСО выбрать ось x1 в направлении скорости движущейся системы, то
убеждаемся, что в (4.3) , как и в (3.14), присутствуют в явном виде лоренцево сокраще-
ние вдоль направления движения. Если от лагранжевых координат ỹk перейти к другим
лагранжевым координатам yk с помощью формул ỹ1 = V 0y1 , ỹ2 = y2, ỹ3 = y3 , то вме-
сто закона движения (4.2) получим преобразования Лоренца, а интервал (4.3) сводится к
галилееву виду (2.4).
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Итак, в случае ИСО интервал сводится к галилееву виду простым переобозначением
номеров лагранжевых частиц, учитывающий лоренцево сокращение с помощью постоян-
ного множителя V0 = 1/(1−v2/2)1/2. Для (3.14) этого очевидно сделать в принципе нельзя,
т.к. метрика (3.14) - риманова. Из формул (4.2) и из факта, что лоренцевы сокращения
длин происходят вдоль направлений параллельных скорости ~v движущейся ИСО, можно
получить преобразования Лоренца общего вида, когда ~v не совпадает с координатными
осями исходной ИСО. Для этого воспользуемся очевидными тождествами

ỹk = ỹk
‖ + ỹk

⊥, ỹk
‖ = ỹpvkvp/v2, ỹk

⊥ = ỹp(δkp − vkvp/v2), (4.4)

где ỹk
‖ - вектор параллельный скорости ~v, а ỹk

⊥ -вектор перпендикулярный ~v. По аналогии с
проделанным выше , переходим к другим лагранжевым координатам yk с помощью замены
: ỹk

‖ = V 0yk
‖ , ỹk

⊥ = yk
⊥. В результате приходим к соотношению

ỹk = yk − yp vkvp

v2
+ yp vkvp

v2
V 0. (4.5)

Из (4.5) и (4.2) имеем соотношения

~r = ~R +
~vτ√

1− v2/c2
+

(
1√

1− v2/c2
− 1

)
~v(~v·~R)

v2
,

t =
τ + (~v·~R)/c2

√
1− v2/c2

, (4.6)

совпадающие с формулами Лоренца общего вида [1], [3], а интервал (4.3) преобразуется к
галилееву виду. Таким образом, при переходах между двумя ИСО преобразования (4.6)
и (4.2) физически эквивалентны, т.к. связаны одно с другим простой заменой номеров у
лагранжевых координат. В (3.14) такой прием не проходит, т.к. скорость v явно зависит от
времени. В отличие от переходов между двумя ИСО в пространстве Минковского, нечув-
ствительность к лоренцеву сокращению преобразования Меллера связана с неоднородно-
стью ускорений частиц базиса. Совокупность двух факторов: лоренцева сокращения ИСО
с точки зрения наблюдателя из НСО и удлинения расстояния между мировыми линия-
ми НСО в плоскости одновременных событий ИСО (на гиперповерхности ортогональной
мировым линиям в НСО эти расстояния сохраняются) приводит их к взаимной компен-
сации. Хотя переход от НСО Меллера к ИСО и связан с преобразованием координат в
пространстве Минковского нелинейным образом содержащим время, однако эта система
не является глобально равноускоренной. Поэтому вывод работы [16], "что среди жестких
систем отсчета с одним измерением в плоском пространстве - времени допустимы толь-
ко равноускоренные и инерциальные системы отсчета"с нашей точки зрения справедлив
лишь для инерциальных.

5. Группа КВАЗИ-ИСО в однородном поле

НСО Меллера порождается неоднородным силовым полем, но оставляет жестким в
пространстве Минковского как каркас НСО, так и каркас ИСО. НСО (2.18) порождается
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однородным силовым полем и имеет жесткий каркас, однако каркас квази - ИСО дефор-
мируется с течением времени вдоль направления поля и его пространственно - временная
геометрия является римановой. Возникает вопрос о нахождении преобразований между
различными квази - ИСО, движущимися одна относительно другой в заданном силовом
поле, эквивалентных преобразованию Лоренца для ИСО.

Чтобы найти закон движения одной квази - ИСО относительно другой, будем по-
прежнему исходить из системы (3.3) (3.4), считая, однако, что при S = 0 величины
начальных скоростей базиса квази - ИСО одинаковы и отличны от нуля. Под трехмер-
ной скоростью vk частиц базиса квази - ИСО относительно НСО, как и в стационарном
гравитационном поле [7], будем понимать трехмерный вектор, определяемый равенством

vk =
cdyk

(g00)1/2(dy0 + (g0k/g00)dyk)
, (5.1)

вытекающим из измерения скорости по собственному времени НСО, определенному по
часам, которые синхронизованы вдоль траекторий частиц базиса квази - ИСО.

Вектор скорости для метрики (2.18) приводится к виду

v1 = c exp(−a0y
1

c2
)
dy1

dy0
, v =

√
γ11v1v1. (5.2)

Интегрирование системы (3.3), (3.4) дает

dy1

dS
= − tan(a0S/c2 + 1), y1 =

c2

a0

[
ln | cos(a0S/c2 + 1) | +c2

]
. (5.3)

dy0

dS
=

exp(−c2)

cos2(a0S/c2 + c1)
,

y0 =
c2

a0

[
tan(a0S/c2 + c1) + c3

]
exp(−c2),

y2 = z2, y3 = z3, s = z0, (5.4)

где постоянные интегрирования c1, c2, c3 определим из начальных условий.

Из (5.2) - (5.4) следует, что

v1 = −c sin(a0S/c2 + c1). (5.5)

Пусть при S = 0, v1/c = −β = const. Откуда находим

sin c1 = β. (5.6)

Пусть далее при S = 0 лагранжевы координаты y1 базиса НСО связаны с эйлеровыми
координатами z1 базиса квази - ИСО по закону

y1(0) = f(z1, β), c2 =
af

c2
− ln | cos c1|. (5.7)
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Откуда

y1 =
c2

a0

ln
∣∣∣∣
cos(a0S/c2 + 1)

cos c1

∣∣∣∣ + f(z1, β). (5.8)

Для нахождения функции f(z1, β) (при интегрировании системы (3.3) и (3.4) эта функция
выступает как постоянная интегрирования) и c3 используем известный факт, что метрику
произвольной квази - ИСО можно свести к синхронной, так что:

g̃00(z
α) =

∂yµ

∂z0

∂yν

∂z0
gµν = g00

(
∂y0

∂z0

)2

−
(

∂y1

∂z0

)2

= 1,

g̃01(z
α) =

∂y0

∂z0

∂y0

∂z1
g00 − ∂y1

∂z0

∂y1

∂z1
= 0,

g̃11(z
α) = g00

(
∂y0

∂z1

)2

−
(

∂y1

∂z1

)2

= −
(

∂f

∂z1

)2

cos2(a0z
0/c2 + c1). (5.9)

Из равенства g̃01 = 0 вытекает соотношение
2

a0

∂c3

∂z1
= c3

∂f

∂z1
, (5.10)

интегрирование которого дает

c3 = exp
(

a0f

c2

)
ψ(β), (5.11)

где ψ(β) произвольная функция. Функции f(z1, β) и ψ(β) можно найти из принципа соот-
ветствия , т.е. из требования, что при равном нулю ускорении a0 метрики (3.7) и искомая
были связаны преобразованием Лоренца. В результате находим

ψ(β) = − tan c1, f(z1, β) =
z1

cos c1

. (5.12)

Закон движения базиса квази - ИСО относительно НСО имеет вид

y1 =
c2

a0

ln
∣∣∣∣
cos(a0z

0/c2 + c1)

cos c1

∣∣∣∣ +
z1

cos c1

,

y0 =
c2

a0

cos c1 exp
(
− a0z

1

c2 cos c1

)

[
tan (a0z

0/c2 + c1)− tan c1 exp
(

a0z
1

c2 cos c1

)]
,

sin c1 = v0/c = β. (5.13)

Если в (5.13) перейти к пределу a0 → 0, то получим выражение, совпадающее с преоб-
разованием Лоренца.

y1 =
z1 − βz0

√
1− β2

, y0 =
z0 − βz1

√
1− β2

. (5.14)

При c1 = 0, zα = xα получим (3.5), (3.6). Используя закон движения (5.13) и метрику
(2.18), находим для элемента интервала выражение

dS2 = (dz0)2 − cos2(a0z
0/c2 + c1)

cos2 c1

(dz1)2 − (dz2)2 − (dz3)2. (5.15)
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Закон движения одной квази - ИСО относительно другой можно найти , если исклю-
чить из (5.13), (3.5) и (3.6) y1 и y0. В результате получим

x0 =
c2

a0

arcsin[sin z̃0 − tan c1 cos z̃0 exp(z̃1)],

x1 =
c2

a0

[
z̃1 − ln | cos c1U |

]

U =
√

1 + 2 tan z̃0 tan c1 exp(z̃1)− tan2 c1 exp(2z̃1),

z̃0 = a0z
0/c2 + c1, z̃1 =

a0z
1

c2 cos c1

, x2 = z2, x3 = z3. (5.16)

Формулы (5.16) отображают переход между двумя квази - ИСО, одна из которых
в начальный момент покоилось относительно НСО, а другая имела отличную от нуля
начальную скорость. Переход к пределу при a0 → 0 снова приводит к преобразованию
Лоренца.

x1 =
z1 − βz0

√
1− β2

, x0 =
z0 − βz1

√
1− β2

. (5.17)

Если в законе движения (5.16) ввести преобразование координат вида

z0 + c1c
2/a0 = u0, z1/ cos c1 = u1, z2 = u2, z3 = u3, (5.18)

тогда метрика (5.15) примет вид

dS2 = (du0)2 − cos2(a0u
0/c2)(du1)2 − (du2)2 − (du3)2. (5.19)

Заменив в законе движения (5.16) безразмерные координаты z̃0 и z̃1 и выразив через
u0 и u1 в виде z̃0 = a0u

0/c2, z̃1 = a0u
1/c2, получаем преобразования, сохраняющие метрику

(3.7) форминвариантной, в чем можно убедиться, сравнив (3.7) и (5.19).

Поэтому можно сформулировать обобщенный принцип относительности для квази -
ИСО, аналогичный принципу относительности для равноускоренных систем, сформули-
рованному Логуновым [6]:

Для любой квази - ИСО в однородном силовом поле найдется набор других квази -
ИСО, в которых метрики форминвариантны. Вследствие чего все физические уравне-
ния в этих квази - ИСО имеют один и тот же вид, а потому никакими физическими
опытами нельзя установить в какой из таких квази - ИСО мы находимся.

Это означает равноправность рассмотренных квази - ИСО.

Закон движения двух различных квази - ИСО, оставляющих метрики форминвари-
антными, может быть представлен в виде

x0 =
c2

a0

arcsin

[
sin

(
u0a0

c2

)
− tan c1 cos

(
u0a0

c2

)
exp

(
a0u

1

c2

)]
,

x1 = u1 − c2

a0

ln | cos c1P |,

P =

√
1 + 2 tan

(
u0a0

c2

)
tan c1 exp

(
a0u1

c2

)
− tan2 c1 exp

(
2a0u1

c2

)
. (5.20)
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Закон движения (5.20) для различных квази - ИСО - аналог преобразования Лоренца
для ИСО.

6. Эталонные координаты в квази - ИСО

Так как метрика квази - ИСО в однородном поле оказалась римановой, то приходится
сталкиваться с определенными трудностями при интерпретации измерений каких - либо
физических величин, выражаемых через геометрические объекты. В пространстве Рима-
на отсутствует понятие радиуса - вектора, а временная координата не является временем,
как это имеет место в пространстве Минковского в галилеевых координатах. Галилеевы
координаты являются эталонными, через которые всегда можно выразить физические ве-
личины, заданные в произвольных пространственно - временных координатах. Такая воз-
можность обусловлена тождественным равенством нулю тензора Римана - Кристоффеля в
пространстве Минковского, что допускает сведение произвольной метрики к галилеевой во
всей области пространства - времени. В римановом пространстве такой опорной эталонной
метрики не существует. Использование тетрадного формализма не снимает всех трудно-
стей при интерпретации измерений. Хотя тетрадные компоненты тензоров и являются
"физическими однако они суть функции пространственно - временных точек, которые не
имеют метрического смысла.

Рассматривая метрику квази - ИСО (3.7), можно убедиться, что при a0 = 0 она перехо-
дит в метрику пространства Минковского , заданную в галилеевых координатах. Однако
отсюда не следует, что xk и t эталонные координаты и время заданной квази - ИСО.
Оставаясь в рамках квази - ИСО, можно и при том бесчисленным способом так "перену-
меровать"пространственно - временные координаты t = f(zk, T ) , xK = φ(zr) ( в согласии
с А.Л.Зельмановым [24] указанные преобразования не выводят за рамки квази - ИСО ),
что новая метрика также будет совпадать с галилеевой при 0 = 0.

Таким образом, возникает вопрос об отыскании эталонных "затравочных"координат
для метрики (3.7). В разделе 3 для установления соответствия между НСО и квази - ИСО
мы рассмотрели две группы частиц : одна из которых ( первая ) не подвержена действию
силового поля ( система параллельных жестких стержней ). С этой системой мы связали
галилееву систему координат в пространстве Минковского. Другая группа частиц, подвер-
женная действию силового поля, которую мы связали с системой полых труб, скользящим
по стержням с постоянным ускорением. При этом оказалось, что метрика для наблюдате-
лей в НСО риманова. Рассматривая с позиций наблюдателей из НСО движение стержней
относительно труб как конгруенцию геодезических, мы установили, что геометрия такой
квази - ИСО также риманова. С ортодоксальной точки зрения законы движения (3.5),
(3.6) можно трактовать как переход из НСО в квази - ИСО, а (3.8) как переход из квази -
ИСО в НСО. Из развитой нами схемы эти слова означают фактически, что наблюдатель,
оставаясь в НСО, проводит свои измерения в координатах квази - ИСО (3.7). Геометриче-
ские объекты, заданные в аффинных реперах НСО, выражаются через аффинные реперы
квази - ИСО при помощи законов движения (3.5), (3.6).

Для выяснения метрического смысла координат (3.7) нужно установить соответствие
между ИСО (2.4) и квази - ИСО (3.7).

Отвлекаясь от метрических свойств, рассмотрим элементарное многообразие [25]. Как
известно, в элементарном многообразии можно ввести координатную сетку, нумерующую
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элементы многообразия, задавать тензоры, кривые, поверхности. Но отсутствие связно-
сти не позволяет сравнивать геометрические объекты в различных точках, а отсутствие
метрики не позволяет определять длину дуги кривой. Для превращения многообразия
в пространство нужно задать или объект связности ( тогда многообразие превращает-
ся в пространство аффинной связности ), или метрический тензор ( тогда многообразие
превращается в риманово пространство ), или независимо и то, и другое. Число различ-
ных пространств, которые могут быть построены на данном многообразии, произвольно.
Однако нас интересует случай, когда многообразие содержит два пространства: простран-
ство Минковского, базисом которого являются частицы первой группы ( стержни ) с мет-
рикой (2.4) и пространство Римана, базисом которого являются эти же самые частицы
(стержни ), которые рассматриваются движущиеся по геодезическим относительно НСО,
а метрика задается соотношением (3.7). Присвоим частицам первой группы одинаковые с
точки зрения обеих пространств номера, что математически эквивалентно введению об-
щей трехмерной пространственной координации в пространстве Минковского и Римана.
Аналогичным образом одинаковые номера ( лагранжевы координаты ) припишем с точки
зрения двух пространств и частицам второй группы. Связь между временными коорди-
натами пространства Минковского и Римана найдем из совпадения законов движения
частиц среды в переменных Лагранжа. Фактически последнее означает, что движущиеся
и неподвижные наблюдатели при встрече в любых точках пространства "увидят"в точках
пересечения одну и ту же "картину ". Т.е., если с точки зрения движущегося наблюдателя
его частица с номером n пересеклась с неподвижной частицей номера m, то и наблюда-
тель на неподвижной частице m придет к такому же заключению. Математически это
означает, что факт пересечения частиц m и n является инвариантным. Приравнивание
лагранжевых и эйлеровых координат в законах движения (2.5) и (3.9), с предварительной
заменой в (2.5) t на T , где T - мировое время в пространстве Минковского, приводит к
соотношению, связывающему эталонное время T с мировым временем t квази - ИСО.

t =
c

a0

arccos
[
exp

(
1−

√
1 +

a0
2T 2

c2

)]
. (6.1)

После чего интервал квази - ИСО (3.7) можно переписать в эталонных координатах про-
странства Минковского

dS2 = g00c
2dT 2 − g11(dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2,

g00 =
β2 exp

(
2(1− (1 + β2)1/2)

)

(1 + β2)
[
1− exp

(
2(1− (1 + β2)1/2)

)] ,

g11 = exp
(
2(1− (1 + β2)1/2)

)
, β =

a0T

c
. (6.2)

Собственное время НСО (2.18), которое определим как и в случае статических грави-
тационных полей [7] по правилу

τ =
1

c
(g00)

1/2y0

получается из соотношений (3.8), (3.9), (6.1).

τ =
c

a0

√[
1− exp

(
2(1− (1 + β2)1/2)

)]
=

c

a0

sin(a0t/c). (6.3)
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Итак, опираясь на "затравочные"координаты плоского пространства - времени, мы по-
строили метрологию НСО в римановом пространстве - времени, что позволяет выяснить
метрический смысл измеряемых физических величин. При a0 → 0 метрика (6.2) ( как и
(3.7)) переходит в галилееву, однако в отличие от (3.7) координатная сетка (6.2) является
эталонной.

Парадокс часов и расстояний

В качестве примера рассмотрим равноускоренное движение космического корабля с
"комфортным"ускорением 0 = 10 /2. Собственное время космонавтов τ связано со време-
нем наблюдателей в ИСО соотношением (6.3), которое сильно отличается от собственного
времени τm = (c/a0) ln (β + (1 + β2)1/2) [7] при рассмотрении равноускоренного движения
в пространстве Минковского для больших значений (0/). В согласии с (6.3) релятивист-
ский эффект сокращения собственного времени значительно более выражен, чем в СТО.
Формула (6.3) более "оптимистична чем в СТО, для дальних межзвездных путешествий.
Например, при →∞, τ = c/a0 = 347.22 суток. Это означает, что меньше, чем за год жиз-
ни космонавта, движущегося равноускоренно с ускорением равным ускорению свободного
падения на поверхности земли, по часам ИСО пройдет бесконечно большой промежуток
времени. Из (6.1), (6.3) следует, что при →∞ в квази - ИСО проходит время t = πc/(2a0).
Из законов движения (2.5) и (3.9) следует, что двигаясь с ускорением 0 = 10 /2 за время (
по часам астронавта ) меньшее 348 суток можно попасть в любую удаленную точку Все-
ленной, если последнюю , вопреки релятивистской космологии, отнести к пространству
Минковского.

Следует отметить, что хотя в пространстве Минковского за время t = πc/(2a0) космо-
навт пролетает бесконечно большое расстояние, однако относительно квази - ИСО длина
пути l остается конечной и вычисляется по формуле

l =
∫ t

0

√(
−g11

∂x1

∂t

∂x1

∂t

)
dt =

c2

a0

(1− cos(a0t/c)). (6.4)

которая получена из метрики (3.7) и закона движения (3.9). При t = π/20 получаем l =
c2/a0. Физический смысл конечности расстояния l относительно квази - ИСО связан с
представлением метрики (3.7) в форме (3.14), учитывающей лоренцево сокращение квази
- ИСО относительно НСО.

Если для расчета расстояния воспользоваться воспользоваться формулой (6.4) с мет-
рикой (2.4) и законом движения (2.5) с заменой t → T , то получим

l1 =
∫ T

0

√(
−g11

∂x1

∂T

∂x1

∂T

)
dT =

c2

a0

(√
1 +

a2
0T

2

c2
− 1

)
. (6.5)

Хотя в нерелятивистском приближении обе формулы приводят к одинаковому резуль-
тату l = a0t

2/2, l1 = a0T
2/2, однако для больших значений T они сильно отличаются друг

от друга.

В согласии с (3.10) собственное время космонавта, вычисляемое по формуле (6.3), с
одной стороны ограничено скоростью света c в вакууме, а с другой - в точности совпадает
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с классической формулой нерелятивистской ньютоновской механики

τ =
v

a0

. (6.6)

Достижение предельной скорости c, как отмечено выше, происходит за конечное вре-
мя по часам космонавта и за бесконечное время по часам в ИСО. При времени τ > c/a0

полученное решение перестает быть справедливым , т.к. выводит космонавта за "преде-
лы"пространства - времени Минковского.

Сравним найденные нами результаты с теорией хронометрических инвариантов Зель-
манова [24].

Для хронометрического вектора трехмерной скорости u1 имеем [53]

u1 =
cg

1/2
00 dx1

g0kdxk
=

cdx1

g
1/2
00 dT

= c tan(a0t/c), (6.7)

а его величина дается формулой

u =

√(
gi0gj0

g00

− gij

)
uiuj = c sin(a0t/c), (6.8)

что совпадает с (3.10).

В качестве конкретного примера рассмотрим полет космического аппарата в какую ли-
бо из звездных систем. Пусть путь ракеты пролегает вблизи звездной системы Проксима-
Центавра, расстояние до которой четыре световых года. Допустим, что двигатели ракеты
во все время полета развивают постоянную (в собственной системе отсчета) тягу и ракета
движется с комфортным для астронавтов ускорением 10 /c2, создавая тем самым в ракете
поле тяготения, аналогичное земному. Вычислим, какой промежуток времени по земным
часам и часам астронавтов займет полет до промежуточной звездной системы Проксима-
Центавра, мимо которой пролетают космонавты, двигаясь равноускоренно. Вычисление
будем проводить двумя способами:

1. Стандартным способом для релятивистского равноускоренного прямолинейного дви-
жения с постоянным ускорением a0 в собственной (в данный момент времени) системе
отсчета [7].

2. Способом, предложенном нами.

Рассмотрим первый способ:

1. Допустим, что в начальный момент времени пространства Минковского ракета с ну-
левой начальной скоростью стала двигаться равноускоренно вдоль оси x из начала коор-
динат. Тогда ее смещение x(T ) в любой момент времени T определяться хорошо известной
формулой [7], совпадающей с (6.5)

x(T ) = l1 =
∫ T

0

√(
−g11

∂x1

∂T

∂x1

∂T

)
dT =

c2

a0

(√
1 +

a2
0T

2

c2
− 1

)
. (6.9)

Пусть через время T1 по часам пространства Минковского ракета пролетает мимо звезд-
ной системы Проксима-Центавра (ближайшая Центавра). Тогда имеет место очевидное
равенство

cT0 = x(T1), T0 = 4 .
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Разрешив алгебраическое уравнение (6.9), находим

T1 = T0

√
1 +

2c

a0T0

= 1.215T0 = 4.86 . (6.10)

Собственное время астронавтов τ1, пролетающих мимо указанной звездной системы, да-
ется соотношением [7]

τ1 =
c

a0

arsinh
a0T1

c
= 0.555T0 = 2.22 . (6.11)

Величина скорости v(T1) пролета ракеты в момент T1

v(T1) =
a0T1√

1 +
a2
0T 2

1

c2

= 0.981c. (6.12)

2. Решим эту же самую задачу, используя наш способ расчета, считая что после включе-
ния двигателя ракеты пространство-время внутри мировой трубки ракеты искривляется.
Очевидно, что при любом способе расчета факт, что ракета "попала в цель"(например,
к несчастью, столкнулась с метеоритом), является инвариантным фактом. В принципе
не может быть такой ситуации, когда одна и та же ракета при одном способе расчета
потерпела крушение, а при другом - продолжала безаварийный полет. Однако момент
времени столкновения зависит от способа расчета. Из инвариантности факта пересечения
двух частиц вне зависимости от метода расчета нами была получена формула (6.1). К
счастью, ракета в нашей задаче летела без аварий и из формулы (6.1), (6.10) найдем связь
между временем, прошедшим в квази – ИСО t1 и временем ИСО T1, соответствующих
нахождению космического корабля в одной и той же точке пространства

t1 =
c

a0

arccos
[
exp

(
1−

√
1 +

a0
2T 2

1

c2

)]
=

=
c

a0

arccos
[
exp

(
−a0T0

c

)]
= 0.37T0 = 1.48 . (6.13)

Собственное время астронавтов τ2 для нашего случая в согласии с (6.3) имеет вид

τ2 =
c

a0

sin(a0t1/c) = 0.238T0 = 0.952 = 347.17 . (6.14)

Проведем анализ полученных результатов.

Из рассмотренного следует, что наш способ расчета приводит к заниженному времени
путешествия астронавтов по сравнению с СТО. Следует отметить, что после прохожде-
ния времени полета 347 суток время для астронавта как бы останавливается. Если для
преодоления дистанции в 4 световых года астронавту понадобилось 347.17 суток, то для
преодоления много больших расстояний ему требуется 347.22 сутки. Итак, за последние 72
минуты астронавт, двигаясь равноускоренно с ускорением 10 /2, преодолевает практически
любые расстояния в пространстве Минковского в сотни тысяч световых лет. Максималь-
ная длина, которую может преодолеть астронавт относительно квази - ИСО, двигаясь с
ускорением 10 /2 за бесконечное относительно ИСО время, и за равное относительно квази
- ИСО 347 суток 1 час и 12 минут, равна c2/a0 = 9 · 1012 , что чуть меньше светового года,
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равного 9.46 · 1012 . Это связано с лоренцевыми сокращениями квази - ИСО относительно
движущейся ракеты (3.14). Пространство квази - ИСО при скорости ракеты, стремящей-
ся к скорости света, как бы сжимается (лоренцево сокращение) навстречу космическому
кораблю, что и приводит к заметному отличию пройденного пути в ИСО и квази - ИСО.
В СТО, двигаясь относительно ИСО, астронавт в любой момент времени имеет точно
такую же координату, что и относительно квази - ИСО. Путь относительно ИСО совпа-
дает с координатой x, вдоль которой движется ракета. Путь c2/a0 = 9 · 1012 относительно
квази - ИСО не совпадает с координатой x, а соответствует бесконечно большому пути
относительно ИСО.

Отметим, что основной и непреодолимой трудностью рассмотрения равноускоренного
движения в СТО является нестационарность пространственной метрики в сопутствующей
системе отсчета. Например, для рассмотренного выше случая движения космического ко-
рабля, длина ракеты в системе отсчета, связанной с ней, должна возрастать, что следует
из формул (2.9) и (2.10). Из этих формул следует, что первоначальная длина ракеты L0

при подлете ракеты к созвездию Проксима-Центавра должна возрасти до величины L,
определяемой формулой

L = L0

√
1 +

a2
0T

2
1

c2
= 5.2L0. (6.15)

Возрастание длины ракеты в 5.2 раза весьма трудно объяснимо. В нашем случае тако-
го парадокса не происходит, и ракета сохраняет свою длину неизменной, двигаясь как
жесткое в смысле Борна тело.

Окончательный же ответ на вопрос применимости той или иной теории может дать
только опыт.

7. Переход от НСО к ИСО и от НСО к НСО

Найденные нами эталонные координаты и время, совпадающие с галилеевыми коор-
динатами и временем пространства Минковского, позволяют ввести в римановом про-
странстве преимущественную систему координат. Т.к. метрика (6.2) ортогональна, то для
построения поля тетрад можно векторы орторепера ~eα совместить с векторами аффинного
репера и поле тетрад записать в виде:

eµ
(α) =

δµ
α√
|gαα|

, e(α)
µ = δα

µ

√
|gαα|, (7.1)

где суммирование по α отсутствует. Тетрадные компоненты тензоров совпадают с "физи-
ческими". Например, для трехмерной скоростью u(k), рассмотренной в предыдущем раз-
деле, при рассмотрении движения космонавта, находим

u(k) = c
dx(k)

dx(0)
= c

e(k)
µ dxµ

e
(0)
ν dxν

. (7.2)

Для рассматриваемого нами случая находим

u(1) = c

√
|g11|dx1

√
|g00|dx0

= c sin
(

a0t

c

)
(7.3)
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Итак, можно сформулировать следующие правила преобразования геометрических объ-
ектов от равноускоренной НСО к эталонной квази - ИСО :

1. Пусть, например, в результате решения уравнений Максвелла, записанных, как и
в ОТО, с использованием метрики (2.18), найден тензор поля Fµν(y

α).

2. С помощью закона движения (3.5), (3.6) тензор поля преобразуется к квази - ИСО
, определяемой метрикой (3.7).

3. С помощью преобразования временной координаты (6.1) определяется тензор поля
в эталонной квази - ИСО.

4. Используя поле тетрад (7.1), находятся физические компоненты тензора поля
F(α)(β)(x

µ) в эталонных координатах (6.2).

Однако рассмотренные 4 пункта еще не исчерпывают правил перехода от НСО к ИСО.
Эти правила отображают лишь переход от НСО к квази - ИСО. Переход от квази - ИСО
к ИСО связан с переходом от пространства Римана к пространству Минковского.

Для иллюстрации сказанного рассмотрим движение заряженной пыли в однородном
электрическом поле, заданном в квази - ИСО (3.7). Под постоянным однородным электри-
ческим полем будем понимать постоянство компонент тензора поля Fαβ, заданного "физи-
ческими "или тетрадными компонентами. В частности, если имеется только электрическое
поле ~E, направленное вдоль оси x1, то отличными от нуля будут только компоненты

F(0)(1) = −F(1)(0) = E = const. (7.4)

Отличные от нуля компоненты тензора поля в аффинном репере с использованием (7.1)
имеют вид

F01 = −F10 = E cos(a0x
0/c2), (7.5)

которые, как легко проверить , удовлетворяют уравнениям Максвелла в пустоте, запи-
санным в общековариантной форме для метрики (3.7). Уравнения Максвелла в квази -
ИСО или НСО с заданными метрическими тензорами эквивалентны по форме уравнени-
ям Максвелла при наличии гравитационного поля и имеют вид [7]

∂Fµν

∂xε
+

∂Fεµ

∂xν
+

∂Fνε

∂xµ
= 0,

1√−g

∂

∂xν

(√−gF µν
)

= −4π

c
jµ. (7.6)

Используя (7.6), получаем

√−g = cos(a0x
0/c2), F 01 = g00g11F01 = − E

cos(a0x0/c2)
,

1√−g

∂(
√−gF 10)

∂x0
≡ 0, (7.7)

что и доказывает сделанное выше утверждение.

Каждая из частиц пыли в электрическом поле движется по закону

mc
DV µ

ds
=

e

c
F µ

νV
ν . (7.8)

Если начальные скорости всех частиц нулевые, то можно убедиться, что из поля 4-
скоростей (3.13) с помощью с помощью связности (3.11) и формул (1.1) - (1.5) могут быть
получены соотношения
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V µ∇µVν = Fν = V µ
(

∂Vν

∂xµ
− Γε

µνVε

)
, F0 =

a0

c2
tan(a0t/c),

F1 = −a0

c2
, Σµν = Ωµν = 0, gµνF

µF ν = −a0
2

c4
.

Полученные соотношения при найденном тензоре поля (7.5) обращают в тождество
(7.8), если справедливо равенство

a0 =
eE

m
. (7.9)

Итак, мы доказали, что найденная нами равноускоренная жесткая НСО может соответ-
ствовать движению заряженной пыли в однородном постоянном электрическом поле, за-
данном в псевдоримановом пространстве - времени. Выясним структуру этого электро-
магнитного поля с точки зрения наблюдателя, связанного с движущимися зарядами и
использующего координаты НСО (2.18). Используя закон движения (3.8), находим

F̃αβ(yγ) =
∂xµ

∂yα

∂xν

∂yβ
Fµν .

Тензор поля в НСО имеет отличные от нуля компоненты

F̃01 = E exp(a0y
1/c2). (7.10)

Вычисляя "физические"тетрадные компоненты тензора поля по формуле

F̃(α)(β) = eµ
(α)e

ν
(β)F̃ µν (7.11)

, получим отличные от нуля значения

F̃(0)(1) = E = const. (7.12)

Сравнивая полученные компоненты с аналогичными в квази - ИСО, убеждаемся, что
электрическое поле в обоих случаях остается неизменным. Рассмотренная ситуация ана-
логична той, при которой электрическое поле не меняется и при преобразованиях Лоренца,
когда скорость движущейся системы направлена вдоль вектора электрического поля .

Таким образом, на движение заряженной пыли в однородном электрическом поле мож-
но смотреть с позиции двух наблюдателей:

1. Наблюдатель находится в жесткой ИСО пространства Минковского, в которой вы-
браны галилеевы координаты. В согласии с наиболее распространенной в настоящее время
трактовкой движение заряженной пыли для него происходит по закону (2.5), (2.6) и при
переходе к НСО приводит к метрике (2.7), (2.8).

2. Наблюдатель находится в НСО, а использует для своего движения координаты квази
- ИСО (3.7) или эталонные координаты (6.2). Движение пыли для него происходит по
закону (3.8) ( или (2.5), если выбрать общую с галилеевой координатную сетку ). Переход
от координат квази - ИСО к координатам НСО приводит к метрике (2.18).

Подчеркнем, что фраза "Наблюдатель находится в НСО, а использует для описания
процессов координаты квази - ИСО"с ортодоксальной точки зрения эквивалентна фразе
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"Наблюдатель находится в ИСО". Это связано с тем обстоятельством, что при обычном
подходе свойства пространства - времени до и после включения силового поля постулиру-
ются неизменными как для наблюдателя в ИСО, так и для наблюдателя в НСО. С нашей
точки зрения под переходом ИСО - НСО и обратно подразумевается установление пра-
вил, связывающих геометрические объекты, заданные в пространстве Минковского (2.4), с
этими же объектами, заданными в пространстве Римана. Как отмечено в [1], вряд ли мож-
но здесь найти универсальное правило, которое пригодно для всех случаев. Например, в
римановом пространстве есть геометрический объект - тензор Римана - Кристоффеля, ко-
торый в пространстве Минковского тождественно равен нулю. Таким образом, установив
выше четыре правила перехода от НСО к квази - ИСО (в рамках риманова пространства
- времени ), мы не сделали последнего самого трудного шага - не установили правила
перехода из квази - ИСО (6.2) в ИСО (2.4), заданных в общей координации - эталонных (
галилеевых ) координатах.

Для установления последнего соответствия геометрия не может дать однозначной реко-
мендации без связи с физическими предположениями [1]. Поэтому при преобразованиях
физических величин, связанных переходом ИСО - НСО и обратно, требуется выяснить
является ли отображаемый геометрический объект инвариантом соответствия, либо не
является. Это зависит от его строения, т.е. от характера зависимости объекта от метрики.

Компоненты вектора смещения dxµ - в общей координации - инварианты соответствия,
а их величины не являются таковыми, поскольку метрические тензоры элементов интер-
валов (6.2) и (2.4) в общей координации не равны друг другу. Отсюда следует, что при
переходе ИСО - НСО элемент интервала в общем случае не сохраняется. Выбрав в про-
странстве Минковского (2.4) и пространстве Римана (6.2) совпадающие инвариантные
тетрады, отражающие тот факт, что физические реперы принадлежат как ИСО, так и
квази - ИСО, определим некоторый вектор ~A как инвариантный, если тетрадные компо-
ненты этого вектора в (2.4) равны тетрадным компонентам этого вектора в (6.2) [1]. При
этом в (2.4) аффинные реперы совпадают с полем инвариантных тетрад . Таким образом,
к четырем пунктам, описывающим переход от НСО к квази - ИСО, добавляется "пятый
пункт"

5. Для геометрических объектов, являющихся инвариантом соответствия, тетрад-
ные компоненты в квази - ИСО (6.2), вычисленные с помощью тетрад (7.1), равны аф-
финным компонентам ИСО (2.4).

Последний пункт позволяет замкнуть цепочку перехода НСО - ИСО. В частности,
тензор электромагнитного поля в разобранном последнем примере является инвариан-
том соответствия, и однородное постоянное поле в тетрадах квази - ИСО (7.11) является
однородным и постоянным полем в аффинном репере ИСО (2.4).

Следует отметить, что вычисление "физических"или тетрадных компонент тензора
энергии - импульса, когда сопутствующие тетрады совпадают с соответствующими коор-
динатными осями ( калибровка Ламе [22], [23]), приводит во всех случаях к выражению,
совпадающему с тензором энергии - импульса постоянного однородного электрического
поля в ИСО пространства Минковского, где одна из осей выбрана в направлении поля.

Переход НСО → НСО

Рассмотрим переход от одной НСО к другой.
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Пусть в пространстве Минковского напряженность поля отрицательно заряженной
плоскости 2, а в пространстве Римана D1 = , но сама плоскость движется вниз с уско-
рением 0 = −/m. В качестве системы отсчета выберем электронную "пыль подвешенную
к плоскости на невесомых нитях. Тогда натяжения нитей в обоих случаях одинаковы и
равны = 2. Если нити разорвать , то частицы пыли будут удаляться от плоскости в
соответствии с уравнением движения (7.8)

mc
DV µ

ds
=

e

c
F µ

νV
ν .

Интегрирование уравнения движения для первого случая приводит к закону движения
(2.6) и метрике (2.8) (с заменой 0 на 2a0).

Для второго случая нужно раскрыть абсолютную производную с использованием мет-
рики (2.18) (с отрицательным знаком в экспоненте) и воспользоваться решением уравне-
ний Максвелла (7.6) для метрики (2.18) (с учетом знака).

Решение уравнений Максвелла имеет вид

F01 = E1 = D1 exp
(
−a0y

1

c2

)
= D1

√
g00, D1 = E = const. (7.13)

Раскрытие абсолютной производной с учетом условия нормировки 4-скорости (1.2)
приводит к уравнению

dV 1

dS
− a0

c2

(
1 + V 12

)
=

eE

mc2

√
1 + V 12 (7.14)

Полагая eE/m = a0, a0/c
2 = α, ищем стационарное решение для поля скоростей в пере-

менных Эйлера в виде
V 1 = tan x(S) (7.15)

В результате получаем уравнение

dV 1

dS
=

1

cos2 x

dx

dS
= α

(
1

cos2 x
+

1

cos x

)
. (7.16)

Решение (7.16) при условии, что при x = 0, S = 0, имеет вид

tan
(

x

2

)
= αS, (7.17)

а для поля V 1 находим

V 1 =
dy1

dS
=

2αS

1− α2S2
. (7.18)

Нулевую компоненту V 0 4-скорости определим из условия нормировки, что с использова-
нием (7.18) приводит к уравнению.

V 0 =
dy0

dS
=

1 + α2S2

1− α2S2
exp

(
a0y

1

c2

)
. (7.19)

Решение системы (7.18) и (7.19) при условии, что при S = 0 начальные координаты y1 = x1,
приводит к закону движения в переменных Лагранжа
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y1 = x1 − c2

a0

ln
∣∣∣∣1−

a0
2S2

c4

∣∣∣∣, y0 =
S exp(a0x

1/c2)

1− a0
2S2/c4

, (7.20)

где x1 - начальные координаты частиц пыли , S/c - собственное время . Если полученный
закон движения сплошной среды в переменных Лагранжа подставить в элемент (2.18) (с
отрицательным знаком в экспоненте), то получим для элемента интервала выражение

dS̃2 = dS2 − (1− S2α2)dx12 − 2αSdSdx1 − dx22 − dx32
. (7.21)

От перекрестных членов в метрике (7.21) можно избавиться, если использовать хроно-
метрическое преобразование S = τ exp(a0x

1/c2), которое, как известно [24], не выводит за
рамки рассматриваемой системы отсчета. Тогда получим с точностью до переобозначений
y0 → τ , yk → xk метрику (2.18) с положительным знаком в экспоненте. Этот резуль-
тат можно было ожидать и без вычислений, т.к. найденный закон движения в рамках
риманова пространства соответствует переходу от НСО с отрицательным ускорением, на-
правленным по нити к плоскости, к НСО с положительным ускорением, направленным
по направлению силы со стороны поля от плоскости. Это следует и непосредственно из
закона движения в нерелятивистском приближении, представимом в виде

y1 = x1 + a0t
2,

который описывает как меняется разность координат между двумя частицами, если они
движутся по одной прямой в разные стороны с одинаковым по величине но различным по
направлению ускорением a0.

Таким образом, "механическая"эквивалентность в статике не приводит к эквивалент-
ности в динамике. Итак, из разобранной задачи следует, что совместное решение уравне-
ний структуры (1.7) и уравнений Максвелла допускает два решения: одно в пространстве
Минковского, а другое - Римана. Первое решение приводит к нарушению жесткости при
движении в однородном поле , а второе - не приводит.

8. Релятивистская, жесткая, равномерно вращающаяся СО

При рассмотрении вращающегося диска обычно выбирают неподвижную систему от-
счета, в которой вводят цилиндрические координаты r0, ϕ0, z0, t0 и переходят к вращаю-
щейся системе отсчета r, ϕ, z, t согласно формулам:

r0 = r, ϕ0 = ϕ + Ωt, z0 = z, t0 = t,

где угловая скорость вращения Ω относительно оси z считается постоянной.

Элемент интервала имеет вид

dS2 =
(
1− Ω2r2

c2

)
c2dt2 − 2Ωr2dϕdt− dz2 − r2dϕ2 − dr2. (8.1)

Формула справедлива, если rΩ/c < 1. В работах [8], [11], [51] обсуждаются другие распре-
деления скоростей, которые ограничивают линейную скорость вращения диска при r →∞
величиной скорости света c, а при Ωr/c ¿ 1 дают v = Ωr. Однако критерию жесткости
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как классическому, так и релятивистскому (в смысле Борна) удовлетворяет только обыч-
ный закон распределения v = Ωr, Ω = const, приводящий к интервалу (1). Требование
существования жесткого по Борну решения для любых r при условии, что v(r) < c не
может быть выполнено в пространстве Минковского.

Найдем метрику жесткой релятивистской равномерно вращающейся НСО с помощью
нашего метода, полагая в формулах (1.1) и (1.7) тензор скоростей деформаций Σµν = 0 и
требуя постоянства инварианта, характеризующего релятивистское обобщение квадрата
угловой скорости вращения диска ω.

ΩµνΩ
µν =

2ω2

c2
= const. (8.2)

В лагранжевой сопутствующей системе отсчета, связанной с вращающимся диском,
имеем

V 1 = V 2 = V 3 = 0, V 0 = D−1/2, V1 = V3 = 0, V2 = −PV 0

dS2 = D(r)c2dt2 − 2P (r)cdtdϕ− dz2 − r2dϕ2 − dr2,

g00 = D, g02 = −P, g11 = −1, g22 = −r2, g33 = −1,

det ‖ gµν ‖= g = −P 2 − r2D ≡ −K, g00 =
r2

K
, g02 = −P

K

g11 = −1, g22 = −D

K
, Ω12 = −ωK1/2

cD1/2
,

F 1 =
1

2D

dD

dr
, F 2 = F 3 = F 0 = 0. (8.3)

Система (1.1) сводится к единственному независимому уравнению

P

D

dD

dr
− dP

dr
= −2

ω

c

(
Dr2 + P 2

)1/2

. (8.4)

Уравнения системы (1.7) после довольно громоздких вычислений сводятся либо к урав-
нению (8.4), либо удовлетворяются тождественно, либо дают

dD

dr
− = −2

ω

c
DP

(
Dr2 + P 2

)−1/2

. (8.5)

Условие (8.2) эквивалентно постоянству величины хронометрически инвариантного
вектора угловой скорости, который в наших обозначениях определяется в согласии с [24],
как

ωi = − c

γ1/2
eijkΩjk, e123 = 1, (8.6)

где γ = det ‖ γkl ‖, а пространственная метрика γkl строится из (8.3) обычным образом [7]
по формуле

γkl = −gkl +
g0kg0l

g00

. (8.7)

Условие (8.2) является также следствием постоянства величины угловой скорости в со-
путствующих тетрадах [51].
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Величины релятивистской ω и классической угловой скорости Ω связаны соотношением

ω = Ω
(
1− Ω2r2

c2

)−1

.

Если объявить в уравнениях (8.4) и (8.5) постоянной не ω, а Ω, то решение (8.4) и (8.5)
приводят к метрике (8.1), реализованной в плоском пространстве-времени, но имеющую
ограниченную область существования. Если бы мы попытались в преобразовании ϕ′ = ϕ+
Ω(r)t выбрать такое Ω(r), что Ω(r)r < c, то такое распределение скоростей противоречило
бы критерию жесткости, приводя к нестационарной метрике.

В нашем случае для метрики (8.3) существует стационарное решение, применимое для
всей области 0 ≤ r ≤ ∞, но реализуемое в римановом пространстве-времени.

Решения системы (8.4), (8.5) в квадратурах получить не удалось. Численный анализ
показал, что при ωr/c ¿ 1 метрика (8.3) совпадает с метрикой (8.1). При величинах
ωr/c À 1 система (8.4), (8.5) допускает асимптотическое решение

D = D0 exp
(
−2ωr

c

)
, P =

αc

ω
. (8.8)

Для ωr/c > 10 D0 = 5, α = 1.7. Для любых конечных значений r метрики (8.3) спра-
ведливы известные соотношения, накладываемые на компоненты метрического тензора
в системах отсчета, которые могут быть осуществлены с помощью реальных тел [7]. В
частности g00 > 0, определитель g, составленный из компонент метрического тензора,
отрицателен, а квадратичная форма, задающая квадрат элемента пространственного рас-
стояния существенно положительна.

Центростремительное ускорение во вращающейся НСО определяется формулой

a = c2F 1 = − ωcP√
Dr2 + P 2

, (8.9)

которая при малых r переходит в классическую, а при r →∞ дает a = −ωc. Вычисление
независимых отличных от нуля компонент тензора кривизны с учетом (8.3), (8.4), (8.5)
приводит к соотношениям

R10,10 = −ω2D

Kc2

[
2P 2 −Dr2 +

DP 2r2

K

]
− ωD2Pr

cK3/2
,

R20,20 = − ωDr

cK1/2

[
ωDr3

cK1/2
− P

]
,

R12,10 =
PωDr

cK

[
P

K1/2
− ωr

c

(
2 +

Dr2

K

)]
,

R12,12 =
ω2D2r6

K2c2
− 2

ωDr3P

cK3/2
+

P 2

K
. (8.10)

Cкалярная кривизна R = gµνgαβRµα,νβ имеет вид

R =
2DP 2

K2

{
1− ω2r2

c2

[
2 +

Dr2

K

(
1− r2D

P 2

)]
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+
ωrP

K1/2c

(
1− 2Dr2

P 2

)}
. (8.11)

Для элемента пространственного расстояния во вращающейся системе отсчета имеем,
используя (8.7),

dl2 = dr2 +

(
1 +

P 2

r2D

)
r2dϕ2 + dz2. (8.12)

Риманов тензор кривизны поверхности z = const имеет одну независимую компоненту

12,12 = −P 2

K
+

ω2r2

c2

[
P 2

Dr2
− 2K

r2D
+

P 2 −Dr2

K

(
2− P 2

K

)]

+
ωrP

cK3/2

(
2Dr2 − P 2

)
. (8.13)

Гауссова кривизна поверхности Γ вычисляется по формуле

Γ =
12,12

γ11γ22 − γ2
12

. (8.14)

Вычисления дают

Γ = −DP 2

K2
− 2

ω2

c2
+

ω2P 2

c2K
+

DPωr

K5/2c

(
2Dr2 − P 2

)

+

(
2− P 2

K

)(
P 2 −Dr2

)
Dω2r2

c2K
. (8.15)

При r →∞ гауссова кривизна Γ = −ω2/c2.

Любопытно отметить, что для фиксированных значений углов ϕ метрика на вращаю-
щемся диске сведется к виду

dS2 = D(r)c2dt2 − dz2 − dr2, (8.16)

которая для больших расстояний от оси вращения при использовании (8.8) и (8.9) сводится
к виду (2.18) при a0 = −ωc.

dS2 = D0 exp
(
−2ωr

c

)
c2dt2 − dz2 − dr2, (8.17)

Это не является неожиданным, поскольку частицы на вращающемся диске на больших
расстояниях находятся в однородном поле центробежных сил инерции. Знак минус озна-
чает, что центростремительное ускорение противоположно направлению радиуса. Несов-
падение метрики на больших расстояниях в общем случае связано с тем, что в переменных
Эйлера для равноускоренного движения (2.18) поле скоростей параллельно полю ускоре-
ний, а для вращающего диска поле скоростей и ускорений перпендикулярны друг другу.

Рассмотрим более подробно отличия полученного нами решения для метрики от при-
нятого в ортодоксальной теории (8.1). Для этого исследуем в деталях систему уравнений
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(8.4) и (8.5). Для удобства анализа введем следующие безразмерные переменные и функ-
ции:

x ≡ ωr

c
, D ≡ Z, Y ≡ Px

r
. (8.18)

В этих обозначениях система уравнений (8.4) и (8.5) примет вид

dY

dx
=

2Zx2

√
Zx2 + Y 2

, (8.19)

dZ

dx
= − 2ZY√

Zx2 + Y 2
. (8.20)

После введения новой функции U , определяемой из соотношения

U ≡ Y

x
√

Z
, (8.21)

система уравнений расщепляется и сводится к виду

dU

dx
+

U

x
=

2 + U2

√
1 + U2

, (8.22)

1

Z

dZ

dx
= − 2U√

1 + U2
. (8.23)

И, наконец, после замены

v ≡ U√
1 + U2

(8.24)

система представляется в форме

dv

dx
+

v

x
(1− v2) = (2− v2)(1− v2), (8.25)

Z = D = exp
(
−2

∫
vdx

)
. (8.26)

Выясним физический смысл функции v(x). Очевидно, что пространственный элемент ин-
тервала (8.12) может быть переписан в виде

dl2 = dr2 +
1

1− v2
r2dϕ2 + dz2. (8.27)

В ортодоксальной теории этот же элемент интервала имеет вид

dl2 = dr2 +
1

1− Ω2r2

c2

r2dϕ2 + dz2. (8.28)

Из сопоставления выражений (8.27) и (8.28) можно сделать вывод, что в нашем случае
v(x) это безразмерная линейная скорость точек жесткого диска относительно некоторой
квази-ИСО, заданной в римановом пространстве- времени. Займемся анализом уравнения
(8.25). Для малых v, пренебрегая квадратом скорости по сравнению с единицей, получаем
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v = x, что в точности совпадает с классическим результатом ортодоксальной теории.
Решение для D(x) в этом случае сводится к виду

D = exp
(
−2

∫
vdx

)
= exp(−x2) = 1− x2, (8.29)

что также эквивалентно классическому выражению (8.1).

Из анализа (8.25) следует, что для x →∞ уравнение имеет решение v = 1. Это решение
резко отличается от классического жесткого диска, где поле скоростей на бесконечности
неограниченно велико. График численного решения (8.25) по виду напоминает график
гиперболического тангенса или деформированной ступенчатой функции для x > 0. Для
больших x функцию v(x) можно искать в виде

v(x) = 1− ψ(x), ψ(x) ¿ 1. (8.30)

Пренебрегая ψ2 по сравнению с единицей, получаем для функции ψ(x) асимптотическое
уравнение

dψ

dx
= 2ψ

1− x

x
. (8.31)

Решение последнего уравнения имеет вид

ψ = ψ0x
2e−2x, v(x) = 1− ψ0x

2e−2x, (8.32)

где ψ0 - некоторая постоянная.

Асимптотическое решение для функции D(x) имеет вид

D(x) = D0 exp
(
−2x− e−2x(x2 + x + 1/2)

)
, (8.33)

где постоянная D0 = 5 определена раннее (8.8) (в отличие от (8.8) мы удержали в (8.33)
следующие члены разложения). Для функции P (x) находим асимптотическое выражение

P =

√
D0

ψ0

c

ω
, ψ0 = 1.73, (8.34)

где для вычисления постоянной ψ0 использовали (8.8).

Рассмотрим распространение световых лучей по замкнутому контуру по отношению
к вращающемуся диску. Пусть лучи распространяются по окружности навстречу друг
другу, а источник находится на вращающемся диске. Как известно, [7] на вращающемся
диске часы не могут быть однозначно синхронизированы во всех точках. Поэтому, про-
изводя синхронизацию вдоль замкнутого контура и возвращаясь в исходную точку, мы
получим время, отличающееся от первоначального на величину

∆t = −1

c

∮ g02

g00

dϕ =
2π

c

vr√
1− v2

exp
(∫

vdx
)
. (8.35)

Известно, что скорость света всегда равна c, если использовать естественное время, связан-
ное с естественной геометрией на диске [110] (подробнее эти вопросы будут рассмотрены
в следующей главе). Поэтому встречные лучи света для источника, расположенного на
диске, возвращаются к источнику одновременно по естественному времени.
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Очевидно, что за время прохождения лучей сам диск повернется на некоторый угол.
Поэтому встречный луч по отношению к вращающемуся диску проходит меньший путь до
встречи с источником, чем луч, распространяющийся вдоль скорости вращения. Разность
времен обхода ∆t0 по отношению к неподвижной СО будет равна удвоенной величине ∆t.

∆t0 =
4π

c

vr√
1− v2

exp
(∫

vdx
)
. (8.36)

В нерелятивистском приближении для малых скоростей диска v = x найденный результат
совпадает с результатом известного опыта Саньяка [110].

∆t0 =
4ωS

c2
, (8.37)

где S - площадь диска. В ультрарелятивистском случае имеем

∆t0 =
4π

ω

α

D0

exp (2x). (8.38)

При стандартном рассмотрении ультрарелятивистское рассмотрение неприемлемо в прин-
ципе.

Можно однако и в плоском пространстве-времени задать вращательное движение ин-
вариантным относительно преобразований Лоренца способом, применимым для любого
расстояния от центра. Скорость вращения при этом ограничена на бесконечности скоро-
стью света c. Правда в этом случае будет нарушен релятивистский критерий жесткости по
Борну. В работе [51] такая программа была реализована автором. Для удобства сравнения
следуем принятым в [51] обозначениям. Для описания движения используем галилееву ко-
ординатную сетку {xµ}, µ = 1, 2, 3, 4, x4 = ict. Условимся, что греческие индексы здесь
будут изменяться от единицы до четырех, а латинские - от единицы до трех. Допускаем,
что ось вращения совпадает с x3. В каждой точке построим тетраду hµ(α) так, что для
каждой частицы среды ~h(4) совпадает с вектором 4 - скорости Vµ, т.е.

ihµ(4) = Vµ. (8.39)

Из равенства (8.39) следует, что

ihµ(4)hµ(a) = iδ(4a) = V (a) = 0, (8.40)

т.е. по отношению к локальной тетраде, заданной равенством (8.39), среда покоится.

Поле 4 - скорости вращающегося континуума зададим по закону

Va = V (r)εaknk, V3 = 0, V4 =
i√

1− v2/c2
, V (r) =

1

c
√

1− v2/c2
,

a, k = 1, 2, nk =
xk

r
, r2 = x2

1 + x2
2, εak = −εka, ε12 = 1. (8.40)

Здесь v(r) искомая величина трехмерной скорости вращения. Ввиду выбранной в этом
разделе сигнатуры, тензор угловой скорости вращения ωµν отличается знаком от (1.4) и
заменой ковариантных производных на частные.

ωµν = −∂[µVν] − V[µFν], (8.41)
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Переходя к тетрадному представлению, имеем

ω(ab) = −∂[µVν]hµ(a)hν(b). (8.42)

Будем считать, что ~h(3) совпадает по направлению с осью x3, а ha(2) с na.

~h(3) · ~hν = δν(3), ~h2 · ~ha = ha(2) = na. (8.43)

В силу выбора ~h(3) в антисимметричной матрице ω(ab) (a, b = 1, 2) имеется лишь одна
независимая компонента, характеризующая угловую скорость вращения вокруг оси ~h(3)
в локально сопутствующей тетраде. Используя предыдущие соотношения и условие

hµ(α)hν(β) = δ(αβ), (8.44)

получим

hµ(ε) =




−iV4n2 iV4n1 0 iV
n1 n2 0 0
0 0 1 0

−iV4n2 iV n1 0 −iV4


 , (8.45)

где в (8.45) ε - номер строки, µ - номер столбца. Полагая в соотношении (8.42)

ω(ab) =
ω0

c
ε(ab), ε(ab) = −ε(ba), ε(12) = 1, (8.46)

получим формулу, которая задает вращение инвариантным относительно преобразования
Лоренца способом. В последней формуле ω0 характеризует величину угловой скорости в
локально сопутствующей тетраде. Возвращаясь от тетрадного представления к галилееву,
имеем

ω(ab) =
ω0

c
[hµ(1)hν(2)− hµ(2)hν(1)]. (8.47)

Заметим, что при фиксированных ~h(3) и ~h(4), которые задают вращение, векторы ~h(1)

и ~h(2) определены неоднозначно. Однако можно доказать, что правая часть равенства
(8.47) не зависит от ориентации ~h(1) и ~h(2). Преобразование, не изменяющее тетрадных
векторов ~h(3) и ~h(4) есть вращение тетрадных векторов ~h(1) и vech(2) в плоскости x1x2.
Матрицей α(ε′ε) этого преобразования является матрица поворота в плоскости x1x2 на
угол φ

α(ε′ε) =




cos φ sin φ 0 0
− sin φ cos φ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 , (8.48)

hµ(ε′) = α(ε′ε)hµ(ε) =



−iV4n2 cos φ + n1 sin φ iV4n1 cos φ + n2 sin φ 0 iV cos φ
iV4n2 sin φ + n1 cos φ −iV4n1 sin φ + n2 cos φ 0 −iV sin φ

0 0 1 0
−iV n2 iV n1 0 −iV4


 . (8.49)

Можно убедиться, что преобразованные тетрады hµ(ε′) не изменяют правой части равен-
ства (8.47). Полученные соотношения имеют простой физический смысл. Действительно,
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для описания вращения используются два тетрадных вектора: ~h(3), определяющий на-
правление оси вращения, и ~h(4), совпадающий с направлением 4-скорости. Направление
двух остальных векторов может быть произвольным.

Рассмотрим некоторые частные случаи вращения. Определим релятивистское равно-
мерное вращение, при котором остается постоянной величина угловой скорости в локально
сопутствующей тетраде. Полагая в формуле (8.46) ω0 = const, используя предыдущие со-
отношения, находим

∂V

∂r
+

V

r
+

V 3

r
= −2iω0V4

c
. (8.50)

Для трехмерной скорости v получаем

∂v

∂r
+

v

r
= 2ω0(1− v2/c2). (8.51)

Аналогичное уравнение из других соображений получено в работах [8], [11]. Решение урав-
нения (8.51) при условии, что v(0) = 0 имеет вид

v(r) =
c2

2ω0

d

dr
ln

∣∣∣∣I0

(
2ω0r

c

)∣∣∣∣, (8.52)

где I0(x) - цилиндрическая функция Бесселя в общепринятых обозначениях [82]. Для
малых значений аргумента, воспользуясь разложением

I0(x) = 1 +
x2

4
+

1

2!2
x4

24
+ ...

и ограничиваясь двумя членами разложения, получим

v(r) =
ω0r

1 + ω2
0r

2/c2
≈ ω0r. (8.53)

Если ω0r/c À 1, то воспользуясь известной асимптотической формулой

Iν(x) =

√
1

2πx
ex,

получим
v ≈ c

(
1− c

4ω0r

)
< c. (8.54)

Таким образом, найденная формула (8.52) дает правильное значение для малых скоростей,
совпадающей с классической формулой вращения твердого тела. Для больших расстоя-
ний скорость вращения нигде не не превосходит скорости света, стремясь к последней на
бесконечности.

Представляет интерес рассмотреть вопрос о пространственном расстоянии во враща-
ющейся системе отсчета. Примем по определению, что угловая скорость Ω(r) с линейной
скоростью v(r) по формуле

Ω(r) =
v(r)

r
=

c2

2ω0r

d

dr
ln

∣∣∣∣I0

(
2ω0r

c

)∣∣∣∣ (8.55)
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Выбирая неподвижную систему отсчета с цилиндрическими координаты r0, ϕ0, z0, t0 и
переходя к вращающейся системе отсчета r, ϕ, z, t согласно формулам:

r0 = r, ϕ0 = ϕ + Ω(r)t, z0 = z, t0 = t,

где угловая скорость вращения Ω(r) относительно оси z считается зависящей от r, получим
для элемента интервала

dS2 =
(
1− Ω2r2

c2

)
c2dt2 − 2Ωr2dϕdt− dz2 − r2dϕ2−

−2r2t
dΩ

dr
(dϕ + Ωdt)− dr2

(
1 + r2t2

(
dΩ

dr

)2)
(8.56)

Элемент пространственного интервала dl2 определим по формуле (8.7), что дает

dl2 = dz2 +
r2dϕ2 + dr2

[
1− Ω2r2

c2
+ r2t2

(
dΩ
dr

)2]
+ 2r2drdϕtdΩ

dr

1− Ω2r2

c2

. (8.57)

Из последней формулы следует, что расстояние между соседними мировыми линиями ча-
стиц среды зависит от времени, т.е. найденная конгруенция мировых линий вращающего
диска не является жесткой в смысле Борна, что мы и утверждали раньше. Таким обра-
зом, в плоском пространстве-времени принципиально невозможно во всей области ввести
жесткую равномерно вращающуюся СО.

Рассмотрим еще один экзотический случай вращения без "вращений т.е. случай потен-
циального в локальной тетраде поля скоростей (8.40), порожденного бесконечной нитью
радиуса r = r0, совпадающей с осью x3. В силу потенциальности из соотношения (8.46)
следует

ω(ab) = 0, r > r0. (8.58)

Последнее соотношение в локальной тетраде аналогично классическому выражению

~ω =
1

2
∇× ~v = 0, (8.59)

что говорит об отсутствии вращений в среде. Иными словами, каждый элемент среды,
двигаясь по окружности, сохраняет ориентацию в пространстве неизменной.

Уравнение (8.50) сведется к виду

∂V

∂r
+

V

r
+

V 3

r
= 0, (8.60)

решение которого при r > r0 имеет вид

V =
r0

r
√

1− r2
0/r

2
, (8.61)

откуда следует что трехмерная скорость имеет вид

v = c
r0

r
, va = vεabnb. (8.62)
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Последний результат совпадает с решением, полученным в [1] другим способом.

В заключение раздела рассмотрим движение по окружности материальной точки. 4-
скорость материальной точки зададим при помощи соотношения (8.40), считая, что v =
v(r, t). 4-ускорение в СТО определяется равенством

dVµ

dS
= aµ, dS = cdt

√
1− v2/c2 (8.63)

Переход к сопутствующим тетрадам, используя соотношение (8.45), дает

hµ(b)
dVµ

dS
=

a0(b)

c2
, (8.64)

где a0(b) - трехмерное ускорение в сопутствующей тетраде, складывающееся в общем слу-
чае из нормального и тангенциального ускорения. Раскрытие выражения (8.64) приводит
к соотношениям

−V 2

r
=

a0(2)

c2
, i

∂V

∂x4

=
a0(1)

c2
. (8.65)

Полагая в (8.65) нормальное ускорение a0(2) = −ω0(r, t)
2r, получаем

V =
ω0(r, t)r

c
,

∂ω0

∂t
=

a0(1)

r
= ε0(r, t). (8.66)

Откуда
v(r, t) =

ω0r√
1 + o2

0r
2/c2

, (8.67)

где ω0 определяется из соотношения (8.66), если задать в явном виде величину углового
ускорения ε0(r, t). В частности, если ε0 = 0, то формула (8.67) определяет величину ско-
рости движения материальной точки по окружности радиуса r с постоянной в локальной
тетраде угловой скоростью ω0. Если ε0 = ε0(t) и при t = 0 имеем ω0 = 0, то

v(r, t) =
r

∫ t
0 ε0(x)dx√

1 + r2

c2

[∫ t
0 ε0(x)dx

]2
. (8.68)

Если рассмотреть в частности равноускоренное в локальной тетраде движение с постоян-
ным угловым ускорением ε0 = const, то получим

v(r, t) =
ε0rt√

1 +
ε20r2t2

c2

(8.69)

Из анализа полученных формул следует, что при любых расстояниях от оси вращения
скорость вращающегося тела или материальной точки не превосходит скорости света в
вакууме. Применение локально сопутствующих тетрад для описания движения как сплош-
ной среды, так и материальной точки позволяет релятивистски инвариантным способом
сводить задачи динамики к задачам статики. Причем геометрические объекты в локаль-
но сопутствующих тетрадах имеют такой же физический смысл, что и геометрические
объекты, заданные в галилеевой координатной системе при классическом рассмотрении.
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9. НСО в пространстве метрической связности

Из рассмотренных примеров видно, что простейшие НСО можно реализовать в римановом
пространстве-времени. Однако систему уравнений (1.1), (1.7) в общем случае нельзя про-
интегрировать, так как число независимых уравнений больше числа неизвестных функ-
ций. Следовательно, не исключена возможность, что и риманово пространство-время, как
и евклидово, может оказаться "тесным"чтобы описать свойства произвольных НСО.

Одним из простейших обобщений риманова пространства является пространство мет-
рической связности [50], в котором связность и метрический тензор удовлетворяют усло-
вию согласования

∇µgλν = ∂µgλν − Γρ
µλgρν − Γρ

µνgλρ = 0, (9.1)

что означает, что при параллельном перенесении сохраняются длины векторов и углы
между ними.

Из (9.1) следует, что
Γν

µλ = Γ̃ν
µλ + T ..ν

µλ , (9.2)

Γ̃ν
µλ =

1

2
gνσ

(
∂µgλσ + ∂λgµσ − ∂σgµλ

)
, (9.3)

T ..ν
µλ = S..ν

µλ − S.ν.
λ.µ + Sν..

.µλ, (9.4)

S..ν
µλ ≡ Γν

[µλ]. (9.5)

Очевидно, что метрическая связность (9.2) однозначно определена заданием метрики
и тензора кручения S..ν

µλ. Из (9.1) - (9.4) следует важное соотношение

∇̃µgλν = ∂µgλν − Γ̃ρ
µλgρν − Γ̃ρ

µνgλρ = 0. (9.6)

Здесь ∇̃µ ковариантная производная, вычисляемая с помощью символов Кристоффеля
(9.3).

В пространстве метрической связности условия интегрируемости (1.6) вместо системы
(1.7) дают

Rµ
εσ,ν.Vµ − 2Sµ

εσ.aµν = 2∇[εaσ]ν , aσν ≡ ∇σVν . (9.7)

−Rµ
εσ,ν. = 2∂[εΓ

µ
σ]ν + 2Γµ

[ε|γ|Γ
γ
σ]ν . (9.8)

В согласии с работой [52], выражение (9.8) представим в виде

−Rµ
εσ,ν. = −R̃µ

εσ,ν. + 2∇̃[εT
µ
σ]ν

+2T µ
[ε|γ|.T

γ
σ]ν. + 2Sγ

εσ.T
µ
γν.. (9.9)

Из (1.1), (9.7), (9.9) следует

R̃µ
εσ,ν.Vµ = 2∇̃[εaσ]ν − 2T µ

[ε|ν|.aσ]µ

+2Vµ

(
∇̃[εT

µ
σ]ν. + T µ

[ε|γ|.T
γ
σ]ν.S

γ
εσ.T

µ
γν.

)
, (9.10)
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где R̃µ
εσ,ν. — тензор Римана- Кристоффеля, вычисляемый обычным образом с помощью

кристоффелевой связности (9.3).

Уравнения (1.1) в пространстве метрической связности имеют вид

∇̃µVν = T ε
µν.Vε + Σµν + Ωµν + VµFν . (9.11)

Последние два уравнения, в которых заданными функциями являются тензоры скоро-
стей деформаций, угловой скорости вращения и векторы первой кривизны мировых линий
частиц среды, представляют собой систему дифференциальных уравнений в частных про-
изводных относительно неизвестных функций gµν , V µ, Sµ

νλ.
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Глава 2

НСО В ЗАДАННОМ СИЛОВОМ ПОЛЕ

В этой главе, в отличие от предыдущей, не задается заранее структура НСО, приводя-
щая в общем случае к выходу за рамки плоского пространства-времени, а рассматривается
движение сплошной среды (базиса НСО) в плоском пространстве Минковского в заданном
силовом поле. Однако и в этом случае возникает относительная кривизна пространства-
времени, обусловленная несовпадением гиперповерхности ортогональной мировым лини-
ям частиц базиса с гиперповерхностью одновременности. Разработке неголономного ма-
тематического аппарата и его применению посвящена эта глава.

10. Относительный тензор кривизны НСО в СТО в переменных Лагранжа

В предыдущих разделах было показано, что переход из ИСО в НСО в случае задания
не только силового поля, действующего на частицы среды, но также и наложения усло-
вий на кинематические характеристики континуума, требует в общем случае выхода за
рамки плоского пространства - времени. Однако, если не накладывать на характеристики
континуума дополнительных условий, а ограничиться лишь интегрированием уравнений
движения, например, в плоском пространстве - времени, то никакого выхода за рамки
плоского пространства - времени не происходит. При использовании неголономных пре-
образований возникающий в неголономных координатах тензор кривизны в пространстве
Минковского также тождественно равен нулю. Однако этот нулевой тензор может быть
разбит на две ненулевые части, одна из которых выражается через символы Кристоф-
феля обычным образом, с использованием вместо частных производных производных по
направлениям, а другая зависит от характеристик движущейся среды [38], [39].

Cистемам отсчета в теории гравитации в научной литературе уделяется большое вни-
мание. Наиболее полно эти вопросы обсуждаются в монографиях В.И. Родичева [1], О.С.
Иваницкой [22] и Ю.С. Владимирова [23], где приводится и обширная библиография.

Предлагаемый нами подход отображения НСО из ИСО при заданной метрике и задан-
ному закону движения сплошной среды близок к теории хронометрических инвариантов
(ТХИ) А.Л. Зельманова [24] и его монадному обобщению [23]. Суть метода отображения
НСО из ИСО состоит в отыскании правил преобразования геометрических объектов, за-
данных в галилеевых координатах пространства Минковского (переменных Эйлера), через
аффинные реперы лагранжевой сопутствующей НСО. "Пространственные"реперы такой
НСО лежат в гиперповерхностях, ортогональных мировым линиям частиц среды, (него-
лономных при наличии вращений), а временные векторы совпадают с полем 4 - скоростей
V µ, касательных мировым линиям.

Переходим к математической постановке задачи.

Пусть закон движения сплошной среды в произвольном силовом поле в пространстве
Минковского определяется уравнениями

xµ = Ψµ(yk̂, ξ0̂), (10.1)
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где xµ - эйлеровы координаты, а yk̂ - лагранжевы координаты, постоянные вдоль каж-
дой фиксированной мировой линии, (1/c)ξ0̂ - некоторый временной параметр, например,
собственное время. Условимся, что индексы µ принадлежат эйлеровым координатам, а ин-
дексы µ̂ - лагранжевым. Дифференцируя (10.1) по yk̂ и ξ0̂, в каждой точке пространства-
времени получим аффинный репер. Отметим, что временной ∂xµ/∂ξ0̂ и пространствен-
ные ∂xµ/∂yk̂ векторы в общем случае не ортогональны друг другу. Однако из соотно-
шения (10.1) могут быть построены реперы, у которых "временной"и "пространствен-
ные"векторы ортогональны, но эти реперы не являются результатом дифференцирования
4-радиуса вектора по лагранжевым координатам yk̂ и ξ0̂. Эти реперы неголономны, и со-
ответствующие им коэффициенты Ламе имеют вид

hµ

k̂
=

(
δµ
ε − V µVε

)
∂Ψε

∂yk̂
, hµ

0̂
=

∂Ψµ

∂ξ0̂
= V µ,

hk̂
µ =

∂yk̂

∂xµ
, h0̂

µ = Vµ. (10.2)

Для неголономных координат коэффициенты связности Γσ̂
α̂β̂

в пространстве Минковского
можно представить в виде [50]

Γσ̂
α̂β̂

= hσ̂
ε

∂̂hε
β̂

∂̂yα̂
= −hε

β̂

∂̂hσ̂
ε

∂̂yα̂
, (10.3)

где всюду в дальнейшем под символом ∂̂/∂̂yα̂ будем понимать производные по направле-
ниям, определяемые как

∂̂

∂̂y0̂
=

∂̂

∂̂ξ0̂
= V µ ∂

∂xµ
,

∂̂

∂̂yk̂
= hµ

k̂

∂

∂xµ
(10.4)

В формуле (10.3) предполагается, что в пространстве Минковского выбраны галилеевы
координаты. Для произвольных криволинейных координат формула для связности примет
вид

Γσ̂
α̂β̂

= −hε
β̂

∂̂hσ̂
ε

∂̂yα̂
+ Γµ

νλh
σ̂
µh

ν
β̂
hλ

α̂, (10.3a)

где Γµ
νλ - связность в пространстве Минковского. Из коэффициентов Ламе образуем объект

неголономности C σ̂
α̂β̂
.

C σ̂
α̂β̂.

= −Γσ̂
[α̂β̂]

=
1

2

(
hε

β̂

∂̂hσ̂
ε

∂̂yα̂
− hε

α̂

∂̂hσ̂
ε

∂̂yβ̂

)
=

1

2
hν

α̂hε
β̂

(
∂hσ̂

ε

∂xν
− ∂hσ̂

ν

∂xε

)
. (10.5)

Следуя Схоутену [50], для неголономных преобразований связность Γσ̂
α̂β̂

представим в
форме

Γσ̂
α̂β̂

=

{
σ̂

α̂β̂

}
+ T σ̂

α̂β̂
, T σ̂

α̂β̂
= −C σ̂

α̂β̂
+ gα̂ε̂g

σ̂ν̂C ε̂
β̂ν̂.

+ gβ̂ε̂g
σ̂ν̂C ε̂

α̂ν̂.. (10.6)

Если вычислить тензор Римана-Кристоффеля в пространстве Минковского, то он тожде-
ственно равен нулю. Ясно, что переход в лагранжеву сопутствующую НСО с помощью
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коэффициентов Ламе (10.2) не делает тензор кривизны отличным от нуля, а приводит к
тождеству [50]

R...µ̂

α̂β̂γ̂
= 2∂̂[α̂Γµ̂

β̂]γ̂
+ 2Γµ̂

[α̂|ε̂|Γ
ε̂
β̂]γ̂

+ 2C ε̂
α̂β̂

Γµ̂
ε̂γ̂ ≡ 0. (10.7)

Из (10.6) и (10.7) следует

R̂...µ̂

α̂β̂γ̂
= −2∇̂[α̂T µ̂

β̂]γ̂
− 2T µ̂

[α̂|ε̂|T
ε̂
β̂]γ̂
− 2C ε̂

α̂β̂
T µ̂

ε̂γ̂. (10.8)

В соотношении (10.8) тензор кривизны вычисляется с помощью символов Кристоффеля{
σ̂

α̂β̂

}
, полученных из метрических коэффициентов

ĝα̂β̂ = gµνh
µ
α̂hν

β̂
, ĝ0̂0̂ = 1, ĝ0̂k̂ = 0, (10.9)

где gµν - метрический тензор в эйлеровых координатах пространства Минковского. Симво-
лы Кристоффеля вычисляются обычным способом с заменой частных производных про-
изводными по направлениям, а оператор ∇̂α̂ вычисляется с помощью кристоффелевой
связности.

Таким образом неголономные преобразования привели к отличному от нуля тензору
кривизны, вычисляемому с помощью кристоффелевой части связности (10.6).

Как будет следовать далее из анализа уравнений движения, тензор кривизны R̂...µ̂

α̂β̂γ̂

можно назвать относительным тензором кривизны НСО.

Для неголономных координат имеют место следующие коммутационные соотношения
[50]

∂̂2

∂̂yβ̂∂̂yα̂
− ∂̂2

∂̂yα̂∂̂yβ̂
= 2C γ̂

α̂β̂

∂̂

∂̂yγ̂
. (10.10)

Конкретный вид объекта неголономности зависит от выбранных коэффициентов Ламе,
которые определяются в зависимости от выбора временного параметра вдоль мировых
линий частиц базиса. Например, если в качестве временного параметра выбрать собствен-
ное время, как это было сделано в (10.2), то вычисление объекта неголономности приводит
к соотношениям

C 0̂
k̂l̂

= Ωk̂l̂, 2C 0̂
0̂k̂

= Fk̂, C k̂
α̂β̂

= 0, (10.11)

где
Ωk̂l̂ = Ωµνh

µ

k̂
hν

l̂
, Fk̂ = Fµh

µ

k̂
. (10.12)

При получении (10.12) можно воспользоваться соотношениями (1.4) и (1.5), в которых
тензор угловой скорости вращения и вектор 4 - ускорения рассматриваются в эйлеровых
координатах пространства Минковского и проектируются с помощью параметров Ламе в
сопутствующую лагранжеву НСО. Для объекта неголономности (10.11) коммутационные
соотношения (10.10) сводятся к виду

∂̂2

∂̂yk̂∂̂y l̂
− ∂̂2

∂̂y l̂∂̂yk̂
= 2Ωl̂k̂

∂̂

∂̂y0̂
,

∂̂2

∂̂yk̂∂̂y0̂
− ∂̂2

∂̂y0̂∂̂yk̂
= Fk̂

∂̂

∂̂y0̂
. (10.13)

Коммутационные соотношения (10.13) эквивалентны коммутационным соотношениям ТХИ
Зельманова [54]. Из вида метрики (10.9), разложения (10.6) и коэффициентов Ламе (10.2)
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получаем




0̂

0̂0̂



 =





k̂

0̂0̂



 =





0̂

0̂k̂



 = 0,





0̂

k̂l̂



 = −Σk̂l̂,





k̂

n̂l̂



 = λk̂

n̂l̂
,





k̂

0̂n̂



 = Σk̂

n̂, T 0̂
0̂k̂.

= −Fk̂, T k̂
0̂0̂. = F k̂,

T k̂
m̂l̂.

= Tm̂l̂,k̂ = T 0̂
k̂0̂.

= 0, T k̂
0̂l̂.

= T k̂
l̂0̂

= Ωk̂
l̂.
, T 0̂

k̂l̂
= −Ωk̂l̂. (10.14)

Так как
Σk̂l̂ + Ωk̂l̂ = hν

k̂
hµ

l̂
∇µVν , (10.15)

то можно показать, дифференцируя по y0̂, что имеет место следующее кинематическое
тождество

∂̂

∂̂y0̂

(
Σk̂l̂ + Ωk̂l̂

)
≡ ĝm̂n̂

(
Σl̂n̂ + Ωl̂n̂

)(
Σk̂m̂ + Ωk̂m̂

)
+ ∇̂k̂Fl̂ − Fk̂Fl̂, (10.16)

откуда, альтернируя, имеем
∂̂

∂̂y0̂
Ωk̂l̂ ≡ ∇̂[k̂Fl̂]. (10.17)

Симметрирование выражения (10.16) дает

∂̂

∂̂y0̂
Σk̂l̂ ≡ ĝm̂n̂

(
Σl̂n̂ + Ωl̂n̂

)(
Σk̂m̂ + Ωk̂m̂

)
+ ∇̂(k̂Fl̂) − Fk̂Fl̂. (10.18)

Хотя относительный тензор кривизны НСО вычисляется с помощью символов Кристоф-
феля так же, как и обычный тензор кривизны в римановом пространстве, однако при
выражении связности через метрический тензор используются не обычные частные про-
изводные, а производные по направлениям. Поэтому относительный тензор кривизны об-
ладает специфическими особенностями, которые возникают из-за некоммутативности про-
изводных по направлениям. Например, известное тождество Риччи будет иметь вид

R̂...µ̂

α̂β̂,γ̂
+ R̂...µ̂

β̂γ̂,α̂
+ R̂...µ̂

γ̂α̂,β̂

= 2

[
C σ̂

α̂β̂.

{
µ̂

σ̂γ̂

}
+ C σ̂

β̂γ̂.

{
µ̂

σ̂α̂

}
+ C σ̂

γ̂α̂.

{
µ̂

σ̂β̂

}]
(10.18a)

Для тождества Бианки имеем выражение

∇̂ε̂R̂
...µ̂

α̂β̂,γ̂
+ ∇̂α̂R̂...µ̂

β̂ε̂,γ̂
+ ∇̂β̂R̂...µ̂

ε̂α̂,γ̂

= 2C σ̂
ε̂α̂.R̂

...µ̂

β̂σ̂,γ̂
+ 2C σ̂

α̂β̂.
R̂...µ̂

ε̂σ̂,γ̂ + 2C σ̂
β̂ε̂.

R̂...µ̂
α̂σ̂,γ̂, (10.19)

для доказательства которого удобно перейти в локально геодезическую систему коорди-
нат.
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Тензор кривизны (10.8) можно представить в другой эквивалентной форме

R̂...µ̂

α̂β̂,γ̂
= 2∂̂[α̂





µ̂

β̂]γ̂



 + 2

{
µ̂

[α̂|ε̂|

} 



ε̂

β̂]γ̂



 + 2C ε̂

α̂β̂.

{
µ̂

ε̂γ̂

}

≡ K ...µ̂

α̂β̂,γ̂
+ 2C ε̂

α̂β̂.

{
µ̂

ε̂γ̂

}
. (10.20)

K ...µ̂

α̂β̂,γ̂
не является тензором относительно голономных преобразований лагранжевых

переменных, хотя по виду не отличается от обычного тензора кривизны. Однако замена
частных производных производными по направлениям приводят к изменению трансфор-
мационных свойств.

Так как мы рассматриваем два рода ковариантных производных ∇̂α̂ и ∇̃α̂, вычисляе-
мых соответственно с помощью кристоффелевой части связности (10.6) и полной неголо-
номной связности (10.3), то должны выполняться условия согласования. Можно доказать,
что таким условием согласования является непосредственно проверяемое соотношение

∇̃α̂ĝβ̂γ̂ = ∇̂α̂ĝβ̂γ̂ = 0. (10.21)

Проведем дальнейший анализ относительного тензора кривизны. Рассмотрим выражение

0 = ∇̂[α̂∇̂µ̂]ĝλ̂ν̂ = C γ̂
µ̂α̂.

∂̂ĝλ̂ν̂

∂̂yγ̂
−Kα̂µ̂,(λ̂ν̂). (10.22)

Используя (10.20), находим
R̂α̂β̂,(γ̂µ̂) = 0. (10.23)

Свертывая (10.18) по µ̂ и γ̂, получим

R̂[α̂β̂] = C σ̂
α̂β̂.

{
µ̂

σ̂µ̂

}
+ C σ̂

β̂γ̂.

{
γ̂

σ̂α̂

}
+ C σ̂

γ̂α̂.

{
γ̂

σ̂β̂

}
. (10.24)

Из (10.25) следует, что относительный тензор Риччи не является симметричным. Отсут-
ствие симметрии тензора Риччи косвенно связано с тем, что

R̂α̂β̂,γ̂µ̂ 6= R̂γ̂µ̂,α̂β̂. (10.25)

Образуем тензор, обладающий такими же свойствами симметрии, как и обычный тензор
Римана-Кристоффеля. Для этого построим тензор

R̃α̂β̂,γ̂µ̂ =
1

2

(
R̂α̂β̂,γ̂µ̂ + R̂γ̂µ̂,α̂β̂

)
, (10.26)

обладающий такими же свойствами симметрии, как и тензор Римана-Кристоффеля. Вос-
пользуясь предыдущими формулами, можно показать, что построенный тензор удовле-
творяет обычному тождеству Риччи

R̃α̂β̂,γ̂µ̂ + R̃β̂γ̂,α̂µ̂ + R̃γ̂α̂,β̂µ̂ = 0, (10.27)
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из которого вытекает симметрия тензора Риччи R̃α̂β̂. Отметим равенство

R̂β̂µ̂,γ̂α̂ − R̂γ̂α̂,β̂µ̂ = C 0̂
γ̂β̂.

∂̂ĝµ̂α̂

∂̂y0̂
+

+C 0̂
β̂α̂.

∂̂ĝγ̂µ̂

∂̂y0̂
+ C 0̂

µ̂γ̂.

∂̂ĝβ̂α̂

∂̂y0̂
+ C 0̂

α̂µ̂.

∂̂ĝβ̂γ̂

∂̂y0̂
. (10.28)

Вычисление компонент тензора кривизны R̃α̂β̂,γ̂µ̂ дает

R̃âb̂,ĉq̂ = Ωq̂b̂Ωâĉ − Ωq̂âΩb̂ĉ − 2Ωâb̂Ωĉq̂,

R̃âb̂,ĉ0̂ = 2∇̂[âΩb̂]ĉ + 2Ωâb̂Fĉ − 1

2
Fb̂Σâĉ +

1

2
FâΣĉb̂,

R̃0̂b̂,ĉ0̂ = Fb̂Fĉ − ∇̂(b̂Fĉ) − 2Σn̂
(b̂
Ωĉ)n̂ + Ωn̂ĉΩ

n̂
b̂.
. (10.29)

Пространственные компоненты относительного тензора кривизны могут быть представ-
лены в форме

R̃âb̂,ĉq̂ = R̆âb̂,ĉq̂ − 2Σq̂[âΣb̂]ĉ, (10.30)

где R̆âb̂,ĉq̂ - трехмерный тензор кривизны на гиперповерхности ортогональной мировым ли-
ниям частиц среды. Эта гиперповерхность неголономна при наличии вращений. Из (10.29)
и (10.30) находим

R̆âb̂,ĉq̂ = 2Σq̂[âΣb̂]ĉ + Ωq̂b̂Ωâĉ − Ωq̂âΩb̂ĉ − 2Ωâb̂Ωĉq̂. (10.31)

При отсутствии вращений (10.31) переходит в выражение полученное ранее автором из
других соображений [46].

Введем ряд полезных в дальнейшем тождеств

V̂α̂ = hµ
α̂Vµ = δ0̂

α̂, ∇̃[α̂∇̃β̂]V̂γ̂ = 0 =

= ∇̂[α̂∇̃β̂]V̂γ̂ − T ε̂
[α̂β̂].

∇̃ε̂V̂γ̂ − T ε̂
[α̂|γ̂|.∇̃β̂]V̂ε̂,

∇̃k̂V̂l̂ = Σk̂l̂ + Ωk̂l̂, ∇̃0̂V̂l̂ = Fl̂, ∇̃k̂V̂0̂ = ∇̃0̂V̂0̂ = 0. (10.32)

Из (10.32) следует
∇̂[âΣb̂]ĉ + ∇̂[âΩb̂]ĉ = −Ωâb̂Fĉ. (10.33)

Произведя циклическую перестановку индексов â, b̂, ĉ в (10.33), получим два дополни-
тельные тождества, складывая которые с (10.33), имеем тождество

∇̂âΩb̂ĉ + ∇̂b̂Ωĉâ + ∇̂ĉΩâb̂ + FâΩb̂ĉ + Fb̂Ωĉâ + FĉΩâb̂ ≡ 0. (10.34)

Аналогичное тождество получено в работе [24]. Используя выражения (10.18) и (10.33),
запишем (10.29) в виде

R̃âb̂,ĉ0̂ = −∇̂[âΣb̂]ĉ −
1

2
Fb̂Σâĉ +

1

2
FâΣĉb̂,

R̃0̂b̂,ĉ0̂ = − ∂̂Σb̂ĉ

∂̂y0̂
+ Σn̂

ĉ Σb̂n̂. (10.35)
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Из (10.29) и (10.35) следует, что для жестких в смысле Борна безвихревых НСО относи-
тельный тензор кривизны равен нулю. Для компонент тензора Риччи имеем 1

R̃b̂ĉ = − ∂̂Σb̂ĉ

∂̂y0̂
+ Σn̂

n̂Σb̂ĉ + 2Σn̂
ĉ Σb̂n̂ + R̆b̂ĉ

≡ Fb̂Fĉ − ∇̂(b̂Fĉ) − 2Σn̂
(b̂
Ωĉ)n̂ + Ωn̂b̂Ω

n̂
ĉ.,

R̃b̂0̂ = −∇̂âΩ
â
b̂.
− 2Ωâb̂F

â − 1

2
FâΣâb̂ +

1

2
Fb̂Σ

ĉ
ĉ

≡ ∇̂âΣ
â
b̂
− ∇̂b̂Σ

â
â +

1

2
Fb̂Σ

â
â −

1

2
F âΣâb̂,

R̃0̂0̂ = − ∂̂Σb̂
b̂

∂̂y0̂
− Σn̂ĉΣ

n̂ĉ ≡ Fn̂F n̂ − ∇̂n̂F n̂ + Ωn̂b̂Ω
b̂n̂. (10.36)

Для скалярной кривизны получим

R̃ = 2Fn̂F
n̂ − 2∇̂n̂F n̂ − Ωn̂b̂Ω

b̂n̂. (10.37)

Из тождества (10.19) найдем укороченное тождество Бианки.

∇̂α̂

(
R̃ε̂α̂ − 1

2
ĝε̂α̂R̃

)
= −∇̂α̂R̂[ε̂α̂]

+2C ε̂
.α̂σ̂

(
R̂σ̂α̂ + R̂[σ̂α̂]

)
+ Cβ̂α̂,σ̂R̂

ε̂σ̂,β̂α̂. (10.38)

Из выражения (10.38) видно, что тензор Эйнштейна для НСО, стоящий в круглых скоб-
ках в левой части равенства, существенно отличается от тензора Эйнштейна в ОТО, для
которого правая часть равенства тождественно равна нулю.

Сравним полученные результаты с результатами А.Л. Зельманова [24], введя для удоб-
ства сравнения обозначения, используемые в [24].

ĝâb̂ = −hab, Σâb̂ = −1

c
Dab, Ωĉα̂ = −Aca, Σâ

â =
1

c
D,

Σn̂
ĉ =

1

c
Dn

c , Ωα̂
ĉ. =

1

c
Aa

c., Fb̂ =
1

c2
Fb, F â = − 1

c2
F a,

∂̂

∂̂yk̂
=

∗∂
∂xk

,
∂̂

∂̂y0̂
=

1

c

∗∂
∂t

. (10.38a)

Используя соотношения (10.36), получим следующие тождества в обозначениях Зель-
манова

∗∂Dik

∂t
−

(
Dij + Aij

)(
Dj

k + Aj
k.

)
+ DDik −DijD

j
k

+3AijA
j
k. + ∇̂(iFk) − 1

c2
FiFk + c2R̆ik ≡ 0,

∇̂j

(
hijD −Dij − Aij

)
+

2

c2
FiA

ij ≡ 0,

1Отметим во избежание недоразумений, что тензоры кривизны разными авторами определяются с
точностью до знака. Например, в [7] и [25] тензоры кривизны совпадают и отличаются знаком от тензора
кривизны, используемого нами в этом разделе на основе [50]. Тензор Риччи в [50], [25] и нашем случае
получается при помощи свертки по первому и четвертому индексам, а в [7] производится свертка по
первому и третьему индексам. Поэтому тензоры Риччи и скалярная кривизна в [7], [50] и в нашем случае
совпадают, а от [25] отличаются знаком.
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∗∂D

∂t
+ DjkD

kj + AjkA
kj + ∇̂jF

j − 1

c2
FjF

j ≡ 0. (10.39)

Левые части тождеств в (10.39) представляют компоненты тензора Риччи, задающие ле-
вую часть уравнений Эйнштейна в ТХИ. В нашем случае эти компоненты равны нулю.
Полученный результат не является неожиданным. Исходное пространство, в котором изу-
чалось движение сплошной среды, было плоским пространством Минковского. Возник-
новение отличного от нуля относительного тензора кривизны обусловлено разделением
нулевого неголономного тензора кривизны плоского пространства-времени на две ненуле-
вых части.

Если бы исходное пространство было римановым, что имеет место в ОТО, то в левой
части равенства (10.8) добавился бы тензор кривизны исходного пространства, заданный
в неголономной сопутствующей лагранжевой НСО. Это должно было привести и к из-
менению некоторых кинематических тождеств. В частности, в правой части тождества
(10.33) добавится член

∇̃[â∇̃b̂]V̂ĉ = −1

2
R0̂

âb̂,ĉ.
.

Произведя в новом тождестве свертку по â и ĉ, поднимая индекс b̂, получим выражение
Rb̂0̂ компоненты тензора Риччи в теории Зельманова.

Целью предлагаемого в этом разделе исследования является выделение вклада в кри-
визну пространства-времени, обусловленного неинерциальностью наблюдателей, движу-
щихся вместе с средой в произвольном силовом поле. Так как поле 4-скоростей Vµ по-
явилось, как результат интегрирования релятивистского уравнения движения сплошной
среды в плоском пространстве- времени, то разложение (1.1) выступает в качестве мате-
матического тождества. Хотя закон движения сплошной среды в переменных Лагранжа
(10.1) голономен, однако "пространственные"векторы аффинных реперов, соединяющие
соседние лагранжевы частицы, не могут появиться как результат дифференцирования
4-радиуса вектора xµ по лагранжевым координатам yk̂, так как гиперповерхность одно-
временных событий, когда в качестве временного параметра используется собственное
время, не ортогональна мировым линиям частиц среды. Поэтому из физического требова-
ния "размещения"пространственных реперов на ортогональной мировым линиям гипер-
поверхности, возникает отличный от нуля объект неголономности.

Вид объекта неголономности зависит и от выбора временного параметра. Для элемента
интервала с помощью (1.10) и (9.10) находим

dS2 = dy0̂
2
+ g∗µν

∂Ψµ

∂yn̂

∂Ψν

∂yk̂
dyn̂dyk̂, g∗µν = gµν − VµVν . (10.40)

g∗µν - проекционный оператор в пространстве Минковского, проектирующий тензоры на
ортогональную мировым линиям частиц базиса гиперповерхность.

dy0̂ = dξ0̂ + Vµ
∂Ψµ

∂yn̂
dyn̂ = Vµdxµ. (10.41)

Из (10.41) видно, что dy0̂ не является полным дифференциалом, т.е. y0̂ - неголономная
координата.

Элемент интервала (10.40) эквивалентен разбиению в сопутствующей НСО четырех-
мерного интервала на две части, одна из которых dy0̂ = Vµdxµ есть элемент времени
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наблюдателя, движущегося вместе с средой, а другая - элемент трехмерного интервала
на ортогональной мировым линиям частиц среды гиперповерхности. Аналогичное раз-
биение приводится в [24] и [40]. Так как в сопутствующей НСО справедливы очевидные
соотношения

V k̂ = hk̂
µV

µ =
dyk̂

dξ0̂
= 0,

Vk̂ = Vµ
∂Ψµ

∂yk̂
= gk̂α̂V α̂ = gk̂0̂V

0̂ =
gk̂0̂√
g0̂0̂

, (10.42)

то элемент пространственного интервала в лагранжевой сопутствующей НСО имеет вид

dl2 =
(

gn̂0̂gk̂0̂

g0̂0̂

− gn̂k̂

)
dyn̂dyk̂. (10.43)

Элемент интервала (10.43) совпадает с хорошо известным соотношением [7]. Отметим,
что соотношения (10.42) и (10.43) являются общими и не зависят от конкретного вида
параметров Ламе (10.2).

Построенный нами относительный тензор кривизны является тензором относитель-
но неголономных преобразований. Представляет интерес построить относительный тен-
зор кривизны, который соответствует обычному общековариантному тензору Римана-
Кристоффеля относительно произвольных голономных преобразований.

В согласии с (10.6) неголономная связнось раскладывается на кристоффелеву часть
связности и сумму объектов неголономности. При этом кристоффелева часть связности
вычисляется через метрический тензор (10.9) по формуле

{
σ̂

α̂β̂

}
=

1

2
ĝσ̂γ̂(∂̂α̂ĝβ̂γ̂ + ∂̂β̂ ĝγ̂α̂ − ∂̂γ̂ ĝα̂β̂),

∂̂α̂ ≡ ∂̂

∂̂yα̂
. (10.44)

Очевидно, что связность (10.44) отличается от обычной голономной связности тем, что
в связности (10.44) вместо частных производных стоят производные по направлениям.
Исходя из определения производной по направлениям, имеем c использованием (10.2)

∂̂α̂ = hµ
α̂

∂

∂xµ
=

∂

∂yα̂
+ Lα̂

∂

∂s
, Lα̂ ≡ V̂α̂ − Vα̂,

V̂α̂ = hµ
α̂Vµ = δ0̂

α̂, Vα̂ = Vµ
∂xµ

∂yα̂
, (10.45)

где дифференцирование по y0̂ эквивалентно дифференцированию по ξ0̂ или по длине s
вдоль мировых линий базиса.

Из (10.45) следует, что L0̂ = 0.
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Из (10.6) и (10.45) находим
{
α̂β̂, γ̂

}
= Γ̃α̂β̂,γ̂ + T̃α̂β̂γ̂, T̃α̂β̂γ̂ = Lβ̂Σγ̂α̂ + Lα̂Σγ̂β̂ − Lγ̂Σα̂β̂,

Σγ̂α̂ =
1

2

∂ĝα̂β̂

∂s
, Σ0̂0̂ = Σ0̂k̂ = 0, (10.46)

где Γ̃α̂β̂,γ̂ - голономная кристоффелева связность, вычисляемая по метрике (10.9). На ос-
нове проведенного анализа неголономная связность, определяемая разложением (10.6),
может быть представлена в виде

Γσ̂
α̂β̂

= Γ̃σ̂
α̂β̂

+ Πσ̂
α̂β̂

, Πσ̂
α̂β̂

= T σ̂
α̂β̂

+ T̃ σ̂
α̂β̂

. (10.47)

Заменив в формуле (10.7) неголономную связность Γσ̂
α̂β̂

на сумму связностей из (10.47),
получим с учетом (10.45) и (10.6) разложение

R...µ̂

α̂β̂γ̂
= 2∂[α̂Γ̃µ̂

β̂]γ̂
+ 2∂[α̂Πµ̂

β̂]γ̂

+2L[α̂

∂Γµ̂

β̂]γ̂

∂s
+ 2Γµ̂

[α̂|ε̂|Γ
ε̂
β̂]γ̂

+ 2C ε̂
α̂β̂

Γµ̂
ε̂γ̂ ≡ 0. (10.48)

Из разложения (10.48) можно выделить в явном виде член вида

K̃ ...µ̂

α̂β̂γ̂
= 2∂[α̂Γ̃µ̂

β̂]γ̂
+ 2Γ̃µ̂

[α̂|ε̂|Γ̃
ε̂
β̂]γ̂

, (10.49)

который соответствует обычному общековариантному относительно голономных преобра-
зований тензору Римана-Кристоффеля. Из (10.48) и (10.49) имеем

−K̃ ...µ̂

α̂β̂γ̂
= 2∇[α̂Πµ̂

β̂]γ̂
+ 2Πµ̂

[α̂|ε̂|Π
ε̂
β̂]γ̂

+ 2C ε̂
α̂β̂

Γµ̂
ε̂γ̂ + 2L[α̂

∂Γµ̂

β̂]γ̂

∂s
. (10.50)

По поводу формулы (10.50) необходимо сделать следующие замечания:

1. Ковариантная производная в правой части (10.50) вычисляется обычным образом
(как для тензора) по голономной кристоффелевой связности от объекта Πσ̂

α̂β̂
, который не

является тензором относительно голономных преобразований.

2. Все величины, входящие в правую часть равенства (тождества) (10.50), также не
являются тензорами относительно голономных преобразований, однако их комбинация
является общековариантным тензором.

Таким образом, в лагранжевой сопутствующей системе отсчета можно ввести в общей
координации три связности: абсолютную неголономную связность Γµ̂

ε̂γ̂, вычисляемую по

формуле (10.3), относительную неголономную связность
{

σ̂

α̂β̂

}
, задаваемую с помощью

разложения (10.6) и относительную голономную связность Γ̃α̂β̂,γ̂, получаемую из разложе-
ния (10.46).

Ясно, что это возможно только в том случае, если ковариантные производные от мет-
рического тензора (10.9) для каждой из связностей равны нулю. Докажем, что это именно
так. Используя формулы (10.3) и (10.9), подставляя их в выражение

∇̃µ̂ĝα̂β̂ = ∂̂µ̂ĝα̂β̂ − Γν̂
µ̂α̂ĝν̂β̂ − Γν̂

µ̂β̂
ĝα̂ν̂ , (10.51)
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убеждаемся, что ∇̃µ̂ĝα̂β̂ ≡ 0.

Используя разложение (10.6) находим с помощью (10.51)

∇̂µ̂ĝα̂β̂ = ∇̃µ̂ĝα̂β̂ + T ν̂
µ̂α̂ĝν̂β̂ + T ν̂

µ̂β̂
ĝα̂ν̂ . (10.52)

Так как сумма двух тензоров аффинной деформации связности 2 в последней формуле
дает ноль, то ∇̂µ̂ĝα̂β̂ = ∇̃µ̂ĝα̂β̂ = 0. Наконец из равенства

∇µ̂ĝα̂β̂ = ∇̂µ̂ĝα̂β̂ + T ∗
µ̂α̂,β̂

+ T ∗
µ̂β̂,α̂

− 2Lµ̂Σα̂β̂,

T ∗
µ̂α̂,β̂

= Lµ̂Σα̂β̂ + Lα̂Σµ̂β̂ − Lβ̂Σµ̂α̂ (10.53)

следует, что
T ∗

µ̂α̂,β̂
+ T ∗

µ̂β̂,α̂
− 2LµΣα̂β̂ = 0. (10.54)

Поэтому имеем окончательно

∇̃µ̂ĝα̂β̂ = ∇̂µ̂ĝα̂β̂ = ∇µ̂ĝα̂β̂ = 0. (10.55)

Развитый в этом параграфе математический аппарат, описывающий свойства лагран-
жевых сопутствующих систем отсчета с заданным законом движения (10.1), предполагал,
что в (10.1) в качестве временного параметра фигурировало собственное время. Однако
часто при описании перехода из ИСО в НСО используется другой временной параметр,
например, время ИСО. Поэтому интересно разработать такой аппарат, который был бы
пригоден для произвольного временного параметра. Будем считать, в (10.1), что ξ0̂ - про-
извольный временной параметр. Для 4 - скорости V µ в переменных Лагранжа справедливо
соотношение

V µ = Θ
∂Ψµ

∂ξ0̂
, (10.56)

где множитель Θ определяется из условия нормировки 4 - скорости на единицу.

Θ2 =
1

gµν
∂Ψµ

∂ξ0̂

∂Ψν

∂ξ0̂

, (10.57)

Cоответствующие коэффициенты Ламе имеют вид

hµ

k̂
=

(
δµ
ε − V µVε

)
∂Ψε

∂yk̂
, hµ

0̂
=

∂Ψµ

∂ξ0̂
=

V µ

Θ
,

hk̂
µ =

∂yk̂

∂xµ
, h0̂

µ = ΘVµ. (10.58)

Для неголономных координат коэффициенты связности Γσ̂
α̂β̂

в пространстве Минковского
можно представить в виде (10.3) и разложения (10.6) Из коэффициентов Ламе образуем
объект неголономности C σ̂

α̂β̂
(10.5). Конкретный вид объекта неголономности зависит от

2Отметим, что в отличие от Πµ̂

β̂γ̂
объекты T µ̂

β̂γ̂
являются тензорами относительно неголономных преоб-

разований. Для доказательства достаточно вычислить ковариантные производные произвольного вектора
по связностям Γµ̂

ε̂γ̂ и
{

µ̂

ε̂γ̂

}
и произвести вычитание одной производной из другой.
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выбранных коэффициентов Ламе, которые определяются в зависимости от выбора вре-
менного параметра вдоль мировых линий частиц базиса. Для случая (10.58) находим

C 0̂
k̂l̂

= ΘΩk̂l̂, 2C 0̂
0̂k̂

= Fk̂ −
∂̂ ln Θ

∂̂yk̂
, C k̂

α̂β̂
= 0, (10.59)

где
Ωk̂l̂ = Ωµνh

µ

k̂
hν

l̂
, Fk̂ = Fµh

µ

k̂
. (10.60)

Метрические коэффициенты для параметров Ламе (10.58), имеют вид

ĝα̂β̂ = gµνh
µ
α̂hν

β̂
, ĝ0̂0̂ =

1

Θ2
, ĝ0̂k̂ = 0, (10.61)

где gµν - метрический тензор в эйлеровых координатах пространства Минковского. Симво-
лы Кристоффеля вычисляются обычным способом с заменой частных производных про-
изводными по направлениям, а оператор ∇̂α̂ вычисляется с помощью кристоффелевой
связности. Коммутационные соотношения для производных по направлениям даются об-
щими формулами, (10.10), которые для нашего случая дают

∂̂2

∂̂yk̂∂̂y l̂
− ∂̂2

∂̂y l̂∂̂yk̂
= 2ΘΩl̂k̂

∂̂

∂̂y0̂
= 2Ωl̂k̂

∂

∂s
,

∂̂2

∂̂yk̂∂̂y0̂
− ∂̂2

∂̂y0̂∂̂yk̂
=

(
Fk̂ −

∂̂ ln Θ

∂̂yk̂

)
∂̂

∂̂y0̂
=

1

Θ

(
Fk̂ −

∂̂ ln Θ

∂̂yk̂

)
∂

∂s
. (10.62)

Для компонент тензора аффинной деформации связности находим

T0̂k̂,0̂ = −
(
Fk̂ −

∂̂ ln Θ

∂̂yk̂

)
1

Θ2
, T0̂0̂,k̂ =

(
Fk̂ −

∂̂ ln Θ

∂̂yk̂

)
1

Θ2
,

Tm̂l̂,k̂ = Tk̂0̂,0̂ = 0, T0̂l̂,k̂ = Tl̂0̂,k̂ =
1

Θ
Ωl̂k̂, Tk̂l̂,0̂ = − 1

Θ
Ωk̂l̂. (10.63)

Построение относительного неголономного и голономного тензора кривизны производится
по тем же правилам, что и ранее. Производные по направлениям связаны с частными
производными формулой

∂̂α̂ = hµ
α̂

∂

∂xµ
=

∂

∂yα̂
+ Lα̂

∂

∂ξ0̂
,

Lα̂ ≡
(
δ0̂
α̂ −ΘVα̂

)
, Vα̂ = Vµ

∂xµ

∂yα̂
. (10.64)

В согласии с (10.6) неголономная связнось раскладывается на кристоффелеву часть связ-
ности и сумму объектов неголономности. При этом кристоффелева часть связности вы-
числяется через метрический тензор (10.9) по формуле (10.44) Очевидно, что связность
(10.44) отличается от обычной голономной связности тем, что в связности (10.44) вме-
сто частных производных стоят производные по направлениям. Исходя из определения
производной по направлениям, c использованием (10.2) и (10.64) находим

{
α̂β̂, γ̂

}
= Γ̃α̂β̂,γ̂ + T̃α̂β̂γ̂,

T̃α̂β̂γ̂ =
1

Θ

[
Lβ̂Σγ̂α̂ + Lα̂Σγ̂β̂ − Lγ̂Σα̂β̂

]
,
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Σγ̂α̂ =
1

2
Θ

∂ĝα̂β̂

∂ξ0̂
, Σ0̂0̂ = Σ0̂k̂ = 0, (10.65)

где Γ̃α̂β̂,γ̂ - голономная кристоффелева связность, вычисляемая по метрике (10.61), для
которой имеем

Γ̃0̂,k̂l̂ = −1

2

∂ĝk̂l̂

∂ξ0̂
, Γ̃0̂,0̂l̂ =

1

2

∂ĝ0̂0̂

∂y l̂
, Γ̃0̂,0̂0̂ =

1

2

∂ĝ0̂0̂

∂y0̂
,

Γ̃n̂,0̂l̂ =
1

2

∂ĝn̂l̂

∂y0̂
, Γ̃n̂,0̂0̂ = −1

2

∂ĝ0̂0̂

∂yn̂
, Γ̃n̂

k̂l̂
= Λ̃n̂

k̂l̂
, (10.65a)

где Λ̃n̂
k̂l̂

трехмерные символы Кристоффеля, образованные из трехмерного тензора γ̂k̂l̂ =
−ĝk̂l̂.

Относительный голономный тензор кривизны может быть вычислен по формулам
(10.49) или (10.50). Расчет по формуле (10.49) приводит к соотношениям

−K̃0̂k̂,l̂m̂ =
√

ĝ0̂0̂(∇m̂Σk̂l̂ −∇l̂Σk̂m̂),

K̃îk̂,l̂m̂ = Pîk̂,l̂m̂ − (Σk̂l̂Σîm̂ − Σk̂m̂Σîl̂),

−K̃0̂k̂,0̂m̂ = −ĝ0̂0̂

(
∂Σk̂m̂

∂s
− ĝq̂r̂Σk̂q̂Σm̂r̂

)

−1

2

[
∂2ĝ0̂0̂

∂yk̂∂ym̂
− 1

2
ĝ0̂0̂∂ĝ0̂0̂

∂y l̂

∂ĝ0̂0̂

∂ym̂
− Λn̂

k̂m̂

∂ĝ0̂0̂

∂yn̂

]
. (10.65b)

Как следует из (10.65), для жестких в смысле Борна движений ( т.е. при Σα̂β̂ = 0) го-
лономные и неголономные символы Кристоффеля совпадают, однако относительные него-
лономные и голономные тензоры кривизны отличны друг от друга за счет неголономной
добавки (см. (10.20)).

В качестве примера рассмотрим движение классически жесткого тела с законом дви-
жения

xa =
∫ t

0
v(τ) dτ + ya, x0 = ct = ξ0̂. (10.66)

Здесь в качестве временного параметра ξ0̂ выбрано время ИСО. Элемент относительного
интервала может быть построен из метрических коэффициентов (10.61)

dS̃2 =
1

Θ2
dξ0̂

2
+ g∗µν

∂Ψµ

∂yn̂

∂Ψν

∂yk̂
dyn̂dyk̂, g∗µν = gµν − VµVν . (10.67)

g∗µν - проекционный оператор в пространстве Минковского, проектирующий тензоры на
ортогональную мировым линиям частиц базиса гиперповерхность.

Относительный элемент интервала dS̃2 отличается от абсолютного элемента интер-
вала (10.40) нормирующим множителем перед временным коэффициентом и, что более
существенно, вместо неголономного элемента dy0̂, определяемого из (10.41), входит голо-
номный элемент dξ0̂ = cdt. Ясно, что абсолютный и относительный интервалы не равны
по величине. Использование метрики для абсолютного интервала, полученного с помощью
неголономных преобразований, приводит к нулевому неголономному тензору кривизны,
из которого с помощью процедуры, разобранной выше, получаются отличные от нуля
неголономные и голономные тензоры кривизны.
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Нормирующий множитель 1/Θ2 можно вычислить по формуле (10.57). Использование
закона движения (10.66) приводит квадрат элемента интервала (10.66) к виду

dS̃2 =
1

V 2
0

dx02 − (δnk + VnVk)dyndyk. (10.68)

Cоотношение (10.68) из других соображений было получено ранее В.И. Родичевым [1], в
которое вместо лагранжевых координат yk входили эйлеровы координаты k и движение
не считалось обязательно классически жестким.

Для частного случая падения в центрально-симметричном поле Солнца из бесконечно-
сти жесткого ящика, имеющего на бесконечности нулевую скорость, формула для интер-
вала, аналогичная (10.68), приведена в известной книге А. Зоммерфельда [83] со ссылкой
на неопубликованную работу Ленца. Исходя из этой формулы, Зоммерфельд получил ин-
тервал в форме Шварцшильда, используя в первом приближении закон Ньютона.

Интервал (10.68) в форме Родичева можно получить из интервала (10.67) и для про-
извольного закона движения сплошной среды вида

xa = Ψa(yk̂, x0), x0 = ct = ξ0̂, (10.69)

если ввести следующее обозначение [38]

∂Ψk

∂yn̂
dyn̂ = dXk, (10.70)

которое означает, что элемент, соединяющий две близкие лагранжевы частицы, рассмат-
ривается в координатах Эйлера в фиксированный момент времени t. Именно так посту-
пают в классической механике сплошных сред при выводе тензора деформаций в лагран-
жевой сопутствующей СО.

Для произвольного движения сплошной среды в виде (10.69) элемент относительного
интервала в переменных Лагранжа имеет вид

dS̃2 =
1

V 2
0

dξ0̂
2 − (δmn + VmVn)

∂Ψm

∂y l̂

∂Ψn

∂yk̂
dy l̂dyk̂. (10.71)

Рассмотрим некоторые частные случаи СО, реализуемых с помощью закона движения
(10.69) и метрики (10.71)

1. Равномерно вращающаяся СО.

В отличие от релятивистской жесткой НСО, рассмотренной в предыдущем разделе, и
реализуемой в римановом пространстве-времени, будем следовать стандартному методу
перехода [7].

Выберем неподвижную систему отсчета, в которой введем цилиндрические координаты
r0, ϕ0, z0, t0 и перейдем к вращающейся системе отсчета r, ϕ, z, t согласно формулам:

r0 = r, ϕ0 = ϕ + Ωt, z0 = z, t0 = t,

где угловая скорость вращения Ω относительно оси z считается постоянной.
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Перейдя от галилеевых координат в (10.71) к цилиндрическим, получим выражение
для относительного интервала во вращающейся НСО в виде. Элемент интервала имеет
вид

dS̃2 =
(
1− Ω2r2

c2

)
c2dt2 − dr2 − r2dϕ2

1− Ω2r2

c2

− dz2. (10.72)

Для сравнения приводим величину интервала при стандартном рассмотрении

dS2 =
(
1− Ω2r2

c2

)
c2dt2 − 2Ωr2dϕdt− dz2 − r2dϕ2 − dr2. (10.73)

Обе формулы справедливы, если rΩ/c < 1 и удовлетворяют критерию жесткости как клас-
сическому, так и релятивистскому (в смысле Борна). Однако между метриками имеется
существенное различие: метрика (10.72) реализуется в римановом пространстве времени,
а метрика (10.73) - в плоском пространстве Минковского. При t = const метрика (10.72)
соответствует элементу "физического"пространственного интервала во вращающейся си-
стеме отсчета в согласии с формулой (10.43). В (10.72) в отличие от (10.73) отсутствуют
g0k компоненты метрического тензора, что означает возможность синхронизовать часы
вдоль любого замкнутого контура [7].

Связь между истинным τ временем и временем пространства Минковского t у обеих
метрик одинакова.

dτ 2 =
(
1− Ω2r2

c2

)
dt2 (10.74)

Обе метрики, в отличие от релятивистской жесткой НСО, справедливы лишь для конеч-
ных расстояний от оси вращения.

Метрика (10.72) допускает простое геометрическое толкование.

Элемент относительного интервала, так же как и в ИСО в декартовых координатах,
определяется по теореме Пифагора для псевдориманова пространства времени: из квад-
рата собственного времени (умноженного на квадрат скорости света) вычитается квадрат
элемента "физической"длины.

2. Релятивистская (нежесткая) равноускоренная НСО.

Как доказано в главе 1, в пространстве Минковского не существует такого закона
движения, который бы приводил к одновременному выполнению двух условий: реляти-
вистской жесткости и равноускоренности. Поэтому в качестве равноускоренной СО рас-
смотрим движение заряженной пыли в постоянном электрическом поле, приводящей к
метрике Логунова (2.7), (2.8).

Подстановка закона движения (2.5) в формулу (10.71) (заменив в (10.71) yk̂ → yk)
приводит к элементу интервала в виде

dS̃2 =
c2dt2

1 + a0
2t2/c2

− (1 + a0
2t2/c2)(dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2. (10.75)

Подстановка закона движения (2.6) в (10.71) (c заменой Θ = 1, t → τ) приводит к квадрату
интервала

dS̃2 = c2dτ 2 − cosh2
(

a0τ

c2

)
(dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2. (10.76)
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Формула (10.75) была получена из других соображений В.И. Родичевым [1], правда, в
координатах Эйлера, а не Лагранжа, как в нашем случае. Ясно, что (10.76) может быть
получена из (10.75) простым преобразованием времени, которое в согласии с (2.6) опреде-
ляется равенством t = (c/a0) sinh(a0τ/c).

Анализ формул (10.75) и (10.76) и сравнение с аналогичными соотношениями (2.7) и
(2.8) показывает, что элементы относительных интервалов (как и в случае вращатель-
ного движения) вычисляются в согласии с теоремой Пифагора для псевдориманова про-
странства, когда из квадрата собственного времени (умноженного на квадрат скорости
света) вычитается квадрат элемента "физической"длины, заданный соотношениями (2.9)
и (2.10).

Метрики Логунова (2.7) и (2.8), получаемая из псевдоевклидова интервала (2.4) с по-
мощью законов движения (2.5) и (2.6), содержат отличные от нуля g01 компоненты метри-
ческого тензора. С нашей точки зрения это означает, что для наблюдателей, находящихся
в ИСО и использующих координаты НСО, гиперплоскость t = const в (2.7) и гиперповерх-
ность τ = const в (2.8) не ортогональны мировым линиям частиц базиса.

Наблюдатели, находящиеся в НСО вместе с синхронизованными часами, показываю-
щими собственное время τ , вне зависимости от их "желания"в любой момент времени
располагаются в "физическом"пространстве, т.е. на ортогональной мировым линиям
частиц базиса гиперповерхности. В геометрии системы отсчета с ĝ0̂k̂ = 0 и ĝ0̂0̂ = 1
называются полугеодезическими [25] или синхронными [7]. В синхронных системах от-
резки времени, вырезаемые из конгруенции мировых линий частиц базиса двумя сосед-
ними гиперповерхностями ортогональными мировым линиям, для всех мировых линий
частиц одинаковы. Поэтому в "физическом"пространстве синхронизованные в началь-
ный момент времени часы должны идти синхронно!

Отсюда следует очевидный вывод.

В синхронных системах отсчета гиперповерхности, ортогональные мировым
линиям частиц базиса, являются гиперповерхностями одновременности.

Синхронные СО в римановом пространстве-времени адекватны ИСО в пространстве
Минковского.

То, что геометрия пространства-времени для наблюдателей, "падающих"свободно вме-
сте с часами в однородном поле, является синхронной, можно получить из следующих
простых рассуждений.

Пусть в начальный момент времени до включения силового поля все часы покоились
друг относительно друга и показывали одинаковое время. После включения силового по-
ля, одинаково действующего на каждые из часов, часы "портились"одинаковым образом.
Так как по определению часы "все время"находились в "физическом"пространстве (т.е.
на ортогональной мировым линиям часам гиперповерхности) в одинаковой ситуации, то
их показания в "физическом"пространстве должны совпадать. Т.е гиперповерхность, ор-
тогональная мировым линиям, должна совпадать с синхронной.

Здесь может возникнуть вполне справедливый вопрос.

Почему метрика (2.18) для жесткой равноускоренной НСО в отличии от близкой по
смыслу метрики (10.76) не является синхронной?
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Ответом на этот вопрос является то, что эти метрики описывают различные ха-
рактеристики пространства-времени. Метрика (2.18) связана с абсолютной, а метрика
(10.76) - с относительной геометрией пространства-времени.

В частности ускорения каждой из частиц для метрики (2.18) постоянны в сопутствую-
щей СО, в то время как ускорения частиц для метрики (10.76) равны нулю и все частицы
движутся по геодезическим линиям, но в искривленном пространстве-времени.

Например, вычисление относительного тензора кривизны для метрики (10.76) приво-
дит к отличию от нуля одной (с точностью до перестановки индексов) компоненты.

R̂0̂
0̂1̂,1̂. = −a2

0

c4
cosh

(
a0ξ

0̂

c2

)
(10.77)

Для скалярной кривизны получим

R̂ = −2
a2

0

c4
(10.77)

Аналогичная ситуация имеет место и при рассмотрении вращательного движения, где
часы, находящиеся на одинаковом расстоянии от оси вращения, должны показывать оди-
наковое собственное время.

В согласии со стандартной точки зрения [7], синхронизация у часов, находящихся в
одинаковых физических условиях, т.е. на одинаковом расстоянии от оси вращения отсут-
ствует. При нашем рассмотрении для относительного интервала такого "парадокса"не
возникает.

Математический переход к относительному интервалу можно осуществить и совер-
шенно элементарным способом, взяв в метрике (10.40) величину dy0̂ при фиксированном
значении лагранжевой координаты частицы yk̂ в (10.41). Это приводит к интервалу

dS̃2 = dξ0̂
2
+ g∗µν

∂Ψµ

∂yn̂

∂Ψν

∂yk̂
dyn̂dyk̂, g∗µν = gµν − VµVν , (10.78)

длина которого в общем случае не равна длине интервала (10.40). Таким образом, с нашей
точки зрения интервал для наблюдателей в НСО (т.е. относительный интервал (10.78))
отличается от интервала для наблюдателей в ИСО, использующего координаты НСО (т.е
(10.40). Из развитого математического аппарата, позволяющего выделить из нулевого
неголономного тензора кривизны, голономный, следует, что вычисленный из метрики от-
носительного интервала обычный тензор Римана-Кристоффеля, в общем случае отличен
от нуля.

11. Закон сложения ускорений, относительный
тензор кривизны НСО в пространстве Минковского

Физический смысл введения относительного тензора кривизны можно выяснить на
основе анализа движения частицы в произвольном силовом поле в НСО.

Пусть в пространстве Минковского в некотором силовом поле движется сплошная сре-
да. Поле 4 - скорости среды в переменных Эйлера - V µ. В этом же пространстве в другом
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силовом поле движется частица, 4 - скорость которой Uµ не совпадает с V µ. Требуется
определить закон движения частицы относительно среды.

Переход в НСО осуществляем с помощью параметров Ламе (10.2), используя уравнение
движения

hµ̂
α

dUα

dS̃
=

1

m0c
hµ̂

αfα. (11.1)

В формуле (11.1) m0 - масса покоя частицы, fα - 4 - сила. Из формул (10.2) - (10.6),
используя равенства

∇̂µ̂h
ν
α̂ = hν

γ̂T
γ̂
µ̂α̂., ∇̃µ̂h

ν
α̂ = 0 (11.2)

после простых преобразований получим

dÛ µ̂

dS̃
+

{
µ̂

α̂β̂

}
Û α̂Û β̂ =

1

m0c
f µ̂ − T µ̂

α̂β̂.
Û α̂Û β̂. (11.3)

Если рассматриваемая частица принадлежит к одной из частиц базиса НСО, то Uµ = V µ

и из (10.14) следует обращение в ноль правой части (11.3). Иными словами, для наблю-
дателей в сопутствующей НСО относительные векторы первой кривизны мировых линий
частиц базиса равны нулю, а относительная кривизна пространства-времени отлична от
нуля. Распишем уравнения (11.3) по компонентам, воспользуясь очевидным соотношением

dS̃
2

= dy0̂
2 − dl2 =

(
1− u2

c2

)
dy0̂

2
, (11.3)

где u - величина относительной скорости частицы. Используя выражения (10.14) и обо-
значения (10.38а), получим уравнения движения относительно НСО в виде удобном для
сравнения с близкой по содержанию работой Зельманова [54]

dE

dτ
+ mDîk̂u

îuk̂ −mFîu
î = c2Vµf

µ

√
1− u2

c2
. (11.4)

dpk̂

dτ
+ λk̂

n̂l̂
pn̂ul̂ + 2m(Dk̂

î
+ A.k̂

î
)uî −mF k̂ = cf k̂

√
1− u2

c2
. (11.5).

В формулах (11.4) и (11.5) введены следующие обозначения:

E =
m0c

2

√
1− u2

c2

, pî =
m0u

î

√
1− u2

c2

, m =
E

c2
, dτ =

dy0̂

c
, (11.6)

где E - относительная (хронометрически инвариантная (х.и.) [54]) энергия частицы, m -
относительная (х.и.) масса, pî - относительный (х.и.) импульс. Левые части равенств (11.4)
и (11.5) тождественны левым частям равенств в мировых уравнениях движения работы
[54]. Равенство правых частей можно легко доказать. Действительно, для голономных
реперов, получаемых из (10.1) в сопутствующей НСО справедливо равенство

Vµf
µ = f̂ 0̂ = V0̂f

0̂ + Vk̂f
k̂ =

√
g0̂0̂f

0̂ +
g0̂k̂√
g0̂0̂

f k̂ = g0̂α̂f α̂ =
f0̂√
g0̂0̂

, (11.7).
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использование которого доказывает совпадение правых частей уравнений (11.4) и работы
[54]. Доказательство для (11.5) аналогично. Таким образом, несмотря на различие пред-
ложенного нами метода перехода в НСО с методом Т.Х.И., уравнения движения относи-
тельно НСО совпали.

Уравнение (11.3) после свертки с hα
µ̂ можно записать в пространстве Минковского в

форме, ковариантной относительно произвольных голономных преобразований эйлеровых
координат. Используя (10.14), после простых преобразований получим

hα
µ̂

D̂Û µ̂

dS̃
≡ Kα =

fα

m0c
− 2gαβ(UνVν)U

σ∇[σVβ]. (11.8).

В соотношении (11.8) Kα - относительное 4-ускорение частицы относительно НСО в коор-
динатах ИСО, ортогональное 4-скорости Uα, fα/(m0c) - абсолютное 4-ускорение частицы,
последний член в (11.8) содержит переносное ускорение и ускорение Кориолиса. Таким
образом, соотношение (11.8) есть спецрелятивистский закон сложения ускорений, перехо-
дящий в классический при нерелятивистском приближении.

Отметим, что относительное 4-ускорение появилось в результате вычисления абсолют-
ной производной в НСО от относительной 4-скорости частицы с помощью кристоффеле-
вой части связности (10.6). По этой причине тензор кривизны (10.8) R̂...µ̂

α̂β̂γ̂
можно назвать

относительным тензором кривизны НСО. Воспользуясь легко проверяемым равенством,

∇̂ν̂T
γ̂

µ̂λ̂.
= ∇̃ν̂T

γ̂

µ̂λ̂.
− T γ̂

ν̂ε̂.T
ε̂
µ̂λ̂.

+ T ε̂
ν̂µ̂.T

γ̂

ε̂λ̂.
+ T ε̂

ν̂λ̂.
T γ̂

µ̂ε̂., (11.9)

тензор кривизны (10.8) можно переписать в виде

R̂...γ̂

ν̂µ̂λ̂
= −2∇̃[ν̂T

γ̂

µ̂]λ̂.
− 2T ε̂

[ν̂|λ̂|.T
γ̂
µ̂]ε̂.. (11.10)

Используя равенство (11.2), свертывая тензор кривизны (11.10) с помощью коэффици-
ентов Ламе, получим выражение для относительного тензора кривизны в пространстве
Минковского.

hσ
γ̂h

ν̂
αhµ̂

βhλ̂
δ R̂

...γ̂

ν̂µ̂,λ̂
= R...σ

αβ,δ = −2∂[αT σ
β]δ. − 2T ε

[α|δ|.T
σ
β]ε.. (11.11)

При этом тензор T ε
νµ. в пространстве Минковского имеет вид

T ε
νµ. = F εVνVµ − V ε(Ωνµ + FµVν) + VνΩ

ε
µ. + VµΩε

ν.. (11.12)

Этот тензор после преобразований можно представить в виде

Tνµ,ε =
1

2
[FνµVε + FενVµ + FεµVν ], Fµν = 2∇[νVµ]. (11.13)

Итак, в результате разделения нулевого неголономного тензора кривизны на две нену-
левые части, в плоском пространстве-времени возникло тензорное поле относительного
тензора кривизны НСО, которое нельзя уничтожить никакими голономными преобразо-
ваниями как содержащими, так и не содержащими время. Отметим, что в формуле (11.11)
при использовании в пространстве Минковского криволинейных координат частные про-
изводные заменяются на ковариантные.

Хотя по внешнему виду относительный тензор кривизны (11.11) напоминает тензор
Римана-Кристоффеля, однако вместо коэффициентов связности (не тензоров) в него вхо-
дят истинные тензоры аффинной деформации связности, определенные в (10.6) и выра-
женные в эйлеровых координатах пространства Минковского (11.13). В качестве примера
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рассмотрим нерелятивистское, безвихревое движение пыли в ньютоновском поле тяже-
сти. В относительном тензоре кривизны и относительном тензоре Риччи будем сохранять
члены с множителем не выше, чем 1/c2. В этом приближении имеем из (10.29) и (10.36)

R̃âb̂,ĉq̂ = 0, R̃âb̂,ĉ0̂ ≈ 0, R̃0̂b̂,ĉ0̂ ≈ −∇̂(b̂Fĉ),

R̃b̂ĉ ≈ −∇̂(b̂Fĉ), R̃b̂0̂ ≈ 0, R̃0̂0̂ ≈ −∇̂n̂F
n̂. (11.14)

Так как F b̂ - пространственные компоненты 4-ускорения, то в нерелятивистском случае
при движении в поле Ньютона F b̂ = ab̂/c2, где ab̂ - обычное трехмерное ускорение. Из
уравнения Пуассона получим

−∇̂n̂a
n̂ = 4πkρ, (11.15)

где k - гравитационная постоянная, ρ - плотность среды. В результате имеем

R̃0̂0̂ =
4πkρ

c2
, R̃b̂0̂ = 0, R̃b̂ĉ = − 1

c2
∇̂(b̂Fĉ). (11.16)

Первое и второе равенство в выражении (11.16) совпадают с соответствующими уравне-
ниями Эйнштейна в синхронной системе отсчета, последнее - не совпадает.

Рассмотрим простейшие свойства относительного тензора кривизны в пространстве
Минковского. Из выражения (11.13) для тензора аффинной деформации связности T ε

νµ. в
пространстве Минковского следует, что для безвихревых движений он имеет вид

T ε
νµ. = F εVνVµ − V εFµVν = gεσVν

(
∂Vσ

∂xµ
− ∂Vµ

∂xσ

)
. (11.17)

Если безвихревое движение является жестким, то это приводит к обращению в нуль отно-
сительного тензора кривизны. Таким образом, поступательное движение релятивистски
жесткого тела не приводит к появлению относительной кривизны пространства-времени.

Для произвольных движений относительный тензор Риччи можно представить в виде

Rβγ = −∂T βγα

∂xα
− ∂F γ

∂xβ

+ ΩαεΩ
αεV βV γ − ΩγεFεV

β. (11.18)

Скалярная относительная кривизна R вычисляется по формуле

R = −2
∂F γ

∂xγ
+ ΩαεΩ

αε. (11.19)

Относительный тензор Эйнштейна Gβγ дается выражением

Gβγ = −∂T βγα

∂xα
− ∂F γ

∂xβ

+ ΩαεΩ
αεV βV γ

−ΩγεFεV
β + gβγ ∂F α

∂xα
− 1

2
gβγΩαεΩ

αε. (11.20)

Для безвихревых движений относительные тензоры Риччи и Эйнштейна могут быть пред-
ставлены в виде

Rβγ =
∂(F γαV β)

∂xα
− ∂F γ

∂xβ

. (11.21)
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Gβγ =
∂(F γαV β)

∂xα
− ∂F γ

∂xβ

+ gβγ ∂F α

∂xα
= 2

∂

∂xα

(
g∗β[γFα]

)
, (11.22)

где g∗βγ - проекционный оператор, введенный в (10.40). Из (11.22) видно, что относитель-
ный тензор Эйнштейна для безвихревых движений, тождественно удовлетворяет закону
сохранения

∂Gβγ

∂xγ
≡ 0, (11.23)

однако не является симметричным.

12. Относительный тензор кривизны НСО в механике Ньютона

Исследуем в ньютоновском приближении метрику пространства-времени для наблю-
дателей, движущихся вместе с средой, пренебрегая всюду величиной v2/c2 по сравнению
с единицей. В этом приближении метрика (10.40) сводится к виду

dS2 = 2dt2 − δmn
∂Ψm

∂yk̂

∂Ψn

∂y l̂
dyk̂dy l̂. (12.1)

В метрике (12.1) в качестве эйлеровых координат ИСО выбраны декартовы координаты,
в которых gmn = −δmn, t - ньютоново абсолютное время. Следует отметить, что метрика
(12.1) в общем случае риманова с плоским пространственным сечением. Этот результат
на первый взгляд является неправдоподобным, однако метрика (12.1) допускает простое
геометрическое и физическое толкование.

В качестве примера рассмотрим нежесткий стержень, элементы которого движутся
вдоль оси стержня с разными скоростями. Вблизи стержня параллельно ему движется
частица со скоростью, превосходящей скорости частиц стержня. Условимся, что наблю-
датели на стержне в качестве времени используют часы ИСО пространства Минковского.
Пусть показания часов, когда частица поравнялась с задним концом стержня t1, а в мо-
мент обгона часы показывали t2. Время, затраченное на обгон, равно (t2 − t1). Ясно, что
относительную длину мировой линии частицы, при обгоне стержня, можно вычислить
по теореме Пифагора. Относительная длина мировой линии частицы, когда стержень
имеет бесконечно малые размеры, дается формулой (12.1). Элемент интервала (12.1) по-
лучается из псевдоевклидова интервала (2.4) с помощью закона движения xn = Ψn(yk̂, t), а
дифференциал от xn вычисляется при фиксированном значении t, т.е. не является полным.
Поэтому квадрат элемента интервала, получаемого вычитанием из квадрата временного
элемента квадрата пространственного элемента, заданного в лагранжевой сопутствующей
НСО, в общем случае приводит неевклидову пространству-времени с плоским простран-
ственным сечением.

Обычно при переходе из ИСО в НСО рассматривают элемент абсолютной длины ми-
ровой линии частицы. Элемент интервала получается из псевдоевклидова интервала (2.4)
с помощью закона движения xn = Ψn(yk̂, t), а дифференциал от xn является полным. По-
этому квадрат элемента (в отличие от (12.1)) содержит члены, зависящие от абсолютной
скорости частицы, изменяется g00 компонента и появляются отличные от нуля g0k ком-
поненты метрического тензора. Однако пространство-время при этом остается плоским.
Очевидно, что абсолютная длина мировой линии рассматриваемой частицы не равна
относительной длине мировой линии этой частицы.
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Пространственная метрика в лагранжевой сопутствующей НСО в согласии с (12.1)
имеет вид

γ̂k̂l̂ = δmn
∂Ψm

∂yk̂

∂Ψn

∂y l̂
. (12.2)

Как известно из механики сплошной среды [44]

dγ̂k̂l̂

dt
= 2σ̂k̂l̂, (12.3)

где σ̂k̂l̂ тензор скоростей деформаций в сопутствующей СО. Так как лагранжевы yk̂ при
движении каждой частицы остаются неизменными, то dyk̂/dt = 0, и поэтому

dγ̂k̂l̂

dt
=

∂γ̂k̂l̂

∂t
+

∂γ̂k̂l̂

∂ym̂

dym̂

dt
=

∂γ̂k̂l̂

∂t
= 2σ̂k̂l̂. (12.4)

Рассмотрим движение разряженного газа в ньютоновском поле тяжести, используя урав-
нение движения в форме Эйлера и уравнение неразрывности.

∂va

∂t
+ vk ∂va

∂xk
= ga,

∂ρ

∂t
+

∂

∂xa
(ρva) = 0. (12.5)

Дифференцируя уравнение (12.5) по xb, имеем

∂

∂t
(σab + ωab) + (σkb + ωkb)(σak + ωak) + vk ∂

∂xk
(σab + ωab) =

∂ga

∂xb
, (12.6)

или
d

dt
(σab + ωab) + (σkb + ωkb)(σak + ωak) =

∂ga

∂xb
, (12.7)

где

σab =
1

2

(
∂va

∂xb
+

∂vb

∂xa

)
, ωab =

1

2

(
∂va

∂xb
− ∂vb

∂xa

)
(12.8)

В (12.8) σab, ωab - тензоры деформаций и угловой скорости вращения в нерелятивистской
механике в переменных Эйлера.

Свертывая (12.6) по a, b, получим в переменных Лагранжа

∂

∂t
σ̂â

â + σ̂k̂
b̂
σ̂b̂

k̂
=

∂ga

∂xa
. (12.9)

Рассмотрим случай, когда среда движется без вращений ωab = 0. Тогда

σab =
∂va

∂xb
=

∂vb

∂xa
,

∂σb
a

∂xb
=

∂σb
b

∂xa
.

Последнее соотношение в лагранжевых переменных сводится к виду

∇̂b̂σ̂
b̂
â − ∇̂âσ̂

b̂
b̂

= 0, (12.10)

где ковариантные производные вычисляются по метрике (12.2). Для вычисления тензора
Риччи воспользуемся метрикой (12.1) и результатом [7] для синхронной системой отсчета
с плоской пространственной метрикой.

R̂0̂0̂ = − 1

c2

(
∂

∂t
σ̂â

â + σ̂k̂
b̂
σ̂b̂

k̂

)
, (12.11)
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R̂0̂â =
1

c

(
∇̂b̂σ̂

b̂
â − ∇̂âσ̂

b̂
b̂

)
, (12.12)

R̂âb̂ =
1

c2

(
∂

∂t
(σ̂âb̂) + σ̂âb̂σ̂

k̂
k̂
− 2σ̂k̂

â σ̂b̂k̂

)
. (12.13)

Можно показать, что при отсутствии вращений справедливо равенство

∂

∂t
σ̂âb̂ =

(
dσkl

dt
+ 2σmlσmk

)
∂Ψk

∂yâ

∂Ψl

∂yb̂
, (12.14)

используя которое, имеем для выражения (2.13) соотношение

R̂âb̂ =
1

c2

(
dσkl

dt
+ σklσ

m
m

)
∂Ψk

∂yâ

∂Ψl

∂yb̂
. (12.15)

Учитывая (2.7), находим при отсутствии вращений

R̂âb̂ =
1

c2

(
∂gk

∂xl
+ σklσ

m
m − σkmσm

l

)
∂Ψk

∂yâ

∂Ψl

∂yb̂
. (12.16)

Среда, движущаяся в собственном поле тяжести, имеет ga = ∂φ/∂xa, где φ - потенциал
поля тяжести, удовлетворяющий уравнению Пуассона. Из соотношений (12.9), уравнения
Пуассона находим для (12.11)

R̂0̂0̂ =
4πkρ

c2
. (12.17)

Соотношение (12.12) с учетом (12.10) дает

R̂0̂â = 0. (12.18)

Выражение (2.16) в совокупности с уравнением Пуассона представим в удобной для даль-
нейших исследований форме

R̂âb̂ =
4πρk

c2
γ̂âb̂ + F̂âb̂, F̂âb̂ =

(
∂gm

∂xm
δkl +

∂gk

∂xl

+σklσ
m
m − σkmσm

l

)
∂Ψk

∂yâ

∂Ψl

∂yb̂
. (12.19)

Соотношения (12.17) - (12.19) при условии, что в последнем выражении F̂âb̂ = 0, пред-
ставляют собой уравнения Эйнштейна, записанные в синхронной системе отсчета для пы-
левидной материи [7]. Очевидно, что в общем случае F̂âb̂ 6= 0, так как в одном и том же
силовом поле конгруенции мировых линий частиц среды обладают большим произволом.

Выясним при каких частных условиях геометрия НСО, определяемая законами нью-
тоновой механики, и геометрия синхронной системы отсчета для пылевидной материи,
определяемая уравнениями Эйнштейна, совпадают. Из вида метрики (12.2) следует, что
искомые решения уравнения Эйнштейна справедливы в случае плоских пространствен-
ных сечений. А совпадение решений уравнений Эйнштейна с решениями ньютоновской
механики возможно, если на конгруенции мировых линий частиц базиса наложить огра-
ничение

F̂âb̂ = 0. (12.20)
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Исследуем сферически-симметричные движения сплошной среды, поле скоростей которых
в переменных Эйлера в декартовых координатах есть

va = v(r, t)na, na =
xa

r
, nana = 1. (12.21)

Используя уравнения Эйлера (12.5), условия симметрии (12.21), получим для системы
(12.20) выражение

1

r

∂v

∂t
= ∆φ,

1

r

∂v

∂t
+

v2

r2
+

2

r

∂φ

∂r
= ∆φ. (12.22)

Рассмотрим некоторые частные случаи решения этой системы:

1. Для радиального движения разряженной среды в ньютоновском центрально- сим-
метричном поле тяжести, создаваемом массивным телом, центр масс которого расположен
в начале координат, имеем

∆φ = 0, φ = −kM0

r
, v2 = 2kM0

(
1

r
− 1

r0

)
+ v2

0, (12.23)

где M0 - масса тела, создающего поле, v0 - значение скорости при r = r0. Из совместности
выражений (12.22) и (12.23) получим

∂v

∂t
= 0, v2 = 2kM0

1

r
. (12.24)

Решение (12.24) есть частный случай (12.23) при условии, что среда на бесконечности
покоится. Интегрируя (12.24), получаем

r = ±
(

3c

2

)2/3

F 1/3(t0 − t)2/3, F ≡ 2kM0

c2
= rg, (12.25)

где rg - гравитационный радиус. Отметим, что в последнем соотношении скорость света
c введена искусственно для удобства сравнения с другими результатами и в результате в
этой формуле она сокращается, как и должно быть при интегрировании уравнений движе-
ния в нерелятивистской механике. Выбор знака зависит характера движения частиц. При
движении по радиусу к центру выбирается знак "плюс"и знак "минус"при расширении от
центра. Постоянная t0 выбирается из требования, что при t = 0 должно быть r = r0, где
r0 - лагранжева координата. Очевидно, что при падении частиц на центр текущий радиус
лагранжевой частицы r(r0, t) уменьшается поэтому t < t0.

Метрика (12.1) в сферической системе координат имеет вид

dS2 = 2dt2 −
(

∂r

∂r0

)2

dr2
0 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (12.26)

Используя закон движения (12.25), полагая

R ≡ 2

3

r0
3/2

rg
1/2

, (12.27)

имеем для элемента интервала выражение

dS2 = 2dt2 − dR2

[
3

2rg
(R− ct)

]2/3
−
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−
[
3

2
(R− ct)

]4/3

rg
2/3(dθ2 + sin2 θdφ2), (12.28)

которое в точности совпадает с известной метрикой Леметра в ОТО [7]. Для нашего слу-
чая элемент интервала метрики Леметра означает квадрат относительной длины мировой
мировой линии пробной частицы, движущейся относительно свободно падающих по ра-
диусу к центру невзаимодействующих друг с другом частиц в ньютоновском центрально-
симметричном поле тяжести. При этом, падающие частицы, имеющие на бесконечности
нулевую скорость, образуют базис НСО. Характер сил, действующих на пробную частицу,
не имеет значения.

Хотя метрика (12.28) и тождественна с соответствующей метрикой из ОТО, однако в
нашем случае координаты и время, определяющие метрику, имеют ясный метрический
смысл, чего в принципе не может быть в ОТО. Например, время падения T частицы
базиса от начального значения радиуса r1 до текущего значения r(r1, T ) является конечной
величиной и определяется формулой

T =
2

3

[
r1

c

(
r1

rg

)1/2

− r

c

(
r

rg

)1/2]
, (12.29)

которая соответствует формуле из ОТО, когда в качестве времени используется собствен-
ное время частицы [60]. В нашем случае роль собственного времени играет ньютоновское
время t.

Более подробно мы обсудим эти вопросы позднее при рассмотрении моделирования
полей гравитации.

2. Следуя работам [7], [60], рассмотрим ньютоновскую однородную изотропную космо-
логическую модель, для которой имеем

v(r, t) = H(t)r. (12.31)

Систему (12.22), учтя уравнения Эйлера, запишем в виде

1

r

∂v

∂t
= −4πkρ,

3

r

∂v

∂t
+

v2

r2
+

2v

r

∂v

∂r
= −4πkρ. (12.32)

Из уравнений (12.31), (12.32) находим

∂H

∂t
= −4πkρ,

∂H

∂t
+ H2 = −4

3
πkρ. (12.33)

Откуда

H2 =
8

3
πkρ, (12.34)

что соответствует случаю расширения при плотности равной критической. Так как закон
эволюции Вселенной в ньютоновском приближении выведен в [60] для произвольной плот-
ности, то воспользуясь результатами [60] для нашего случая, находим закон расширения

r = r0

(
t− t∞
t0 − t∞

)2/3

, (12.35)

80



где (t0− t∞) - "возраст"однородной модели Вселенной. Подстановка (12.35) в (12.26) при-
водит к выражению для квадрата интервала

dS2 = 2dt2 −
(

t− t∞
t0 − t∞

)4/3[
dr2

0 − r0
2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
, (12.36)

которое соответствует модели с плоским (евклидовым) пространством ОТО.

Самым странным результатом, полученном в этом разделе, является тот, что точные
решения уравнений Эйнштейна содержатся в качестве частных случаев нерелятивистской
механики Ньютона, а не наоборот, как принято считать.
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Глава 3

ЭЛЕКТРОДИНАМИКА В НСО

В этой главе рассматривается электродинамика как в СО с заданным законом движения,
так и в СО с заданной структурой. Проводится параллельное сравнение для решений в
"равноускоренной"системе Меллера и полученной нами в главе 1 равноускоренной жест-
кой НСО в пространстве постоянной кривизны. Формулируется критерий стационарно-
сти, на основе которого рассматривается один из "вечных вопросов физики о поле при
равномерно ускоренном движении заряда. Обсуждаются вопросы распространения элек-
тромагнитных волн, эффект Допплера и преобразования полей.

13. Электродинамика в НСО с заданным законом движения

Разработанную в разделе 10, теорию перехода в произвольную НСО, определяемую
законом движения (10.1), применим для преобразования уравнений электродинамики из
ИСО в НСО.

Уравнения Максвелла в пустоте в декартовых координатах ИСО имеют вид [7]

∂F µν

∂xν
= −4π

c
jµ, ∂αFβγ + ∂βFγα + ∂γFαβ = 0, Fµν = 2∂[µAν]. (13.1)

В соотношениях (13.1) F µν - тензор электромагнитного поля, jµ - четырехмерный вектор
тока, Aµ - 4-потенциал.

Переход в НСО, осуществляемый с помощью (10.1), (10.2) приводит к уравнениям

∇̃ν̂F̃
µ̂ν̂ = −4π

c
j̃µ̂, ∇̃α̂F̃β̂γ̂ + ∇̃β̂F̃γ̂α̂ + ∇̃γ̂F̃α̂β̂ = 0,

F̃µ̂ν̂ = F̂µ̂ν̂ + 2C 0̂
µ̂ν̂Â0̂, F̂µ̂ν̂ = 2∂̂[µ̂Âν̂], Âν̂ = hµ

ν̂Aµ, (13.2)

где
F̃β̂γ̂ = hµ

β̂
hν

γ̂Fµν , j̃µ̂ = hµ̂
νj

ν . (13.2a)

Из формулы (13.2) следует, что абсолютный тензор электромагнитного поля F̃µ̂ν̂ рас-
кладывается на относительный тензор электромагнитного поля и "переносный". Относи-
тельный тензор поля F̂µ̂ν̂ может быть также представлен в виде

F̂µ̂ν̂ = 2∂̂[µ̂Âν̂] = 2∇̂[µ̂Âν̂], (13.3)

где ∇̂ вычисляется с помощью кристоффелевой части связности (10.6). "Переносный"тензор
поля есть произведение скалярного потенциала Â0̂ c объектом неголономности, т.е содер-
жит информацию об ускорении и вращении СО в согласии с (10.11). Отметим, что разби-
ение тензора поля на две части весьма условно, т.к. информация о поле в виде скалярного
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потенциала содержится и в "переносном"поле. Распишем уравнения Максвелла более по-
дробно.

Первое уравнение (13.2) представим в форме

∇̃ν̂F̃
µ̂ν̂ = ∇̂ν̂F̃

µ̂ν̂ + T µ̂
γ̂ν̂F̃

ν̂γ̂ + T γ̂
γ̂ν̂F̃

µ̂ν̂ = −4π

c
j̃µ̂,

∇̂ν̂F̃
µ̂ν̂ =

1√−ĝ

∂̂(
√−ĝF̃ µ̂ν̂)

∂̂yν̂
.

Откуда после несложных преобразований получим

∂̂F̂ k̂0̂

∂̂ξ0̂
+ ∇̆l̂(F̂

k̂l̂ + 2Ωk̂l̂Â0̂)−
∂̂

∂̂y0̂
(F k̂Â0̂)− Fl̂(F̂

k̂l̂ + 2Ωk̂l̂Â0̂)

+Σl̂
l̂
(F̂ k̂0̂ − F k̂Â0̂) = −4π

c
j̃ k̂,

∇̆k̂(F̂
0̂k̂ + F k̂Â0̂) + Ωk̂l̂(F̂

k̂l̂ + 2Ωk̂l̂Â0̂) = −4πρ∗(UµV
µ), (13.4)

где ∇̆k̂ - ковариантная производная, вычисляемая с помощью трехмерной кристоффеле-
вой связности, ρ∗ - скалярная плотность заряда, jµ = cρ∗Uµ. Как известно, потенциалы
Aµ определяются неоднозначно. Например, известные условия Лоренца, которые в гали-
леевых координатах имеют вид

∂Aµ

∂xµ
= 0, (13.5)

сведутся в НСО к виду
∂̂Â0̂

∂̂ξ0̂
+ ∇̆k̂Â

k̂ + Σk̂
k̂
Â0̂ − Fk̂Â

k̂ = 0. (13.6)

Введем трехмерный вектор напряженности электрического поля ~E, вектор электри-
ческой индукции ~D, вектор напряженности магнитного поля ~H и вектор магнитной ин-
дукции ~B в согласии с определениями, заимствованными из уравнений Максвелла в НСО
для заданного гравитационного поля [7] с заменой частных производных производными
по направлениям.

Ek̂ = F̃0̂k̂, Bk̂l̂ = F̃k̂l̂, Dk̂ = −
√

ĝ0̂0̂F̃
0̂k̂, H k̂l̂ =

√
ĝ0̂0̂F̃

k̂l̂ (13.7)

В отличие от [7] метрика у нас синхронна и определяется соотношением (10.9). Векторные
операции вводим в согласии с определениями:

(~∇× ~E)â =
1

2
√

γ
eâb̂ĉ

(
∂̂Eĉ

∂̂yβ̂
− ∂̂Eβ̂

∂̂yĉ

)
, H â = − 1

2
√

γ
eâb̂ĉHb̂ĉ,

− 1

2
√

γ
eĉâb̂(FâEb̂ − Fb̂Eâ) = ~F × ~E, Ωâ = −

2
√

γ
eâb̂ĉΩb̂ĉ,

(~∇× ~H)â =
1

2
√

γ
eâb̂ĉ

(
∂̂Hĉ

∂̂yβ̂
− ∂̂Hβ̂

∂̂yĉ

)
, ~∇ · ~E =

1√
γ

∂̂

∂̂yâ
(
√

γE â). (13.8)
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В (13.8)

ηâb̂ĉ =
√

γeâb̂ĉ, ηâb̂ĉ =
1√
γ
eâb̂ĉ, e123 = e123 = 1,

где ηâb̂ĉ - единичный антисимметричный тензор в криволинейных координатах.

На основе сделанных замечаний, уравнения Максвелла (13.2) в системе отсчета, свя-
занной с движущимися зарядами по закону (10.1), на которые действуют произвольные
силы (не обязательно электромагнитного происхождения), сведутся к виду.

~∇× ~E = − 1√
γ

(∂
√

γ ~H)

∂ξ0̂
− ~F × ~E, ~∇ · ~E =

2

c
~Ω · ~H + 4πρ∗,

~∇× ~H =
1√
γ

(∂
√

γ ~E)

∂ξ0̂
− ~F × ~H, ~∇ · ~H = −2

c
~Ω · ~E. (13.9)

Уравнения Максвелла дополняются уравнениями неразрывности, выражающими закон
сохранения заряда.

1√
γ

(∂
√

γρ∗)

∂ξ0̂
= 0. (13.10)

Заметим, что в отличие от общих уравнений Максвелла (13.2), пригодных для произ-
вольной НСО, не обязательно связанной с движущимися зарядами, в уравнениях (13.9)
(ввиду сопутствия) отсутствует пространственная компонента 4 - тока, которую следует
добавить при рассмотрении общего случая.

Найденная нами трехмерная форма уравнений Максвелла, полученная с помощью
неголономных преобразований, совпала с 3-мерной хронометрически инвариантной фор-
мой, приведенной в книге Н.В. Мицкевича [53].

Для решения системы уравнений Максвелла удобно ввести потенциалы электромагнит-
ного поля. Для перехода от напряженностей полей к потенциалам приведем, полученные
нами некоторые нужные формулы из неголономного векторного анализа. Для произволь-
ного трехмерного векторного поля ~a(yα̂) и скалярного поля φ(yα̂) справедливы следующие
соотношения:

(~∇× (~∇× ~a))k̂ = (~∇(~∇ · ~a))k̂ −∆ak̂ + R̆k̂
.l̂
al̂ + 2Ωk̂n̂ ∂an̂

∂ξ0̂
,

~∇× ~∇φ = 2
~Ω

c

∂φ

∂ξ0̂
, ~∇ · (~∇× ~a) = 2

Ωk̂

c

∂ak̂

∂ξ0̂
,

~∇× ∂~a

∂ξ0̂
=

∂

∂ξ0̂
(~∇× ~a) +

D

c
~∇× ~a− ~F × ∂~a

∂ξ0̂
,

~∇ · ∂~a

∂ξ0̂
=

∂

∂ξ0̂
(~∇ · ~a)− D

c
(~F · ~a)− ~F · ∂~a

∂ξ0̂
− ~a

c
· ~∇D. (13.11)

Величины, входящие в (13.11) определены в (10.38а).

В согласии с определением (13.7), представим напряженности для электрического и
магнитного полей в векторной форме через потенциалы в виде

( ~E)k̂ = −γk̂l̂ ∂Âl̂

∂ξ0̂
− (~∇Â0̂)

k̂ − (~FÂ0̂)
k̂. (13.12)
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~H = ~∇× ~̂
A + 2

~Ω

c
Â0̂. (13.13)

Выражения (13.12) и (13.13) обращают в тождества первое и четвертое из уравнений
(13.9). Это, впрочем, следует и непосредственно из (13.1), когда второе из уравнений (13.1)
удовлетворяется тождественно, если тензор электромагнитного поля выразить через за-
паздывающие потенциалы в виде Fµν = 2∂[µAν].

Два других уравнения Максвелла из (13.9) выразим через запаздывающие потенциалы.
Для этого учтем соотношения (13.11), а также кинематические тождества (10.17), (10.34),
которые представим в векторном виде

2

c
√

γ

(∂
√

γ~Ω)

∂ξ0̂
− ~∇× ~F = 0, ~∇ · ~Ω− ~Ω · ~F = 0. (13.14)

Учитывая также условия Лоренца (13.6), после довольно утомительных преобразований
получим

2Â0̂ +
∂

∂ξ0̂
(~F · ~̂A +

D

c
Â0̂) +

1

c
~̂
A · ~∇D +

D

c
(~F · ~̂A) + ~F · ∂

~̂
A

∂ξ0̂

−2

c
∇̂â(Âk̂D

âk̂)− ~∇(Â0̂ ~F ) =
4Ω2

c2
Â0̂ +

2~Ω

c
· [~∇× ~̂

A] + 4πρ∗. (13.15)

2Âk̂ − ∇̂k̂
(

∂Â0̂

∂ξ0̂
+ ~F · ~̂A +

D

c
Â0̂

)
+ R̆k̂

.l̂
Âl̂ + 2Ωk̂n̂ ∂Ân̂

∂ξ0̂

+
[
~∇×

(
2Â0̂

~Ω

c

)]k̂

= −D

c

(
2

c
Dk̂

l̂
Âl̂ +

∂Âk̂

∂ξ0̂
+ ∇̂k̂Â0̂ + F k̂Â0̂

)

− ∂

∂ξ0̂

[
2

c
Dk̂

l̂
Âl̂ + ∇̂k̂Â0̂ + F k̂Â0̂

]
−

[
~F ×

[
~∇× ~̂

A
]]k̂

− 2Â0̂

c

[
~F × ~Ω

]k̂

. (13.16)

В формулах (13.15) и (13.16)

2 =
∂2

∂ξ0̂
2 − γk̂l̂∇̂k̂∇̂l̂ (13.17)

хронометрически инвариантный пространственно-ковариантный оператор Даламбера, а
тензор R̆b̂ĉ = γâq̂R̆âb̂,ĉq̂, где R̆âb̂,ĉq̂ трехмерный тензор кривизны, определяемый из соотно-
шения (10.31). Выведенные уравнения справедливы в произвольной деформируемой НСО,
связанной с движущимися зарядами, образующими континуум. Ясно, что решать уравне-
ния в НСО в общем виде затруднительно, однако в некоторых частных случаях проводить
исследование в НСО значительно проще и нагляднее, чем в ИСО.

14. Критерий стационарности в НСО с заданным законом движения

Представляет интерес исследование уравнений Максвелла в релятивистски жестких
НСО, определяемых как

Σk̂l̂ = −1

c
Dk̂l̂ = 0. (14.1)
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Это приводит уравнения Максвелла к виду

2Â0̂ +
∂

∂ξ0̂
(~F · ~̂A) + ~F · ∂

~̂
A

∂ξ0̂
− ~∇(Â0̂ ~F )

=
4Ω2

c2
Â0̂ +

2~Ω

c
· [~∇× ~̂

A] + 4πρ∗. (14.2)

2Âk̂ − ∇̂k̂
(

∂Â0̂

∂ξ0̂
+ ~F · ~̂A

)
+ R̆k̂

.l̂
Âl̂

+2Ωk̂n̂ ∂Ân̂

∂ξ0̂
+

[
~∇×

(
2Â0̂

~Ω

c

)]k̂

=

− ∂

∂ξ0̂

[
∇̂k̂Â0̂ + F k̂Â0̂

]
−

[
~F ×

[
~∇× ~̂

A
]]k̂

− 2Â0̂

c

[
~F × ~Ω

]k̂

. (14.2a)

Выясним, какими свойствами должна обладать жесткая НСО с "вмороженными"в нее
зарядами, чтобы система Максвелла допускала в ней независящие от времени решения?
(Мы считаем, что внешние поля отсутствуют и поле определяется только "вмороженны-
ми"зарядами). Очевидно, что уравнения Максвелла могут иметь стационарные относи-
тельно жесткой НСО решения, если характеристики, определяющие НСО, не зависят от
времени ξ0̂ явно. Т.е. наряду с равенством нулю тензора скоростей деформаций (14.1)
должны выполняться условия:

∂Ωk̂l̂

∂ξ0̂
= 0,

∂Fα̂

∂ξ0̂
= 0. (14.3)

В согласии с тождеством (10.17), (14.3) и равенствами F0̂ = 0, Ω0̂α̂ = 0 имеем

∂̂

∂̂y0̂
Ωα̂β̂ ≡ ∇̂[α̂Fβ̂] = ∂̂[α̂Fβ̂] = ∇̃[α̂Fβ̂] = 0. (14.4)

Откуда
hα̂

µhβ̂
ν ∇̃[α̂Fβ̂] = 0, (14.5)

что дает
∂Fµ

∂xν
− ∂Fν

∂xµ
= 0. (14.6)

Равенство (14.6) определяет лоренц-ковариантное условие стационарности возмож-
ных решений уравнений Максвелла.

Умножая (14.6) на V ν , получим при условии, что Σµν = 0 равенство

dFµ

dS
+ FνF

νVµ − FαΩαµ = 0. (14.7)

Введем 4-вектор силы gµ, определяемый равенством

gµ ≡ 2e2

3c

(
dF µ

dS
+ FνF

νV µ − F αΩµ
α.

)
(14.8)
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и назовем его обобщенной силой радиационного трения. В этом равенстве e - заряд части-
цы, "вмороженной"в НСО, (для простоты рассматриваем только одинаковые частицы).

Для одного заряда, движущегося поступательно, Ωµν = 0 и обобщенная сила gµ пере-
ходит в обычную силу торможения излучением [7]. Если электромагнитное поле в НСО
стационарно, то gµ = 0.

Выясним, какие простейшие НСО удовлетворяют сформулированным условиям стаци-
онарности.

а). Рассмотрим прямолинейное, жесткое по Борну, равноускоренное (для каждой фик-
сированной частицы среды) движение континуума. Такому движению, как было показано
в разделе 2, удовлетворяет поступательное перемещение среды, получаемое с помощью
преобразования Меллера.

Для преобразования Меллера закон движения имеет вид (2.11) а метрика Меллера
выражается элементом интервала (2.12), при этом роль времени T выполняет параметр,
нумерующий ортогональные мировым линиям частиц базиса гиперповерхности [4]. Так
как при преобразованиях Меллера пространственные векторы, соединяющие две любые
близкие лагранжевы частицы, все время остаются в "физическом"пространстве, то пере-
ход в НСО Меллера, в согласии развиваемой нами схемой перехода, можно осуществить с
помощью голономных преобразований (частный случай неголономных). Однако, в целях
общности изложения получим с помощью формул (10.2) с учетом, что Vε

∂Ψε

∂yk̂
= 0, а 4 -

скорость V µ = Θ∂Ψµ

∂ξ0̂
, ξ0̂ = cT , следующие коэффициенты преобразования:

hµ

k̂
=

∂Ψµ

∂yk̂
, hµ

0̂
= Θ

∂Ψµ

∂ξ0̂
= V µ, hk̂

µ =
∂yk̂

∂xµ
,

h0̂
µ = Vµ, Θ =

1

1 + a0y1̂

c2

, ĝk̂l̂ = −δk̂l̂, ĝ0̂0̂ = 1,

F 1̂ =
a0

c2
Θ, F 2̂ = F 3̂ = 0, Fk̂ =

∂̂ ln Θ

∂̂yk̂
. (14.9)

Отметим, что псевдоевклидовость интервала (14.9), (в отличие от интервала Меллера
(2.12)) обусловлена очевидным равенством

ds2 =
(dξ0̂)2

Θ2
, (14.10)

справедливым вдоль каждой из фиксированных мировых линий частиц базиса.

Как показано в работе [4], поле 4 - скорости базиса Меллера в пространстве Минков-
ского в переменных Эйлера может быть представлено в виде

V 1 =
a0t

c

√(
1 + a0x1

c2

)2

− a0
2t2

c2

. (14.11)

Непосредственным вычислением можно убедиться, что (14.11) удовлетворяет условию ста-
ционарности (14.6). Следовательно, уравнения Максвелла в такой НСО допускают стаци-
онарные решения.
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Cтационарные уравнения Максвелла в такой НСО могут быть получены из формул
(14.2), (14.2а) и формул (13.11).

∆Â0̂ + ~∇(Â0̂ ~F ) = −4πρ∗. (14.12)

∆
~̂
A + ~∇

(
~F · ~̂A

)
=

[
~F ×

[
~∇× ~̂

A
]]

. (14.12a)

Условие Лоренца (13.6) для стационарных решений сводится к виду

+∇̆k̂Â
k̂ − Fk̂Â

k̂ = 0. (14.13)

Для дальнейшего анализа воспользуемся тождеством (10.16), которое для случая жест-
ких безвихревых движений эквивалентно

∇̂k̂Fl̂ ≡ Fk̂Fl̂. (14.14)

Т.к. для метрики Меллера ∇̆k̂ = ∇̂k̂, то, сравнивая (14.13) и (14.14), находим решение для
векторного потенциала Âk̂ в виде

Âk̂ = αF k̂, α = const. (14.15)

Из соотношений (13.13), (13.14) и решения (14.15) следует, что заряды, "вмороженные"в
жесткую безвихревую НСО, для которой справедливы условия стационарности (14.6), не
создают в этой системе магнитного поля, т.е.

~H = 0. (14.16)

Рассмотрим решение уравнения (14.2) для частного случая точечного заряда, поме-
щенного в начало координат НСО. Вместо тетрадной временной компоненты Â0̂ = hµ

0̂
Vµ

из (14.9), введем аффинную временную компоненту Â′
0̂

= Â0̂/Θ, для которой уравнение
(14.12) сведется к виду

∂2Â′
0̂

∂yk̂∂yk̂
+ Fk̂

∂Â′
0̂

∂yk̂
= −4πQδ(y1̂)δ(y2̂)δ(y3̂). (14.16a)

Решение уравнения (14.16a) в сопутствующих системах Меллера и Уйттекера получено
Ц.И. Гуцунаевым (см. [34] и библиографию к ней). Для нашего случая имеем

Â′
0̂ =

Qa0

c2

ρ2 + (y1̂ + c2/a0)
2 + c4/a0

2

{[
ρ2 + (y1̂ + c2/a0)2 − c4/a0

2

]2

+ 4c4/a0
2ρ2

}1/2
, (14.16b)

где ρ2 = (y2̂)2 + (y3̂)2.

Переход в ИСО в согласии с нашим методом осуществим по правилу

Aµ = hµ
α̂Âα̂ = V µÂ0̂ +

∂Ψµ

∂y1̂
Â1̂.
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Постоянную α в (14.15) определим из принципа соответствия, которая оказывается
равной величине заряда −Q.

В результате вычислений, используя закон движения (2.11), учитывая, что поле 4-
скоростей V 1 в переменных Эйлера имеет вид (14.11), а также легко проверяемые выра-
жения (

1 +
a0y

1̂

c2

)2

=
(
1 +

a0x
1

c2

)2

− a2
0t

2

c2
, (14.17)

получим

A0 = Q

{(x1 + c2/a0)
[
ρ2 + (x1 + c2/a0)

2 − c2t2 + c4/a0
2

]

[
(x1 + c2/a0)2 − c2t2

]
R

− ct

(x1 + c2/a0)2 − c2t2

}
,

A1 = Q

{ct
[
ρ2 + (x1 + c2/a0)

2 − c2t2 + c4/a0
2

]

[
(x1 + c2/a0)2 − c2t2

]
R

− x1 + c2/a0

(x1 + c2/a0)2 − c2t2

}
, ρ2 = (x2)2 + (x3)2,

R =

√[
ρ2 + (x1 + c2/a0)2 − c2t2 − c4/a0

2

]2

+ 4ρ2c4/a0
2. (14.18)

Приведенное в (14.18) решение было впервые получено Борном [28], и позднее с по-
мощью запаздывающих потенциалов Шоттом [55]. C помощью перехода в меллеровскую
НСО и обратного преобразования в ИСО, решение (14.18) получено также Гуцунаевым.

б). Легко проверить, что классическая равномерно вращающаяся СО также удовлетво-
ряет условию стационарности (14.6). Следовательно, для системы зарядов или для одного
заряда "вмороженных"в равномерно вращающийся диск, т.е. "обращенных"всегда одной
стороной к центру диска, обобщенная сила радиационного трения (14.8) gµ = 0. Поэтому
уравнения Максвелла в такой системе допускают статические решения.

Критерий стационарности позволяет свести уравнения Максвелла к решению одного
уравнения для комплексного потенциала. Это следует из того факта, что для стационар-
ного случая векторные уравнения Максвелла из (13.9) инвариантны относительно замены
~E ↔ ~H. Поэтому ~H можно искать в двояком виде

~H = ~∇× ~̂
A + 2

~Ω

c
Â0̂ = −~∇ψ − ~Fψ, (14.19)

а вектор ~E для стационарного случая будет иметь вид
~E = −~∇φ− ~Fφ, φ ≡ Â0̂. (14.20)

Используя тождества (13.14), выражения (14.19) и (14.20), находим для скалярных урав-
нений Максвелла из (13.9) выражения

∆ψ + ~∇ ·
(
ψ ~F +

2φ~Ω

c

)
= 0, (14.21)
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∆φ + ~∇ ·
(
φ~F − 2ψ~Ω

c

)
= −4πρ∗. (14.22)

Введем комплексный потенциал Φ в согласии с определением

Φ = φ + iψ, i2 = −1. (14.23)

Cкладывая, умноженное на i уравнение (14.21), с уравнением (14.22) получим

∆Φ + ~∇ ·
(
Φ~F +

2iΦ~Ω

c

)
= −4πρ∗. (14.24)

Уравнение (14.24) позволяет искать поля от зарядов, "вмороженных"в релятивистски
жесткие движущиеся тела.

Следует отметить, что из коммутационных соотношений (10.10) и объектов неголо-
номности (10.11) вытекает, что для стационарных решений производные по направлениям
∂̂/∂̂yk̂ можно заменить на обычные частные производные ∂/∂yk̂.

Рассмотрим пример расчета стационарного поля в классической жесткой вращающейся
системе отсчета. Пусть заряд или система зарядов вморожены в эту НСО. Уравнения
Максвелла (13.4) для этого случая сведутся к виду

∇̆l̂(F̂
k̂l̂ + 2Ωk̂l̂Â0̂)− Fl̂(F̂

k̂l̂ + 2Ωk̂l̂Â0̂) = 0,

∇̆k̂(F̂
0̂k̂ + F k̂Â0̂) + Ωk̂l̂(F̂

k̂l̂ + 2Ωk̂l̂Â0̂) = −4πρ∗, (14.25)

Первое уравнение (14.25) можно записать в виде

∇̆l̂F̃
k̂l̂ = Fl̂F̃

k̂l̂, F̃ k̂l̂ = (F̂ k̂l̂ + 2Ωk̂l̂Â0̂) (14.26)

Для решения (14.26) воспользуемя тождеством (10.33), из которого для жестких движений
следует

1

2
(∇̂âΩb̂ĉ − ∇̂b̂Ωâĉ) = −Ωâb̂Fĉ, (14.27)

что эквивалентно
∇̆l̂Ω

k̂l̂ = 2Fl̂Ω
k̂l̂, (14.28)

Сравнение (14.26) и (14.28) позволяет искать решение (14.26) в виде

F̃ k̂l̂ = εΩk̂l̂. (14.29)

Подстановка (14.29) в (14.26) приводит к равенству

(
∂̂ ln ε

∂̂y l̂
+ Fl̂

)
Ωk̂l̂ = 0, (14.30)

из которого в частности следует
∂̂ ln ε

∂̂y l̂
= −Fl̂. (14.31)
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Для решения уравнения (14.31) необходимо выполнение условия интегрируемости. Как
видно из (10.17), условие интегрируемости будет выполнено в случае жестких стационар-
ных движений. В частности, этому условию отвечает классическая жесткая вращающаяся
СО, для которой

0 =
∂̂

∂̂y0̂
Ωk̂l̂ ≡ ∇̂[k̂Fl̂]. (14.32)

Рассмотрим более подробно переход от ИСО к классической жесткой вращающейся
НСО. Рассмотрим элемент интервала ИСО в цилиндрических координатах

dS2 = c2dt2 − dr′2 − r′2dφ′2 − dz′2, (14.33)

для которого компоненты метрического тензора gµν и координаты имеют вид

g00 = 1, −g11 = γ11 = 1, −g22 = γ22 = r′2, −g33 = γ33 = 1,

y1̂ = r, y2̂ = φ, y3̂ = z, y0̂ = cτ,

x1 = r′, x2 = φ′, x3 = z′, x0 = ct. (14.33)

Переход во вращающуюся НСО и обратно в ИСО зададим в обычном виде

x2 = y2̂ +
Ω

c
x0, y2̂ = x2 − Ω

c
x0, x1 = y1̂, x3 = y3̂. (14.34)

Поле 4-скоростей V µ базиса вращающейся НСО относительно ИСО имеет вид

V0 =
1√

1− β2
= V 0, V 2 =

Ω

c
V 0, V2 = −Ωr2

c
V 0,

V 3 = V3 = 0, V 1 = V1 = 0, β ≡ Ωr

c
. (14.34)

По заданному закону скоростей и преобразовниям координат найдем коэффициенты Ламе.

h0̂
µ = Vµ, hk̂

µ =
∂yk̂

∂xµ
, h1̂

µ = δ1̂
µ, h3̂

µ = δ3̂
µ,

h2̂
µ = δ2̂

µ −
Ω

c
δ0̂
µ, hµ

0̂
= V µ, h2

k̂
=

1

1− β2
δ2
k̂
,

h1
k̂

= δ1
k̂
, h3

k̂
= δ3

k̂
, h0

k̂
=

Ωr2

c(1− β2
δ2
k̂
. (14.35)

Используя найденные коэффициенты Ламе, вычислим метрические коэффициенты во вра-
щающейся НСО.

ĝα̂β̂ = gµνh
µ
α̂hν

β̂
, −ĝ1̂1̂ = γ̂1̂1̂ = 1, −ĝ2̂2̂ = γ̂2̂2̂ =

r2

1− β2
,

−ĝ1̂1̂ = γ̂1̂1̂ = 1, ĝ0̂0̂ = 1, −ĝ1̂1̂ = γ̂ 1̂1̂ = 1, ĝ0̂0̂ = 1.

−ĝ2̂2̂ = γ̂ 2̂2̂ = r−2
(
1− β2

)
. (14.36)
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Отметим, что найденная нами метрика отличается от метрики для относительного интер-
вала (10.72) коэффициентом ĝ0̂0̂, который в нашем случае равен единице. Это означает,
что в качестве времени в НСО мы выбрали по определению собственное время, а в (10.72)
в НСО использовалось время ИСО. Найденная нами метрика, для получения которой
использовались неголономные преобразования, сильно отличается и от стандартной мет-
рики (10.73). Как было отмечено ранее, для стационарных процессов и стационарных
полей производные по направлениям коммутируют, что является следствием коммутаци-
онных соотношений (10.13). Поэтому при дифференцировании эти производные можно
рассматривать как обычные частные производные.

Исходя из сделанных замечаний, попытаемся проинтегрировать систему (14.25). Пер-
вое уравнение этой системы мы почти решили. Осталось определить лишь функцию ε(r).
Для определения этой функции необходимо знать 4-ускорения F µ вращающейся СО. Вы-
числим предварительно символы Кристоффеля во вращающейся НСО по формуле (10.44)
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) . (14.37)

В ИСО в цилиндрических координатах символы Кристоффеля получатся из формул
(14.37) при β = 0. Воспользуясь этим свойством, вычислим 4-ускорение F µ базиса НСО
относительно ИСО. Ввиду постоянства угловой скорости вращения и ортогональности век-
тора скорости и вектора ускорения в каждой точке, отличной от нуля будет единственная
компонента 4-ускорения F 1, эквивалентная центростремительному ускорению. Очевидно,
что

F 1 =
DV 1

ds
=

dV 1

ds
+

{
1

22

}
V 2V 2 = − Ω2r

c2(1− β2)
, F1 = −F 1. (14.38)

Относительно вращающейся НСО отличной от нуля компонентой будет

F1̂ = hµ

1̂
Fµ = F1 =

Ω2r

c2(1− β2)
. (14.39)

Это позволяет проинтегрировать уравнение (14.31), что дает

ln ε = −
∫ Ω2r

c2(1− β2)
dr, ε = c3

√
1− β2, (14.40)

где - 3 - произвольная постоянная, которую определим далее. Таким образом, решение
уравнения (14.26) сводится к виду

F̃ k̂l̂ = c3

√
1− β2Ωk̂l̂. (14.41)

Второе уравнение (14.25) представим в виде

∇̆k̂(F̂
0̂k̂ + F k̂Â0̂) + c3

√
1− β2Ωk̂l̂Ω

k̂l̂ = −4πρ∗, (14.42)
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которое после использования равенства

Ωk̂l̂Ω
k̂l̂ =

2β2

r2(1− β2)2
, (14.43)

и раскрытия ковариантных производных с помощью вычисленных нами символов Кри-
стоффеля, после простых, но довольно утомительных преобразований, сводятся к одному
уравнению вида

∂2Ψ

∂r2
+

1− β2

r2

∂2Ψ

∂φ2
+

∂2Ψ

∂z2
+

1

r

1 + β2

1− β2

∂Ψ

∂r
+

2c3β
2

r2(1− β2)2
= −4πρ∗

V0

,

Â0̂ = ΨV0, V0 =
1√

1− β2
. (14.44)

Уравнение (14.44) позволяет в принципе решать любые задачи для системы зарядов, вмо-
роженных в классическую жесткую равномерно вращающуюся СО, однако для доказа-
тельства работоспособности предложенного нами метода, мы решим простейшую задачу,
вращая вокруг оси длинный полый тонкостенный диэлектрический цилиндр с электро-
статическим зарядом на стенке. Ясно, что по характеру распределения магнитного поля,
эта задача должна быть эквивалентна задаче о магнитном поле бесконечного соленои-
да со сплошной намоткой. Постоянный ток, текущий по виткам соленоида, эквивалентен
конвективному току вращающегося цилиндра. Будем искать электромагнитное поле вне
зарядов как вне, так и внутри цилиндра.

Уранение (14.44) для рассмотренной задачи сводится к виду

dP

dr
+

1

r

1 + β2

1− β2
P = − 2c3β

2

r2(1− β2)2
, P =

∂Ψ

∂r
. (14.45)

Легко проверить непосредственной подстановкой, что сумма общего решения однородного
уравнения (14.45) и частного решения неоднородного представима в виде

P =
c1(1− β2)

β
− c3

r
, (14.46)

где c1 - произвольная постоянная, которую определим далее. Можно убедиться также, что

−V0
∂Ψ

∂r
= −∂Â0̂

∂r
+ Â0̂F1̂ = F̃0̂1̂. (14.47)

Вычислим тензор электромагнитного поля Fµν вращающегося полого цилиндра в цилин-
дрических координатах ИСО.

Fµν = hα̂
µhβ̂

ν F̃α̂β̂ = hk̂
µh

l̂
νF̃k̂l̂ + h0̂

µh
l̂
νF̃0̂l̂ + h0̂

νh
l̂
µF̃l̂0̂ =

= εΩµν +
∂Â0̂

∂r
(Vνδ

1
µ − Vµδ

1
ν) + Â0̂(VµFν − VνFµ). (14.48)

Отличными от нуля в последнем выражении будут только F01 = −F10 и F12 = −F21

компоненты тензора электромагнитного поля, для которых имеем:

F01 = εΩ01 −
(

∂Â0̂

∂r
V0 − Â0̂V0F1

)
=

1

β

(
c3

Ω

c
− c1

)
, (14.49)
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F12 = εΩ12 + V2V0
∂Ψ

∂r
= −c1r. (14.50)

Отметим, что последние выражения для тензора поля заданы в пространстве Минковского
в цилиндрических координатах. Удобнее для сравнения со стандартной записью для тен-
зора поля перейти к декартовым координатам. Так как x1 = r cos ϕ, x2 = r sin ϕ, x3 = z, то
компонента F ′

12 в декартовых координатах связана с компонентой F12 в цилиндрических
координатах в согласии с законом преобразования трехмерных тензоров

F12 = F ′
12

∂x1

∂r

∂x2

∂ϕ
+ F ′

21

∂x2

∂r

∂x1

∂ϕ
= rF ′

12. (14.51)

Но в декартовых координатах ИСО в согласии сопределением [7], которое здесь исполь-
зуется, F ′

12 = −Hz. Отсюда и из (14.50) имеем для магнитного поля выражение

Hz = c1. (14.52)

Определим постоянные c1 и c3. Рассмотрим решение для электромагнитного поля внутри
оболочки цилиндра. Электрическое поле F01 = Er внутри цилиндра в ИСО должно быть
равно нулю. Откуда находим из (14.49), приравнивая это выражение нулю, что

c1 = 3
Ω

c
. (14.53)

Hz = 3
Ω

c
. (14.54)

Постоянную c3 можно определить из внешнего решения для электрического поля, которое
при отсутствии вращения из принципа соответствия должно совпадать со статическим
полем вне заряженного цилиндра. Откуда имеем при c1 = 0

Er =
2χ

r
=

c3

r
, c3 = 2χ, (14.55)

где χ - плотность заряда на единицу длины цилиндра. Итак, получили заранее ожидае-
мый результат. Внутри цилиндра электрическое поле равно нулю, а магнитное постоянно,
отлично от нуля и равно

Hz =
2Ωχ

c
= const, ~E = 0 r < R, (14.56)

где R - радиус цилиндра. Вне цилиндра в силу c1 = 0 равно нулю магнитное поле, а
электрическое поле отлично от нуля.

Er =
2χ

r
, ~H = 0 r > R, (14.57)

Вычислим величину магнитного поля через конвективный ток на единицу длины. Очевид-
но, что χ = jT , где j - конвективный ток через единицу длины, а T - период обращения
цилиндра. Подставляя в (14.56), находим

Hz =
4πj

c
= const, r < R, (14.58)
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что в точности совпадает с полем внутри бесконечного идеального соленоида. Проведен-
ный здесь подробный расчет является некоторой тестовой задачей правомерности постро-
енного неголономного аппарата преобразования уравнений электродинамики из ИСО в
НСО и обратно. Вычислив значения постоянных c1 и c3, возвратимся к анализу электро-
магнитного поля вращающегся полого цилиндра с точки зрения наблюдателя, связанного
с этим цилиндром. Очевидно, что соотношение между постоянными (14.53) будет справед-
ливым внутри цилиндра как в ИСО, так и в НСО, однако это уже не приведет к обраще-
нию в ноль электрического поля внутри цилиндра. Электрическое поле внутри цилиндра
в НСО отлично от нуля и меняется по закону

Ẽr = F̃0̂1̂ = −∂Â0̂

∂r
+ Â0̂F1̂ =

2χβ2

r

1√
1− β2

, r < R, (14.59)

Для малых β последнее соотношение сводится к виду

Ẽr = F̃0̂1̂ =
2χβ2

r
=

2χΩ2r

c2
. r < R, (14.60)

Из последней формулы видно, что в НСО электрическое поле в центре цилиндра равно
нулю, и далее линейно возрастает, достигая на радиусе цилиндра максимума, однако поле
на внутренней границе составляет величину порядка β2 от поля на наружной границе. Вне
цилиндра в НСО (как и в ИСО) c1 = 0. Равенство нулю c1 вытекает также из физического
требования уменьшения поля с ростом r. Поэтому получаем для электрического поля
выражение

Ẽr = F̃0̂1̂ =
2χ

r

1√
1− β2

, r > R, (14.61)

Из последнего соотношения следует, что формула применима для конечных расстояний,
для которых β < 1. Эта трудность является типичной для классической вращающейся
СО. При нашем описании вращающейся жесткой СО, изложенном в главе первой, такой
трудности возникнуть в принципе не может.

Исследуем поведение магнитного поля в НСО. В согласии с формулой (14.41)

F̃k̂l̂ = c3

√
1− β2Ωk̂l̂. (14.62)

Отличной от нуля компонентой тензора угловой скорости вращения в НСО будет Ω1̂2̂, для
которой из (14.43) имеем

Ω1̂2̂Ω1̂2̂γ̂
1̂1̂γ̂ 2̂2̂ =

β2

r2(1− β2)2
. (14.63)

Используя (14.36), выбрав отрицательный корень для Ω1̂2̂, находим

Ω1̂2̂ = − β

(1− β2)
3
2

, F̃1̂2̂ = −c3
β

1− β2
. (14.64)

Внутри и вне цилиндра постоянная c3 = 2χ. Обращаем внимание, что в НСО магнитное
поле отлично от нуля как внутри, так и вне цилиндра. Физический смысл этого связан с
тем обстоятельством, что магнитное поле в НСО определяется тензором угловой скорости
вращения базиса НСО. Этот тензор отличен от нуля как внутри, так и вне цилиндра.
Магнитное поле в ИСО определяется конвективными токами вращающегося цилиндра. Из
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закона, определяющего магнитное поле по заданному току, следует, что магнитное поле
будет лишь внутри цилиндра. Во вращающейся НСО конвективный ток тождественно
равен нулю, а магнитное поле отлично от нуля во всем пространстве.

Физический смысл имеют не аффинные, а тетрадные компоненты тензора поля. Т.к.
метрика (14.36) ортогональна, то для построения поля тетрад можно векторы орторепера
~eα совместить с векторами аффинного репера и поле тетрад записать в виде:

eµ
(α) =

δµ
α√
|gαα|

, e(α)
µ = δα

µ

√
|gαα|, (14.65)

где суммирование по α отсутствует. Тетрадные компоненты тензоров совпадают с "физи-
ческими". Например, для отличной от нуля пространственной компоненты тензора поля,
связанной с магнитным полем, имеем

F̃ (1̂)(2̂) = −2χΩ

c

1√
1− β2

= −H̃z, 0 < r <
c

Ω
. (14.66)

Отметим, что аффинная компонента поля Ẽr = F̃0̂1̂ автоматически совпадает с тетрадной
в силу характера метрики (14.36).

Выясним вклад в "абсолютное"магнитное поле его "относительных"и "переносных"составных
частей. Из (14.26) и (14.29) находим для относительного тензора магнитного поля выра-
жение

F̂k̂l̂ = F̃k̂l̂ − 2Ωk̂l̂Â0̂ = (ε− 2Â0̂)Ωk̂l̂ (14.67)

Так как Â0̂ = V0Ψ, то для вычисления F̂k̂l̂ достаточно вычислить Ψ как во внутренней, так
и во внешней областях цилиндра. Считая, что в центре цилиндра при равной нулю напря-
женности электрического поля Ψ(0) = 0 и считая также, что на поверхности цилиндра
функция Ψ не терпит разрыва, интегрируя для двух разных областей уравнение (14.46)
вида

dΨ

dr
=

c1(1− β2)

β
− c3

r
, (14.68)

находим
Ψ = −χβ2, r < R, (14.69)

Ψ = −χ
[
β2

0 + 2 ln
(

r

R

)]
, r > R, β0 =

ΩR

c
. (14.70)

Это дает для внутреннего решения

F̂1̂2̂ = − 2χβ

(1− β2)2
, r < R, (14.71)

и для наружного

F̂1̂2̂ = −
2χβ

[
β2

0 + 2 ln
(

r
R

)]

(1− β2)2
, r > R. (14.72)

Как и для инерциальных систем осчета, так и для неинерциальных можно составить
инвариантные величины, остающиеся неизменными при преобразовании от ИСО к НСО
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и наоборот. Вид инвариантов легко установить, исходя из следующих легко проверяемых
равенств

F̃α̂β̂F̃ α̂β̂ = FµνF
µν = inv. (14.73)

В частности, для нашей задачи вращающегося цилиндра выражение (14.73) эквивалентно
равенству (

F̃1̂2̂

)2

ĝ1̂1̂ĝ2̂2̂ −
(
F̃0̂1̂

)2

ĝ0̂0̂ĝ1̂1̂ =

=
(
F12

)2

g11g22 −
(
F01

)2

g00g11 = (Hz)
2 − (Er)

2. (14.74)

Непосредственной проверкой можно убедиться, используя проделанные выше вычисления
для полей в ИСО и НСО, что для внешнего решения величина инварианта равна −(Er)

2,
а внутреннеe решение соответствует инварианту (Hz)

2. Что касается второго известного
инварианта, соответствующего скалярному произведению электрического и магнитного
полей, то в силу ортогональности этих полей этот инвариант тождественно равен нулю.
Выполнение равенств (14.74) является также контролем проделанных вычислений при
нахождении электромагнитного поля.

Проведем анализ полученных результатов. Характер электромагнитного поля враща-
ющего полого заряженного цилиндра в ИСО привел к ожидаемому результату, а именно:
магнитное поле внутри цилиндра постоянно и совпадает с полем соответствующего соле-
ноида, вне цилиндра магнитное поле отсутствует. Электрическое поле внутри цилиндра
равно нулю, а вне цилиндра совпадает с полем покоящегося заряженного цилиндра.

Результат вычислений электромагнитного поля в НСО является несколько неожидан-
ным: обычно принято считать, что в магнитостатике магнитное поле обязано своим про-
исхождением электрическому току. Так как заряженный цилиндр в НСО покоится, то
ток в этой системе тождественно равен нулю. Однако магнитное поле в НСО оказалось
отличным от нуля не только внутри цилиндра, но также и вне его. Наличие почти по-
стоянного магнитного поля вне цилиндра (в реальном случае в формуле (14.66) можно
пренебречь β2 по сравнению с единицей) и внутри его, совпадающего с магнитным полем
в ИСО внутри цилиндра (14.56), на первый взгляд кажется довольно странным. Однако
вращающееся система является неинерциальной с другими законами физики, чем в ИСО.
Появление в НСО магнитного поля вне и внутри цилиндра обязано наличию вращения,
которое является абсолютным (14.62). "Относительности вращения"не существует [120].
Второй неожиданностью в НСО является появление внутри цилиндра не равного нулю
электрического поля, которое является, правда, в силу (14.59) величиной второго порядка
малости β2 по сравнению с наружным полем (14.61). Однако принципиальное существо-
вание поля внутри бесконечного заряженного полого цилиндра, обращающемуся в нуль
на оси, говорит о том, что источником электрического поля являются в НСО не только
электрические заряды. Это, впрочем, следует из одного из уравнений Максвелла (13.9) в
НСО, согласно которому

~∇ · ~E =
2

c
~Ω · ~H + 4πρ∗

источником электрического поля может быть скалярное произведение вектора угловой
скорости с вектором магнитного поля.

Сравним найденные нами результаты с результатами других работ на эту тему. В кни-
ге [22] приводится выражение для преобразования электромагнитных полей, полученное
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также независимо от [22] и в работе [137]. Это преобразование в векторной форме имеет
вид

~E ′ = γ
(

~E − (~ω × ~r)× ~H

c

)
− γ2

c2(1 + γ)
(~ω × ~r) ~E · (~ω × ~r), (14.75)

~H ′ = γ
(

~H +
(~ω × ~r)× ~E

c

)
− γ2

c2(1 + γ)
(~ω × ~r) ~H · (~ω × ~r),

γ ≡ 1√
1− β2

. (14.76)

В формулах (14.75) и (14.76) штрихованные величины относятся к вращающейся НСО, а
нештрихованные - к ИСО. Для нашей задачи вращающего заряженного полого цилиндра
последние члены в приведенных формулах исчезают, поскольку поле скоростей СО ~ω × ~r
ортогональны полям ~E и ~H как внутри, так и вне цилиндра. Можно показать, что с точ-
ностью до выбора знака вектора угловой скорости ω найденные нами величины полей для
частного случая вращающегося полого заряженного цилиндра совпадают с аналогичными
величинами [22], [137].

Наличие с точки зрения вращающейся СО внутри цилиндра электрического поля ка-
залось бы должно привести к радиальному движению заряда покоящимуся в ИСО внутри
полости цилиндра. Однако это не так.

Из полученного решения с точки зрения ИСО очевидно, что внутри цилиндра элек-
трического поля нет, а по отношению к магнитному покоящийся в ИСО пробный заряд
внутри полости неподвижен. Поэтому никаких сил на пробный заряд внутри вращающего-
ся заряженного цилиндра с точки зрения ИСО не действует. Ситуация с пробным зарядом
эквивалентна помещению этого заряда внутрь соленоида и покоящегося относительно по-
следнего.

С точки зрения наблюдателя, находящегося на вращающемся цилиндре, покоящийся в
ИСО заряд будет по отношению к НСО двигаться по окружности радиуса r со скоростью
−Ωr в обратную сторону вращающемуся диску. Релятивистские формулы преобразова-
ния уравнений движения от НСО к ИСО и обратно подробно разобраны нами в разделе
11. Сейчас нам важно, не осложняя существа дела, выяснить измениться ли радиальная
компонента внешней силы со стороны электромагнитного поля с точки зрения НСО, если
с точки зрения ИСО она равнялась нулю. В нерелятивистской механике [138] уравнение
движения материальной точки относительно равномерно вращающейся системы отсчета
имеет вид

m
d~v

dt
= ~F + 2m[~v~Ω] + m[~Ω[~r~Ω]], (14.77)

где ~v - относительная скорость, ~F - сила на частицу со стороны электромагнитного поля.
Если внутри полости частица неподвижна относительно ИСО, то ~v = −[~Ω~r]. Подстановка
последнего соотношения в (14.77) приводит к соотношению

~F = 0, (14.78)

которое эквивалентно тому, что сумма силы Кориолиса с центробежной обуславливает
относительное центростремительное ускорение. Сила ~F со стороны электромагнитного
поля на пробную частицу в полости цилиндра складывается из суммы сил со стороны
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электрического поля (14.59) и со стороны магнитного поля (14.66). Пусть пробный заряд
q, покоящийся в полости в ИСО, положителен и цилиндр также заряжен положительно.
Тогда очевидно, что сила со стороны электрического поля напрвлена по радиусу от центра,
а сила со стороны магнитного - по радиусу к центру. Суммирование дает

F = q
(
Ẽr − v

c
H̃z

)
= q

(
2χβ2

r

1√
1− β2

− v

c

2χΩ

c

1√
1− β2

)
= 0. (14.79)

Итак, как и следовало ожидать, отутствие радиального движения частицы является ин-
вариантным фактором как из ИСО, так и из НСО. Отметим, что последняя формула
является релятивистской.

15. Cравнение электромагнитных полей в НСО Меллера
и в НСО в пространстве постоянной кривизны. Дискуссия

Уравнения электродинамики в НСО c с заданной структурой внешне не отличаются
от уравнений электродинамики при наличии гравитационного поля [7], где метрические
коэффициенты определяются из (2.18). Уравнения Максвелла для НСО с заданной струк-
турой и условия Лоренца будут иметь вид [7]

1√−g

∂

∂yν

(√−gF µν
)

= −4πjµ

c
,

1√−g

∂

∂yν

(√−gAν
)

= 0. (15.1)

Поэтому приведем только простейшие соотношения, базирующиеся на конкретном виде
метрики (2.18). В качестве примера рассмотрим один из "вечных вопросов"[27] о поле при
равномерно ускоренном движении заряда. Из (15.1) и метрики (2.18) находим из условий
Лоренца решение

A1 = Qa exp(−ay1), A2 = A3 = 0, a ≡ a0

c2
. (15.2)

Для потенциала точечного заряда 0, вмороженного в начало координат НСО, статические
уравнения Максвелла при выполнении условий Лоренца сводятся к виду

1√−g

∂

∂y1

(√−gg00∂A0

∂y1

)
+ g00

(
∂2A0

∂y22 +
∂2A0

∂y32

)
= −4πj0

c
(15.3)

или после упрощений

∆A0 − a
∂A0

∂y1
= −4πQeay1

δ(y1)δ(y2)δ(y3). (15.4)

Решение (15.4) ищем в виде.

A0 = u(y1, y2, y3) exp(λy1), λ =
a

2
. (15.5)

После чего уравнение для u сведется к форме

∆u− a2

4
u = −4πQ exp

(
ay1

2

)
δ(y1)δ(y2)δ(y3), (15.6)
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a его решение

u =
Q

r
exp

(
−ar

2

)
. (15.7)

Отметим, что хотя пространство (2.18) - риманово, но его пространственное сечение ев-
клидово, в котором существует радиус - вектор. Из рассмотренного следует, что решение
уравнения (15.4) имеет вид

A0 =
Q

r
exp

{
−a0r(1− cos θ)

2c2

}
. (15.8)

Для напряженности электрического поля ~E имеем

~E =
Q

r2
exp

{
−a0r(1− cos θ)

2c2

}[
~r

r
+

a0r

2c2

(
~r

r
−~i

)]
, (15.9)

где r - трехмерное ( евклидово ) расстояние от начала координат , совпадающим с зарядом,
до точки наблюдения, θ - угол между радиусом - вектором ~r и ~i, ~i = ~a0/| ~ao |.

Для удобства преобразований между СО перепишем решения в тензорной форме. От-
личные от нуля компоненты тензора поля F0k = −Fk0 имеют вид в согласии с (15.9)

F0k =
Q

r2
exp

{
−a0r(1− cos θ)

2c2

}[
nk +

a0r

2c2

(
nk − δ1

k

)]
, (15.10)

nk - единичный вектор вдоль r в трехмерном пространстве с метрикой δkl.

Для пространственных компонент тензора электромагнитного поля Fkl имеем из (15.2)

Fkl = 0. (15.11)

Это означает, что магнитное поле в НСО отсутствует. Как известно [7], тензор энергии -
импульса µν электромагнитного поля в криволинейных координатах можно представить в
виде.

Tµν =
1

4π

(
−FµβFν

β +
1

4
FβγF

βγgµν

)
, (15.11)

Из (2.18), (15.10), (15.11) следует, что вектор Пойнтинга Sk = cT0k

Sk = 0, (15.12),

что означает отсутствие в НСО излучения. Переход в квази - ИСО дается в соответствии с
правилами раздела 3 и приводит к закону движения, взятому из соотношений (3.5), (3.6).

y1 = x1 +
c2

a0

ln | cos(a0S/c2) |,

y0 =
c2

a0

tan(a0S/c2) exp(−a0x
1/c2). (15.13).

Из (15.13), в согласии с обычным правилам преобразования тензоров, имеем

F̃αβ =
∂yµ

∂xα

∂yν

∂xβ
Fµν . (15.14).
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Откуда находим

F̃0p =
exp(−a0x

1/c2)

cos2(a0x0/c2)

[
F0p − sin2(a0x

0/c2)δ1
pF01

]
, (15.15).

F̃kl = exp(−a0x
1/c2) tan(a0x

0/c2)
[
δ1
l F0k − δ1

kF0l

]
. (15.16).

Переход к эталонным координатам осуществляем по правилу

F ∗
αβ =

∂xµ

∂Xα

∂xν

∂Xβ
F̃µν ,

x0 =
c2

a0

arccos
[
exp

(
1−

√
1 +

a0
2T 2

c2

)]
, (15.18)

где в согласии с (6.1) преобразуем только временную координату t, выражая ее через время
пространства Минковского T , и оставляя пространственные координаты неизменными, т.е
x1 = X1, x2 = X2, x3 = X3. В результате получим

F ∗
0k =

√
g00F̃0k, F ∗

kl = F̃kl, (15.19)

где g00 временная компонента метрического тензора в эталонных координатах (6.2).

С помощью тетрад (7.1) найдем тетрадные компоненты тензора поля в эталонных
координатах

F ∗
(α)(β) = eµ

(α)e
ν
(β)F

∗
µν =

F ∗
αβ√

|gαα|
√
|gββ|

. (15.20)

Считая тензор электромагнитного поля инвариантом соответствия, и отождествляя тет-
радные компоненты тензора поля в эталонных координатах с аффинными компонентами
в ИСО (2.4), получим с выражения для компонент напряженностей электромагнитного
поля в цилиндрических координатах в виде:

Ex =
Q

r2
exp

{
−a0r(1 + cos θ)

2c2

}[
cos θ

(
1 +

a0r

2c2

)
− a0r

2c2

]
, (15.21)

Eρ =
Qρ

r3

(
1 +

a0r

2c2

)
exp

{
−a0r(1 + cos θ)

2c2
− 1 +

√
1 +

a0
2c2

T 2

}
, (15.22)

где ρ - полярный радиус , ρ2 = (x2)2 +(x3)2 = (y2)2 +(y3)2. Величина r2 = ρ2 +(y1)2 может
быть выражена через координаты ИСО с помощью закона движения (2.5) или (3.9) и
соотношения (6.1) и имеет вид

r2 = ρ2 +
[
x1 + (c2/a0)(1−

√
1 + a0

2T 2/c2)
]2

,

cos θ определяется из формулы cos θ = y1/r, где y1 определяется выражением в квадрат-
ных скобках в r2. Вычисление магнитного поля приводит к соотношениям:

Hφ = sin(a0t/c)Eρ, Hρ = Hx = 0, (15.23)
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где t связано со временем ИСО Т формулой (6.1). Приведем для сравнения результаты
Борна [28], [34], переписанные в наших обозначениях.

Ẽρ = 8Q
c4

a2
0

ρ(x1 + c2/a0)

R3
, H̃ρ = H̃x = 0, H̃φ = 8Q

c4

a2
0

ρcT

R3
,

Ẽx = −4Q
c4

a2
0

ρ2 − (x1 + c2/a0)
2 + c2T 2 + c4/(a0)

2

R3
, Ẽφ = 0,

R =

√[
ρ2 + (x1 + c2/a0)2 − c2T 2 − c4/a0

2

]2

+ 4ρ2c4/a0
2. (15.24)

Проведем некоторый предварительный анализ полученного нами решения для поля то-
чечного заряда в пространстве-времени постоянной кривизны и сравним его с решением
Борна. Из решения, полученного нами, в частности следует, что отношение

Hφ

Eρ

= sin(a0t/c) =

√[
1− exp

(
2(1− (1 + β2)1/2)

)]
, β =

a0T

c
. (15.25)

Из решения Борна подобное отношение в согласии с (15.24) имеет вид

H̃φ

Ẽρ

=
cT

x1 + c2/a0

=
1√

1 +
(

y1

cT
+ 1

β

) < 1. (15.26)

Из последнего соотношения следует, что cT < x1 = c2/a0. Только при этом условии g00

компонента метрики Меллера положительна.

Анализ полученных результатов показывает , что для компонент напряженности элек-
трического поля Ex и Eρ разложение в ряд по степеням (a2

0T
2/c2), (a0y

1/c2), (a0r/c
2) при-

водит с учетом указанных членов к аналогичному разложению, полученному из решения
М. Борна.

Вопрос об излучении заряда, движущегося равноускоренно, является дискуссионным.
После выхода обзорной работы [27], в резюме которой автор посчитал "вечный вопрос
"классической физики закрытым , появились работы [29 - 35], в которых дискуссия была
продолжена. Например, в работе [34] наличие излучения в НСО связывается с возможно-
стью g00 компоненте метрического тензора иметь отрицательное значение, что для мет-
рики Меллера эквивалентно переходу в комплексную плоскость для пространственных
переменных и времени. Переход от метрики Меллера к метрике Уйттекера не меняет сути
дела, т.к. связь между двумя метриками определяется заменой лагранжевой координаты
y1 другой лагранжевой координатой z по формуле

y1 = (c2/a0)((1 + 2a0z/c
2)1/2 − 1),

которая переводит метрику Меллера (2.12) в метрику Уйттекера.

dS2 =
(
1 +

2a0z

c2

)
c2(dT )2 −

(
1 +

2a0z

c2

)−1

(dz)2 − (dy2)2 − (dy3)2. (15.24)

g00 компонента метрики (2.12) связывается с аналогичной компонентой метрики Уйт-
текера соотношением

(y1a0/c
2 + 1)2 = (1 + 2a0z/c

2)
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и требование отрицательности g00 в метрике Уйттекера приводит к комплексности y1 в
метрике Меллера.

С другой стороны, как показано в [4], в метрике Меллера существует "горизонт т.е.
такая НСО может быть реализована телами конечных размеров вдоль направления дви-
жения. Если в начальный момент тело покоилось, а потом стало двигаться равноускоренно
как единое целое, то начальные размеры этого тела ограничены неравенством −c2/a0 <
y1 < ∞. Это неравенство в переменных Эйлера эквивалентно соотношению (1+a0x

1/c2) >
a0T/c, определяющему допустимую область определения значений координат и времени в
ИСО, занимаемую движущимся телом. Как показано в [34], при анализе решения Борна
при справедливости последнего неравенства в фиксированный момент времени T поля
не образуют волновой зоны и, следовательно, излучение отсутствует. Именно эта точка
зрения нашла отражение в известной книге В. Паули [36].

Требование [34] расширить пространство - время ИСО на область комплексных зна-
чений координат и времени приводит к образованию волновой зоны за "горизонтом фи-
зический смысл которой с нашей точки зрения весьма туманен. В работах [29 - 32], [35]
рассматривается так называемый инвариантный критерий излучения, смысл которого сво-
дится к разбиению электромагнитного поля движущегося заряда на "связанную"и "сво-
бодную"части. Полный тензор энергии - импульса электромагнитного поля, разложенный
на части, удовлетворяет в целом и по отдельности законам сохранения. Опираясь на опре-
деление [33], вводится НСО, следующая за полем, для наблюдателей в которой вектор
Пойнтинга во всех точках равен нулю. Однако, исходя из принятого разложения поля на
связанную и излученные части, обращение в нуль вектора Пойнтинга не означает с точки
зрения такой идеологии отсутствия излучения в данной НСО. В таких НСО поток энергии
связанного поля как бы полностью компенсирует поток энергии излучения. На наш взгляд
такое деление на связанное поле и поле излучения несколько искусственно. Суммарный
ноль всегда можно разделить на две или большее число ненулевых частей, и вопрос излу-
чает или нет заряд, совершающий гиперболическое движение, остается открытым.

На наш взгляд причина возникновения парадокса состоит в следующем :

Частное решение уравнений Максвелла в форме запаздывающих потенциалов или ре-
шение для потенциалов Лиенара - Вихерта в случае точечного заряда уже по своей струк-
туре предполагает наличие излучения в системе. Т.е. из решения Лиенара - Вихерта мож-
но сделать заключение: "Излучающий заряд движется ускоренно."Обратное утверждение
:"Заряд , движущийся ускоренно, - излучает на наш взгляд не всегда справедливо. Поиск
частного решения зависит не не только от вида уравнения, но и от физической ситуации.
Например, решая уравнения Максвелла вне уединенного покоящегося точечного заряда
мы выбираем статическое решение вместо волнового.

Рассмотрим второй пример. В постоянном поле тяжести (в ньютоновской теории) на
нити висит покоящийся заряд. Другой такой же заряд подвешен в ракете , летящей с
ускорением равным земному вдали от гравитирующих тел. Силы натяжения нити в этих
случаях одинаковы. Т.к. физические ситуации в каждой из этих систем эквивалентны,
то должны быть эквивалентны и решения уравнений Максвелла. Но решения в первой
системе, очевидно, - статические, следовательно, должны быть статическими и решения
во второй системе. Вторая система - есть равноускоренная НСО. Таким образом, в вопросе
о поле заряда, совершающего гиперболическое движение, мы разделяем точку зрения М.
Борна, В. Паули и В. Гинзбурга, что заряд движущийся гиперболически достаточно долго
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не излучает и "напротив, если два прямолинейных равномерных движения переводятся
одно в другое с помощью гиперболического движения , то излучение имеет место"[36],
[27].

Нами предлагается следующий критерий отсутствия излучения движущимся зарядом
( или системой зарядов ).

Если заряд (или система зарядов) вморожен в движущееся жесткое в смысле Борна
тело и если для наблюдателя в этой НСО уравнения Максвелла допускают стационарное
решение для полей, создаваемых этим зарядом (системой зарядов), то такой заряд (
система зарядов) не излучает.

Сформулированное нами условие отсутствия излучения эквивалентно постоянству элек-
тромагнитного поля ( т.е. его независимости от времени НСО) именно по отношению к
лагранжевой жесткой сопутствующей НСО, когда мировая линия заряда (или конгруен-
ция мировых линий системы зарядов) принадлежат конгруенции мировых линий частиц
базиса НСО. Наше определение постоянства тензорного поля и связанного с ним усло-
вия отсутствия излучения отличается от аналогичного определения работы [37] ( где под
постоянством поля понимается существование допустимой системы координат, в которой
компоненты поля не зависят от временной координаты в некоторой области пространства
- времени )

дополнительным требованием жесткости допустимых систем отсчета.

Аналитический критерий отсутствия излучения можно получить из рассмотренного
автором выше в разделе 14 критерия стационарности, который определяется формулами
(14.6) или обращением в нуль обобщенной силы радиационного трения (14.8).

Для одного заряда, движущегося поступательно, Ωµν = 0 и обобщенная сила gµ совпа-
дает с обычной силой торможения излучением [7] . Если электромагнитное поле в НСО
стационарно, то выполняется условие (14.7) и gµ = 0, что в согласии с Паули [36] означает
отсутствие излучения.

Условию отсутствия излучения (14.6) удовлетворяет исследованное выше решение Бор-
на , если заряд , совершающий гиперболическое движение , вморожен в НСО Меллера
(2.12), а движение базиса Меллера рассматривается в эйлеровых координатах ИСО. Если
же мировая линия рассматриваемого заряда принадлежит конгруенции мировых линий
частиц базиса системы Логунова (2.7), (2.8), то уравнения Максвелла в такой системе
не допускают стационарного решения , т.к. эта система не является релятивистски жест-
кой. Заметим, однако, что из этого факта нельзя сказать, что равноускоренный заряд, в
системе Логунова излучает! Просто в нежестких системах не применим критерий стаци-
онарности. Если к мировой линии равноускоренного заряда из системы Логунова, "при-
мыслить"мировые линии незаряженных частиц из системы Меллера, то заряд с точки
зрения нашего критерия не излучает. Или другой пример. К заряду, прикрепленному к
стенке, присоединяется резиновый жгут, другой конец которого, движется произвольным
образом. Ясно, что в СО, связанной со жгутом, уравнения Максвелла для рассматрива-
емого заряда имеют нестационарные решения, однако, ни о каком излучении не может
быть и речи.

Заряд, вмороженный в равноускоренную НСО (2.18), также не излучает, что следу-
ет из формул (3.7), (3.13) и вытекающих из них соотношений F0 = (a0/c

2) tan(a0t/c),
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F1 = −a0/c
2, подстановка которых в (14.6) обращает последнее в тождество. Таким обра-

зом, найденное нами решение (15.21-15.23) в римановом пространстве - времени, является
аналогом решения Борна в пространстве Минковского. В отличие от решения Борна, най-
денное нами решение не имеет "горизонта за которым образуется волновая зона [34],
поэтому излучение отсутствует во всей области пространства - времени ИСО.

Можно проверить, что критериям (14.6), (14.7) помимо гиперболического движения
удовлетворяет и равномерно вращающийся диск , радиус которого r < c/Ω, где Ω - угловая
скорость. Как показано в [34] , во вращающейся системе отсчета, определяемой обычным
образом [7], заряд не излучает, если g00 = 1− Ω2r2/c2 > 0 и излучает при g00 < 0.

В работе [18] автором построена релятивистская жесткая равномерно вращающаяся
система отсчета, реализуемая в римановом пространстве - времени. Результаты работы
изложены в разделе 8. Полученное решение справедливо на любом расстоянии r от оси
вращения и компонента g00 метрического тензора всегда положительна. Вычисляемая в
такой системе обобщенная сила радиационного трения (14.8) обращается в нуль для всех
точек диска, что в соответствии с принятым критерием означает отсутствие излучения
для вмороженных в диск системы зарядов или одного заряда, находящегося на любом
расстоянии от центра диска.

16. Распространение электромагнитных полей
в пространстве постоянной кривизны, эффект Допплера.

Рассмотрим распространение волн в равноускоренной НСО (2.18) на основе уравнений
Максвелла , записанных в трехмерной форме , как и для случая статического гравитаци-
онного поля [7] вне источников

~∇× ~E = −1

c

∂ ~D

∂ξ
, ~∇× ~H =

1

c

∂ ~B

∂ξ
,

~∇ · ~B = ~∇ · ~D = 0,

~D =
~E√
h
, ~B =

~H√
h
, h = g00. (16.1)

Подействовав оператором ~∇ на векторные уравнения, получим

1

c2h

∂2 ~E

∂ξ2
−∇2 ~E −

√
h

[
~∇

(
1√
h

)
×

[
~∇× ~E

]]
+ ~∇(~∇ · ~E) = 0,

~∇ · ~E = −
~E√
h
· ~∇ 1√

h
. (16.2)

1

c2h

∂2 ~H

∂ξ2
−∇2 ~H −

√
h

[
~∇

(
1√
h

)
×

[
~∇× ~H

]]
+ ~∇(~∇ · ~H) = 0,

~∇ · ~H = −
~H√
h
· ~∇ 1√

h
. (16.3)
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Уравнение для ~H оказалось точно таким же как и для ~E. Рассмотрим некоторые частные
решения уравнений (16.2), (16.3). Будем искать решения в виде ТЕМ - волн, направив ~E

вдоль оси y2 c с единичным вектором ~i2, ~H вдоль оси y3 c с единичным вектором ~i3 и
считая, что оба вектора зависят только от временной координаты и от одной простран-
ственной y1 c единичным вектором ~i1, коллинеарным ускорению.

Опуская промежуточные вычисления, находим для волн, распространяющихся в на-
правлениях коллинеарных ускорению , уравнения

1

c2h

∂2E

∂ξ2
− ∂2E

∂x2
− a0

c2

∂E

∂x
= 0. (16.4)

1

c2h

∂2H

∂ξ2
− ∂2H

∂x2
− a0

c2

∂H

∂x
= 0. (16.5)

Здесь x = y1, y0/c = ξ, E1 = E3 = 0, E2 = E(x, t), H1 = H2 = 0, H3 = H. Для решения
(16.4) рассмотрим предварительное выражение

h
(

∂2E

∂x2
+

a0

c2

∂E

∂x

)
. (16.6)

Введем новую функцию p = p(x) Тогда выражение (16.6) можно представить в виде

e2ax
[
∂2E

∂p2

(
dp

dx

)2

+
∂E

∂p

(
a
dp

dx
+

d2p

dx2

)]
. (16.7)

Полагая выражение в круглых скобках (16.7) равным нулю, получаем уравнение

a
dp

dx
+

d2p

dx2
= 0,

решение которого
dp

dx
= αe−ax, p =

α

a

(
1− e−ax

)
, α = const.

Таким образом, выражение (16.7) представимо в виде

e2ax
[
∂2E

∂p2

(
dp

dx

)2

+
∂E

∂p

(
a
dp

dx
+

d2p

dx2

)]
= α2∂2E

∂p2
. (16.8)

Из требования, чтобы при малых x выполнялось равенство p = x, получим α = 1, а
уравнение (16.4) эквивалентно

1

c2

∂2E

∂ξ2
− ∂2E

∂p2
= 0, (16.9)

т.е. обычному волновому уравнению. В согласии с рассмотренным, решение (16.4) имеет
вид

E = E1

(
ξ +

c

a0

(
exp

(
−a0x

c2

)
− 1

))

+E2

(
ξ − c

a0

(
exp

(
−a0x

c2

)
− 1

))
(16.10)
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где E1 и E2 произвольные функции. Решение для магнитного поля H получается анало-
гичным (16.10). Фазовая скорость v из найденного решения, получаемая дифференциро-
ванием по ξ постоянной фазы в 1, дает v = /(εµ)1/2, где ε = µ = 1/(g00)

1/2 = exp(−a0x/c2).

Таким образом, как и в статическом гравитационном поле [7], можно сказать, что в
отношении своего воздействия на электромагнитное поле силы инерции как бы изменяют
диэлектрическую и магнитную проницаемость среды, в которой волны распространяются.
Правда, такое сходство является чисто внешним, т.к. для волн, распространяющихся вдоль
направления ускорения 1 при x > 0, ε = µ < 1 и фазовая скорость с ростом x возрастает,
оставаясь по величине всегда больше скорости света в вакууме . Для волны 2 при x <
0 , распространяющейся в обратную сторону, ε = µ > 1 и фазовая скорость убывает
по мере удаления от источника , оставаясь по величине всегда меньше скорости света
в вакууме . Из классических представлений на основе галилеевого сложения скоростей
следовало бы ожидать обратного результата , поэтому фазовая скорость , определяемая
как производная от координаты по мировому времени, не является "физической ". То же
самое значение фазовой скорости можно получить и приравниваем нулю интервала (2.18)
при фиксированных значениях y2 и y3, что контролирует проделанные вычисления.

Физическим значением фазовой скорости будет ее значение, измеренное в тетрадах
(8.1) метрики (2.18) НСО, определяемое равенством

v =
cdy1

(g00)1/2dy0
,

которое приводит к величинам v1 = для 1 и v2 = − для 2.

Приравнивая нулю интервал (6.2), или преобразуя фазу в полученном решении из НСО
к эталонным координатам квази - ИСО, находим двумя способами одинаковый результат
для фазовой скорости распространения электромагнитной волны относительно квази -
ИСО в координатах и времени пространства Минковского.

v =
dx1

dT
=

cβ

(1 + β2)1/2

(
1− exp(2− 2(1 + β2)1/2)

)1/2
, (16.11)

где β = 0/.

Тетрадные компоненты фазовой скорости относительно квази - ИСО, имеющие непо-
средственно физический смысл, получаются из (16.11) с использованием метрики (6.2) и
тетрад (8.1)

v(1) = c
e(1)

µ dxµ

e
(0)
ν

= c
|g11|1/2dx1

|g00|1/2dx0
= c. (16.12)

Таким образом , из волнового решения уравнения Максвелла в НСО следует, что фа-
зовая скорость распространения электромагнитной волны, измеряемая в тетрадах (8.1)
метрики (2.18) НСО или метрики (6.2) квази - ИСО, оказалась постоянной и равной ско-
рости света в вакууме. Анализ формулы (16.11) показывает, что фазовая скорость рас-
пространения волны в координатах и времени пространства Минковского не превосходит
скорости света в вакууме, при = 0 и →∞ скорость v → , а при β = 3/2 фазовая скорость
минимальна и равна 0.931.
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На основе полученного решения (16.10) произведем расчет продольного эффекта До-
пплера, когда источник плоских монохроматических электромагнитных волн находится
на ускоренном объекте в начале лагражевой системы координат, а в момент времени = 0
лагранжевы координаты совпадали с эйлеровыми. Выражение для эйконала ψ1 и ψ2 плос-
ких волн из (16.10) в НСО (2.18) имеет вид

ψ1 = −ω0

(
y0/c +

c

a0

(
exp

(
−a0x

c2

)
− 1

))
, (16.13)

ψ2 = −ω0

(
y0/c− c

a0

(
exp

(
−a0x

c2

)
− 1

))
, (16.14)

а в квази - ИСО (3.7) описывается формулами

ψ1 = −ω0c

a0

(
tan(a0t/c) +

exp
(
−a0x

c2

)

cos(a0t/c)
− 1

)
, (16.15)

ψ2 = −ω0c

a0

(
tan(a0t/c)−

exp
(
−a0x

c2

)

cos(a0t/c)
+ 1

)
, (16.16)

где ω0 - круговая частота.

Волновой 4 - вектор µ, определяемый как 4 - градиент от эйконала, является инвари-
антом соответствия и для него тетрадные компоненты в квази - ИСО (6.2) совпадают с
тетрадными (которые являются одновременно и аффинными) компонентами ИСО (2.4).
При этом (2.4) и (6.2) заданы в общей координации . Используя формулы (6.2), (8.1),
(16.15), (16.16) и (3.10), находим выражение для частоты ω1 в ИСО (2.4) для продольного
эффекта Допплера , когда источник приближается к приемнику

ω1 = K ′
(0)c = ω0 exp(−a0y

1/c2)
(1 + v/c)1/2

(1− v/c)1/2
(16.17)

где v - скорость передатчика, определяемая из (3.10).

Если источник удаляется от приемника, то воспринимаемая частота имеет вид

ω2 = K ′′
(0)c = ω0 exp(−a0y

1/c2)
(1− v/c)1/2

(1 + v/c)1/2
(16.18)

В соотношении (16.17) y1 > 0 , а в (16.18) y < 0. Анализ формул (16.17) и (16.18)
показывает что изменение частоты зависит от двух факторов: от потенциала сил инер-
ции, характеризуемого множителем 1/(g00)

1/2 = exp(−a0y
1/c2), и от скорости источника

относительно приемника, что в точности соответствует эффекту Допплера в СТО [7]. Пер-
вый множитель уменьшает частоту, когда источник приближается к приемнику ( красное
смещение ), и увеличивает, когда источник удаляется от приемника ( фиолетовое смеще-
ние ). Физика этого явления весьма прозрачна и базируется на принципе эквивалентности.
Формулы (16.17) и (16.18) можно переписать в эйлеровых координатах пространства Мин-
ковского в виде

ω1 = ω0 exp(−a0x
1/c2)

1

1− v/c
(16.19)
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ω2 = ω0 exp(−a0x
1/c2)

1

1 + v/c
(16.20)

где зависимость скорости v источника (3.10) от времени пространства Минковского опре-
деляется из (6.3).

Для сравнения результатов приведем выражения для эффекта Допплера, полученного
из решения волновых уравнений Максвелла в НСОМеллера (2.12) ( отметим во избежание
недоразумений, что в (2.12) - не время пространства Минковского, а параметр, нумеру-
ющий ортогональные мировым линиям гиперповерхности ). Решение задачи приводит к
результату

ω̃1 = K ′
(0)c = ω0

1

1 + a0y1/c2

(1 + v/c)1/2

(1− v/c)1/2
(16.21)

ω̃2 = K ′′
(0)c = ω0

1

1 + a0y1/c2

(1− v/c)1/2

(1 + v/c)1/2
(16.22)

или, переходя к переменным Эйлера , получаем

ω̃1 = ω0
1

1− a0T/c + a0x1/c2
(16.23)

ω̃2 = ω0
1

1 + a0T/c + a0y1/c2
(16.24)

где ω̃1 - частота, воспринимаемая приемником в точке x1 в момент времени в галилее-
вых координатах пространства Минковского, для источника приближающегося к точке
наблюдения, а ω̃2 - соответствующая величина для источника, удаляющегося от точки
наблюдения. Ввиду наличия "горизонта "метрики Меллера, формулы (16.23) и (16.24)
применимы при условии (1 + a0x

1/c2) > a0T/c = β.

Найдем отношение частот κ = ω2/ω̃2 в зависимости от времени для случая, когда
приемник имеет координату x1 = 0, а источник удаляется от приемника. Как показы-
вает расчет, при β, изменяющегося от 0 до 1, ( когда справедлива формула (16.24)) κ
нарастает от 1 до значения 1.143. Скорость источника при этом меняется с точки зрения
наблюдателя пространства Минковского от 0 до 0.707c, а для наблюдателя в НСО, ис-
пользующего эталонные координаты квази - ИСО , скорость источника изменяется от 0
до 0.7505 . Таким образом, при v = 0.707 формулы (16.20) и (16.24) приводят к значению
частот, отличающихся друг от друга на 14% . Из (16.20) следует, что минимальная часто-
та , воспринимаемая приемником , когда скорость источника стремится к скорости света,
равна половине частоты генератора, в то время как при классическом эффекте Допплера
в СТО этому случаю соответствует нулевая воспринимаемая частота. Объяснение этого
явления связано с возрастанием частоты ( фиолетовое смещение ) за счет поля сил инер-
ции , которое частично компенсирует уменьшение частоты ( красное смещение ), за счет
возрастания скорости источника.

Найдем преобразование электромагнитного поля монохроматической плоской волны из
НСО (2.18) пространства Римана в ИСО (2.4) пространства Минковского в соответствии
с правилами перехода, рассмотренными в предыдущем разделе.

Пусть электрическое поле волны, распространяющейся в направлении ускорения в
НСО (2.18) ( вдоль оси y1 ) , имеет амплитуду E0 и направлено вдоль оси y2, а магнитное
поле направлено вдоль y3 и имеет амплитуду H0 = E0. Для волны, бегущей от источника в
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противоположном направлении, электрическое поле сохраняет направление , а магнитное
меняет знак на обратный. Тензор электромагнитного поля Fµν имеет отличные от нуля
компоненты F02 и F12. В согласии с определением [7] для статических гравитационных
полей находим компоненты тензора поля в виде

F02 = E0 sin(−ψ1) + E0 sin(−ψ2), (16.25)

F12 =
1√
g00

(
−H0 sin(−ψ1) + H0 sin(−ψ2)

)
, (16.26)

где фазы в аргументах задаются формулами (16.13), (16.14). Переход к квази - ИСО (3.7)
производится обычным образом в согласии с соотношениями

F̃αβ =
∂yµ

∂xα

∂yν

∂xβ
Fµν ,

в которых зависимость yµ(xα) дается законом движения (3.5), (3.6). Далее с помощью
преобразования временной координаты (6.3) преобразуем тензор F̃αβ к квази - ИСО (6.2)
в эталонных координатах , а затем с помощью тетрад (8.1) получаем физические компо-
ненты тензора поля в эталонной квази - ИСО , которые в согласии с предлагаемой схемой
совпадают с компонентами тензора поля в галилеевых координатах ИСО пространства
Минковского. Опуская промежуточные вычисления, получаем окончательно

E = E0((ω1/ω0) sin(−ψ1) + (ω2/ω0) sin(−ψ2)), (16.27)

H = H0((ω1/ω0) sin(−ψ1)− (ω2/ω0) sin(−ψ2)), (16.28)

где ψ1, ψ2 определяются из (16.15), (16.16), а ω1 и ω2 из соотношений (16.19) и (16.20).

Для сравнения приведем решение этой же задачи в НСО Меллера , преобразованное
к ИСО пространства Минковского. Опуская выкладки, приводим результат

Ẽ = E0((ω̃1/ω0) sin(−ψ̃1) + (ω̃2/ω0) sin(−ψ̃2)), (16.29)

H̃ = H0((ω̃1/ω0) sin(−ψ̃1)− (ω̃2/ω0) sin(−ψ̃2)), (16.30)

где ω̃1 и ω̃2 определяется из (16.23), (16.24), а фазы ψ̃1 и ψ̃2 задаются формулами

ψ̃1 =
ωc

a0

ln (1 + a0x
1/c2 − a0T/c), (16.31)

ψ̃2 =
ωc

a0

ln (1− a0x
1/c2 − a0T/c). (16.32)

Сравнение показывает , что решение задачи разными способами о распространении
плоских электромагнитных волн в НСО и их приеме в ИСО приводит к отличным друг
от друга результатам и только эксперимент может выяснить какой из способов расчета
окажется справедливым.
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Глава 4

ПОЛЯ В СВЯЗАННЫХ СТРУКТУРАХ

В этой главе рассматривается новое направление исследования силовых полей, основанное
на постулате эквивалентных ситуаций. В результате показано, что искривление пространства-
времени - это не привилегия только гравитационного поля.

17. Электростатическое поле связанных зарядов,
поле заряженной пластины

Математический аппарат НСО , можно использовать в задачах, которые на первый
взгляд не имеют никакого отношения к системам отсчета, однако в действительности эти
задачи оказываются тесно связанными. К таким задачам относятся, например, расчеты
электростатических полей связанных ( несвободных ) зарядов.

В классической электродинамике принято считать, что если точечный заряд покоится
в некоторой ИСО, то его электрическое поле является кулоновым вне зависимости от того
является ли этот заряд свободным или сумма сил, действующих на заряд, равна нулю.
Например, поле свободного точечного заряда и поле точечного заряда, подвешенного на
нити над заряженной плоскостью, в плоском пространстве - времени считаются одина-
ковыми и изотропными. С другой стороны , для равноускоренного заряда электрическое
поле в сопутствующей НСО не является изотропным, как не является изотропным и поле
заряда подвешенного на нити в поле тяжести. Поэтому возникает естественный вопрос: по-
чему поле заряда Q, подвешенного на нити в электрическом поле, изотропно, а поле этого
заряда, находящегося в эквивалентных условиях в НСО или поле тяжести, - неизотропно?

На первый взгляд ответ ответ кажется очевидным. Поле сил тяжести и сил инерции
имеют близкую природу и эти поля взаимодействуют как с заряженными, так и нейтраль-
ными частицами и их полями. По этой причине поле точечного электрического заряда,
закрепленного в ньютоновом гравитационном поле или в НСО перестает быть сферически
симметричным. В силу линейности уравнений Максвелла внешнее электрическое поле, в
котором закрепляется точечный заряд, не взаимодействует с полем этого заряда, поэто-
му симметрия поля точечного заряда должна сохраняться. В этом ответе есть маленькая
некорректность, которая противоречит экспериментальным данным при рассеянии "света
на свете"[83]. Данная проблема возникла в связи с открытием позитрона и образования
пар, т.е. одновременного возникновения электрона и позитрона под действием жестких γ
- лучей. Линейные уравнения Максвелла в принципе не могли привести к такому рассея-
нию, что непосредственно следует из принципа суперпозиции полей. Две волны должны
были проникнуть одна через другую. Поэтому эксперимент требует некоторого изменения
уравнений Максвелла в сторону их нелинейности. По этой причине должно быть взаимо-
действие электрических полей, собственного поля закрепленного в электрическом поле
заряда с внешним полем. Это должно привести к отсутствию сферической симметрии
закрепленного во внешнем поле точечного заряда.
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С нашей точки зрения поле точечного заряда, подвешенного на нити, эквивалентно
полю этого заряда в сопутствующей НСО (2.18), движущейся с ускорением a0, направ-
ленным параллельно силе натяжения нити ~T , действующей на заряд. Иными словами мы
полагаем, что поле точечного заряда привязанного на нити к одноименно заряженной
плоскости, будет таким же, если эту плоскость разрядить и двигать ускоренно, сохраняя
прежней значение силы натяжения нити. В обоих случаях физическая ситуация для заря-
да в системах отсчета, связанных с плоскостью, будет очевидно одинаковой, что и должно
приводить к тождественности полей.

Ввиду важности рассматриваемых далее вопросов проведем следующий мысленный
эксперимент.

Пусть подвешенный на нити точечный заряд находится между обкладками плоско-
го конденсатора. Пусть конденсатор помещен в космический корабль, движущийся рав-
ноускоренно. Плоскости обкладок перпендикулярны ускорению. Точка закрепления ни-
ти расположена на верхней обкладке. Пусть в начальный момент времени конденсатор
не заряжен, а натяжение нити обусловлено реактивной силой двигателя корабля. Ясно,
что по отношению к кораблю потенциал точечного заряда определяется соотношением
(15.8). Пусть ракета начинает постепенное уменьшение ускорения, а конденсатор начи-
нает заряжаться по такому закону, чтобы сохранить натяжение нити неизменным. Тогда
физическая ситуация для заряда остается неизменной. Следовательно, должно оставать-
ся неизменным по отношению к кораблю и поле заряда (15.8). В конечном итоге ракета
будет двигаться равномерно, а конденсатор зарядится до определенного напряжения, та-
кого, чтобы натяжение нити оставалось таким же, как и до торможения. Так как характер
симметрии поля точечного заряда определяется натяжением нити, то нам удалось "обма-
нуть"заряд, подменив действие поля сил инерции в НСО, действием электростатического
поля на заряд со стороны конденсатора в ИСО. Так как заряд точечный, то дополнитель-
ный дипольный момент, наведенный электростатическим полем, пропорциональный кубу
радиуса и напряженности поля конденсатора стремится к нулю.

На основании сказанного сформулируем

Постулат эквивалентных ситуаций

Поле точечного заряда, находящегося в равновесии в постоянном электрическом поле,
эквивалентно полю от этого заряда в равноускоренной НСО, если силы реакции связей,
ускоряющие заряд и удерживающие заряд в поле неподвижным, равны.

Физический смысл постулата состоит в том, что внешнее поле действует не только на
заряд (источник поля), но также и на его ближайшее окружение, т.е. поле заряда. Это
приводит к нелинейности уравнений Максвелла в малой области вокруг пробного заряда,
что и подтверждается экспериментом при рождении пары электрон – позитрон. Так как
связь препятствует заряду двигаться, то окружающее этот заряд его собственное поле
деформируется, что должно привести (далее будет показано, что это так и есть) к возрас-
танию "физической"напряженности собственного поля заряда в направлении обратном
силе реакции.

Уравнение для скалярного потенциала A0 точечного заряда, вмороженного в в начало
координат НСО (2.18), получено в (15.4), а его решение приведено в (15.8), (15.9), (15.10).
Формулы (15.4), (15.8-15.10) являются ключевыми для расчета электростатических полей
связанных зарядов.
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В качестве примера вычислим поле, создаваемое заряженной бесконечной металличе-
ской пластиной толщины h и определим геометрию пространства– времени для пробных
зарядов q, подвешенных на нитях в поле пластины и неподвижных относительно ее. Оче-
видно, что по обе стороны пластины плотность заряда будет постоянной и равной неко-
торой величине σ. На каждый из зарядов на поверхности пластины будет действовать
сила со стороны создаваемого пластиной поля, направленная по внешним нормалям к
пластине. С другой стороны со стороны решетки металла на заряды будет действовать
сила, препятствующая зарядам покинуть поверхность пластины. Эти силы эквивалент-
ны действию "нитей"стремящихся удержать заряды на поверхностях пластины. Таким
образом, поле от рассматриваемой системы эквивалентно полю системы зарядов "дви-
жущихся"равноускоренно с ускорениями направленными внутрь пластины. Т.е. "уско-
рения"зарядов на разных сторонах пластины направлены навстречу друг другу. Т.к. в
метрике (2.18) пространственное сечение является плоским, то вклад в скалярный потен-
циал A0 от всей пластины можно вычислить, путем интегрирования вклада от элементар-
ных зарядов dQ каждой из сторон пластины в плоском пространстве ( но в римановом
пространстве- времени ). Совместим начало координат с центром пластины, направив ось
y1 перпендикулярно пластине в сторону верхней поверхности. Разобъем плоскости пласти-
ны на элементарные концентрические кольца и рассмотрим одно из колец с внутренним
радиусом ρ и внешним ρ + dρ. Внутри элементарного кольца расположен элементарный
заряд dQ = 2πρdρσ с поверхностной плотностью заряда от одной стороны пластины σ.
Найдем вклад в потенциал от верхней плоскости в точке с координатой y1 +h/2 от центра
пластины

Выполнив простое интегрирование с помощью (15.8), находим вклад в скалярный по-
тенциал от верхней плоскости пластины в верхнем полупространстве A′

0

A′
0 =

4πσc2

a0

exp
{
−a0(y

1 − h/2)

c2

}
.

Вклад от нижней плоскости в скалярный потенциал A′′
0 равен

A′′
0 =

4πσc2

a0

Вклад от обеих плоскостей в потенциал внутри пластины равен Ã0

Ã0 =
8πσc2

a0

Суммарный потенциал в верхнем полупространстве определим как разность потенциалов
A0 = A′

0 + A′′
0 − Ã0.

A0 = −4πσc2

a0

[
1− exp

{
−a0(y

1 − h/2)

c2

}]
. (17.1)

При выводе последней формулы учли, что метрика в нижнем полупространстве опре-
деляется из (2.18), а в верхнем полупространстве a0 → −a0. Полагая h → 0, находим
потенциал в верхнем полупространстве от заряженной плоскости, считая при этом под
плотностью заряда плоскости величину σ0 = 2σ.

A0 = −2πσ0c
2

a0

[
1− exp

{
−a0y

1

c2

}]
. (17.2)
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Значение напряженности поля заряженной плоскости можно найти из выражения для
тензора электромагнитного, что дает

E1 = F01 = −∂A0

∂y1
= 2πσ0 exp

{
−a0y

1

c2

}
. (17.3)

Анализируя (17.3), можно убедиться, что при малых a0y
1/c2 найденное выражение

совпадает с обычным.

Определим метрику пространства–времени, выбрав в качестве базиса НСО невзаимо-
действующую заряженную пыль над одноименно заряженной плоскостью. Пусть каждая
из частиц связана с заряженной плоскостью невесомой и нерастяжимой нитью. Заряжен-
ная пыль в данной модельной задаче задает базис системы отсчета, структура которого
определяется совместным решением уравнений "движения"и уравнений Максвелла, реше-
ние которого дается формулой (17.3). Очевидно, что частицы пыли будут взаимно непо-
движны, так что тензор скоростей деформаций и тензор угловой скорости вращения равен
нулю, а натяжения нитей отличны от нуля. Примем, что плоскость бесконечна, плотность
заряда на ней постоянна, а отношения зарядов к массам для всех частиц базиса одинаковы.
По определению считаем, что пыль поля не создает, а поле определяется только зарядами
плоскости в согласии с (17.3). Очевидно, что физическая ситуация для частиц пыли в
верхнем полупространстве эквивалентна ситуации в некоторой НСО "движущейся"вниз
в направлении плоскости, что математически описывается метрикой (2.18) с отрицатель-
ным знаком в экспоненте, т.е. заменой a0 → −a. Величины a0 и a требуется вычислить и
подтвердить справедливость метрики (2.18).

Элемент интервала, исходя из симметрии задачи, будем искать в более общем виде,
чем (2.18).

ds2 = exp(ν(y1))dy02 − exp(λ(y1))dy12 − dy22 − dy32
, (17.4)

где функции ν(y1) и λ(y1) требуется определить. Для их нахождения воспользуемся
решением уравнений Максвелла в трехмерной форме, совпадающей по виду с уравнениями
Максвелла в заданном гравитационном поле [7]. Решение уравнения вне плоскости для
вектора индукции D1 имеет вид D1 = const exp(−λ/2). Воспользуясь соотношениями

D1 = −√g00F
01, E1 = F01,

D1 =
E1√
g00

, ~D =
~E√
g00

.

вытекающими из [7], а также формулой (17.3), находим

ν + λ

2
= −a0y

1

c2
. (17.5)

Второе уравнение, связывающее функции ν и λ определим из уравнения "движения"

F 1 = − q

m0c2
F 10V0, (17.6)

где V0 = exp(ν/2) - нулевая компонента 4 – скорости частицы базиса массы m0 с зарядом
q в лагранжевой сопутствующей НСО. Знак минус в (17.6) означает, что вектор первой
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кривизны частицы базиса F 1 определяется только натяжением нити, действующей в про-
тивоположную сторону, чем сила со стороны поля. При этом, сила натяжения нити по
величине совпадает с силой действия со стороны поля. С другой стороны, F 1 можно найти
непосредственно из вида метрики (17.4), как единственную отличную от нуля компоненту
4–ускорения в лагранжевой сопутствующей НСО. Это приводит к соотношению

1

2

∂ν

∂y1
= − E0q

m0c2
exp(λ/2), (17.7)

где E0 = 2πσ0. Решение системы (17.5), (17.7) при условии, что при y1 = 0 ν = 0 имеет
вид

exp(ν/2) = 1− E0q

m0a0

(
1− exp

(
−a0y

1

c2

))
,

exp(λ/2) = exp
(
−ν

2
− a0y

1

c2

)
. (17.8)

Метрика (17.4) допускает очевидное упрощение, если вместо координаты y1 ввести
другую лагранжеву координату по формуле

ỹ1 =
∫ y1

0
exp(λ/2) dy1

В результате получаем

dS2 = exp
(
−2E0qỹ

1

m0c2

)
dy02 − ỹ1

2 − dy22 − dy32
. (17.9)

Из (17.9) видно, что эта формула аналогична (2.18) с отрицательным ускорением a =
−E0q/m, направленным к плоскости, если заряд плоскости и пробный заряд q одного зна-
ка и положительным ускорением при разноименных зарядах. Пространство–время будет
плоским, если пробная частица нейтральна. Таким образом, в отличие от ОТО метрика
зависит не только от напряженности поля заряда, создающего поле, но также и от ве-
личины и знака пробного заряда в поле. Это связано с тем очевидным обстоятельством,
что в теории тяготения между телами действует только сила взаимного притяжения (в
ньютоновском смысле) и все пробные тела вне зависимости от массы в гравитационном
поле движутся с одинаковым ускорением (принцип эквивалентности).

Если для частиц базиса отношение пробных зарядов к массам для всех частиц одина-
ково, а заряды плоскости и пробных частиц разноименны, то метрика (17.9) тождественна
с (2.18) при a = a0.

Для сравнения теории с экспериментом нужно выразить поля в "физических"или тет-
радных компонентах вне заряженной плоскости. Сопутствующие тетрады для метрики
удобно выбрать так, что вектор ~e(0) направлен вдоль линии времени, а триада ~e(k) вдоль
координатных осей yk ( калибровка Ламе [22], [23] ). Тетрадные индексы будем заключать
в скобки. Выражение для тетрад будет иметь вид:

eµ
(α) =

δµ
α√
|gαα|

, e(α)
µ = δα

µ

√
|gαα|, e(0)

µ = Vµ, eµ
(0) = V µ, (17.10)
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где суммирование по α отсутствует. Для "физических"компонент тензора поля находим

F(0)(1) = E(1) = eµ
(0)e

ν
(1)Fµν = 2πσ0 = const. (17.11)

Из (17.11) следует, что в локальных тетрадах поле заряженной плоскости точно такое
же, как и при обычном рассмотрении в декартовых координатах. Это приводит к одинако-
вым значениям силы, действующей на пробный заряд, при различных рассмотрениях. Но
геометрия пространства-времени , обусловленная электростатическим полем, оказалась
псевдоримановой, а не псевдоевклидовой, как при обычном рассмотрении. Неевклидовость
пространства- времени другой природы, чем в ОТО. Она не связана непосредственно с
решением уравнений Эйнштейна- Максвелла, а связана с совместным решением уравне-
ний Максвелла, уравнений структуры (1.7) и уравнения "движения". Это обстоятельство
должно проявиться в экспериментах.

Предложим простейшие эксперименты, которые могут либо подтвердить, либо опро-
вергнуть предлагаемый подход. Для начала рассмотрим экзотическую модель, проведя
расчет для поля, создаваемого электроном, "подвешенным"на нити над положительно
заряженной плоскостью. Очевидно, что ситуация с "подвешенным"над плоскостью элек-
троном массы m и зарядом e эквивалентна его помещению в НСО (2.18), движущуюся с
ускорением, направленным вдоль оси y1 и равным по величине a0 = eE/m.

Если перейти в (15.10) к тетрадным "физическим"компонентам с помощью тетрад
(17.10), то получим

F(α)(β) = eµ
(α)e

ν
(β)Fµν =

Fαβ√
|gαα|

√
|gββ|

(17.11a)

или
F(0)(k) =

Q

r2
exp

{
−a0r(1 + cos θ)

2c2

}[
nk +

a0r

2c2

(
nk − δ1

k

)]
, (17.11b)

Расчет по формуле (17.11b) для напряженности поля плоскости E = 100 / дает для точек
в направлениях обратных полю к точкам поперек поля на расстоянии 1 относительную
разность значений порядка 10%. Сравнение формул (15.10) с (17.11b) показывает, что они
отличаются знаком в экспоненте перед косинусом. Несмотря на это обстоятельство, при
любом определении напряженности поля, оно не является изотропным. Из (17.11b) сле-
дует, что "физическая"напряженность поля больше по величине в направлении обратном
ускорению, чем в направлениях по вектору ускорения. Силовые линии электрического по-
ля как бы "сдуваются"под действием ускорения, плотность силовых линий в направлении
ускорения меньше, чем в обратном. Расчет электрического поля по формуле (17.11b) при
θ = 0 приводит к выражению,

F(0)(1) =
Q

r2
exp

{
−a0r

c2

}
(17.11)

а при θ = π имеем

F(0)(1) = −Q

r2

{
1 +

a0r

c2

}
(17.11d)

Расчет электрического поля по формуле (15.9) при θ = 0 приводит к кулоновскому
закону, а при θ = π имеем

~E =
Q

r2
exp

{
−a0r

c2

}
~r

r

[
1 +

a0r

c2

]
, (17.11e)
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Расчет электрического поля по формуле (17.11b) при θ = π/2 приводит к выражению,

F(0)(1) = −Qa0

2rc2
exp

{
−a0r

2c2

}
(17.11f)

F(0)(2) = F(0)(3) =
Q

r2

{
1 +

a0r

2c2

}
exp

{
−a0r

2c2

}
. (17.11g)

Точно такие же соотношения при θ = π/2 имеют место и при расчете по формуле (15.10).

При стандартном расчете поле электрона должно быть изотропным и кулоновым, та-
ким же как и поле свободного электрона.

Следует отметить, что и для реальных заряженных отрицательно элементов металли-
ческих тел поправка учета анизотропии не является малой, как это может показаться с
первого взгляда. Дело в том , что под ускорением a0 в (15.4), примененном к отрицательно
заряженным элементам реальных проводников, следует понимать величину a0 = 0.5Ee/m,
где E - величина напряженности суммарного поля - собственного и внешнего , e - заряд
электрона , m - масса электрона.

Действительно, для заряженного проводника, как известно [26], на поверхность дей-
ствует сила "отрицательного давления значение которой на единицу поверхности равно
F = 0.5σE. Очевидно, что σ = Ne/S, где S - площадь элемента поверхности, N - число
электронов на ней. Отсюда со стороны поля на каждый из электронов действует сила Fe =
0.5eE. Сила со стороны решетки металла направлена в обратную сторону и ее действие
эквивалентно силе реакции со стороны тела, "движущегося с ускорением"a0 = 0.5eE/m,
в которое "вморожен"электрон. Т.к. каждый из поверхностных электронов находится в
равновесии, то сила их взаимодействия с проводником (что соответствует в модели на-
тяжению нити ) определяет эффективное ускорение при "обрыве нити вычисляемое по
приведенной выше формуле и направленное нормально поверхности. Для проводников, за-
ряженных положительно, на поверхности находятся не электроны, а положительные ионы
с массой значительно большей, чем у электронов. Поэтому их эффективное ускорение 0,
а следовательно, и анизотропия поля будет гораздо меньше .

Рассмотрим еще любопытный пример об электростатическом поле в плоском конден-
саторе, пренебрегая краевыми эффектами. Пусть конденсатор заряжен и отключен от
источника. Положительные заряды на одной из обкладок, в согласии с рассмотренным
выше, создают между обкладками поле /2. Заряды на отрицательной обкладке ( элек-
троны ) находятся под действием двух сил : со стороны суммарного поля и силы со
стороны решетки отрицательной обкладки, стремящейся удержать электроны на поверх-
ности. Последняя сила направлена по полю ~E, а физическая ситуация для электронов на
отрицательной обкладке эквивалентна их "ускоренному движению"вдоль ~E с ускорением
0 = 0.5eE/m.

Поставим задачу вычисления емкости плоского конденсатора. Выберем начало коор-
динат в центре отрицательной обкладки с осью y1, направленной перпендикулярно об-
кладкам в сторону положительной. Т.к. электроны на отрицательной обкладке "движутся
ускоренно"в обратную сторону оси y1 , то метрика пространства-времени между обкладка-
ми совпадает с (2.18) с отрицательным знаком в экспоненте. Напряженность поля между
обкладками в согласии с (17.3) имеет вид

E1 = F01 = 4πσ0 exp
{
−a0y

1

c2

}
. (17.12)
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Емкость конденсатора вычислим по формуле

C = Q2/2W, (17.13)

где Q - заряд, а W - энергия поля между обкладками. Так как пространство- время внут-
ри конденсатора псевдориманово то при определении плотности энергии ( в отличие от
СТО ) нужно выбирать между T00, T 00 и T 0

0 компонентами тензора энергии-импульса
электромагнитного поля. В СТО эти компоненты одинаковы, как одинаковы и в сопут-
ствующих тетрадах . С точки зрения монадного метода [23] плотность энергии ρ элек-
тромагнитного поля является скаляром по отношению к произвольным преобразованиям
yµ = fµ(xν). В нашем случае ρ соответствует T(0)(0) = T (0)(0) = T

(0)
(0) компонентам тензо-

ра энергии-импульса. Напомним, что тензор энергии-импульса электромагнитного поля в
криволинейных координатах имеет вид [7]

Tµν =
1

4π

(
−FµβFν

β +
1

4
FβγF

βγgµν

)
, (17.14)

где тетрадные компоненты тензора вычисляются по правилу

T(µ)(ν) = eα
(µ)e

β
(ν)Tαβ. (17.15)

Энергию поля между обкладками конденсатора конденсатора можно вычислить по фор-
муле [23]

W =
∫ √−gT µνVν dSµ, (17.16)

где g определитель метрического тензора, dSµ = VµdV . dSµ - геометрический объект, рав-
ный произведению элемента площади гиперповерхности ортогональной мировым линиям
базиса, построенной на базе трех бесконечно малых смещений, на единичный вектор нор-
мали ( т.е. 4-скорость Vµ ).

Ввиду важности соотношения (17.16) обсудим его более подробно.

Так как мы рассматриваем тензор энергии импульса электромагнитного поля вне за-
рядов, создающих поле, то должно выполняться соотношение

∇µT
µν = 0. (17.16a)

В плоском пространстве - времени в галилеевых координатах это соотношение выража-
ет закон сохранения энергии - импульса электромагнитного поля. В римановом простран-
стве - времени это соотношение в общем случае не выражает никакого закона сохранения,
так как вместо частной производной от тензора энергии - импульса стоит ковариантная.
Это обстоятельство хорошо известно в литературе по ОТО.

При вычислении энергии в (17.16) мы фактически используем не "закон сохране-
ния"(17.16a), а истинный закон сохранения, напоминающий внешне закон сохранения за-
ряда.

Это вытекает из равенства

∇µ

(
T µνVν

)
= Vν∇µT

µν + T µν∇µVν = T µνVµFν = 0. (17.16b)
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При выводе (17.16b) мы учли, что конгруенция мировых линий частиц базиса СО,
определяемая законом "движения"(17.6), является безвихревой и жесткой, что векторы
Vµ и F µ ортогональны и что равна нулю свертка антисимметричного тензора поля Fµν с
произведением векторов первой кривизны.

Отметим, что при выводе (17.16b) поле не обязательно предполагается статическим,
потому что жесткую безвихревую СО можно создать и в силовом поле явно зависящем от
времени, если жестко закрепить частицы базиса в поле при помощи внешних связей. Для
такого случая векторы 4 - ускорения частиц базиса будут зависеть от времени, а тензоры
скоростей деформаций и угловой скорости вращения будут равны нулю. Ясно, что такая
ситуация возможна только в римановом пространстве - времени. В плоском пространстве
- времени, закрепленные жестко в переменном поле частицы, будут обладать и нулевым
ускорением.

Соотношение (17.16b) можно переписать в форме

∇µT
µ(0) =

1√−g

∂

∂yµ

(√−gT µ(0)
)

= 0. (17.16c)

Проинтегрируем выражение (17.16c) по инвариантному 4 - объему.
∫ √−g∇µT

µ(0)d4y =
∫ ∂

∂yµ

(√−gT µ(0)
)
d4y = 0. (17.16d)

Используя теорему Гаусса и полагая, что на "боковой"временноподобной охватываю-
щей пространственный объем гиперповерхности интеграл стремится к нулю, (что имеет
место в задачах с зарядами, расположенными в конечном объеме) получаем

∮ √−gT µ(0)dSµ =
∫

V1

√−gT (0)(0)d3y −
∫

V2

√−gT (0)(0)d3y = 0. (17.16e)

Откуда имеет место закон сохранения величины типа "заряда"
∫

V1

√−gT (0)(0)d3y =
∫

V2

√−gT (0)(0)d3y = W, (17.16f)

в которой V1 и V2 трехмерные объемы занимаемые полем в разные моменты времени.

Сравнение (17.16) с (17.16f) говорит о тождественности этих величин, которые пред-
ставляют энергию электромагнитного поля.

Вычислим энергию поля отрицательно заряженной плоскости. При стандартном вы-
числении энергия поля плоскости напряженности E, заключенная в цилиндре с площадью
основания S и высоты h по обе стороны плоскости с образующими, перпендикулярными
плоскости, очевидно равна

W0 =
E2

8π
2hS = σ0Qh, Q = σ0S. (17.16g)

При h →∞, W0 →∞.

Для нашего случая энергия поля в указанном объеме

W =
∫ √−gT (0)(0) dV = 2

E2Sc2

8πa0

(
1− exp

(
−a0h

c2

))
, (17.16h)
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где E = 2πσ0.

Очевидно, что при малых расстояниях h от плоскости, т.е. при

a0h

c2
¿ 1

энергия поля в объеме, вычисленная в согласии с (17.16h) совпадает с классическим вы-
ражением (17.16g). Однако, если при классическом рассмотрении при h → ∞, W0 → ∞,
то в нашем случае энергия поля внутри бесконечно длинного цилиндра остается конечной
величиной, определяемой равенством

W =
∫ √−gT (0)(0) dV = 2

E2Sc2

8πa0

=
ESc2m

2πe
=

Qmc2

e
= Nmc2. (17.16i)

Итак:

Энергия электрического поля внутри бесконечно длинного цилиндра оказалась равной
энергии покоя N электронов, расположенных на заряженной поверхности площади S
внутри цилиндра. В эту энергию не входит величина заряда Q элемента площади.

Формула (17.16i) остается в силе и для плоскости, заряженной положительно, В этом
случае роль массы (т.к. позитроны не являются устойчивыми) играет масса атома про-
водника, потерявшего один электрон.

Таким образом, собственная энергия зарядов на плоскости оказалась равной их энер-
гии покоя!

Учитывая, что пространственное сечение для метрики (2.18) является плоским, а уско-
рение отрицательным и используя формулы (17.14), (17.15), (17.4),(17.9) для тензора энер-
гии - импульса в сопутствующих тетрадах находим выражение

T(0)(0) =
E2

8π
, T(1)(1) = −E2

8π
, T(2)(2) = T(3)(3) =

E2

8π
, E = 4πσ0 (17.17)

Последнее соотношение в локальных тетрадах в точности совпадает с тензором энергии-
импульса постоянного однородного поля в ИСО пространства Минковского в галилеевых
координатах.

Энергия поля в конденсаторе в согласии с (17.16), (17.17) имеет вид

W =
∫ √−gT (0)(0) dV =

E2Sc2

8πa0

(
1− exp

(
−a0d

c2

))
, (17.18)

где S - площадь обкладки, d - расстояние между обкладками.

Используя найденное выражение для ускорения a0 = 0.5Ee/m и полагая u = Ed, где
u - разность потенциалов между обкладками, находим емкость конденсатора C в виде

C = Q2/2W =
S

4πd

eu

2mc2

1

1− exp
(
− eu

2mc2

) . (17.19)

Если eu/mc2 ¿ 1, то (17.19) можно представить в виде

C = C0

(
1 +

eu

4mc2

)
, C0 =

S

4πd
(17.20)
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Таким образом в предлагаемом нами подходе емкость конденсатора возрастает с ро-
стом прикладываемого к нему напряжения. Например, при напряжении 5 · 104 вольт уве-
личение емкости должно составлять 2.4%.

18. Геометрия равноускоренной НСО и
уравнения Эйнштейна - Максвелла

Обычно в теоретической физике кривизну пространства-времени связывают с теорией
гравитации Эйнштейна. Все другие поля рассматриваются в плоском пространстве Мин-
ковского. Найденная кривизна НСО в общем случае не имеет никакого отношения к ОТО
Эйнштейна, однако появление искривленной геометрии стимулирует к поиску связи гео-
метрии НСО с геометрией, получаемой из решения уравнений Эйнштейна. Конечно, это
возможно далеко не всегда. Ниже мы покажем, что геометрию равноускоренной НСО мож-
но получить и из решений уравнений Эйнштейна с учетом "космологической"постоянной,
если в качестве источника в уравнениях Эйнштейна выбрать тензор энергии-импульса
электромагнитного поля.

Установим связь равноускоренной НСО с точным решением уравнений Эйнштейна -
Максвелла. Для компонент тензора Эйнштейна

Gµν = Rµν − (1/2)gµνR

находим

G00 = 0, G11 = 0, G0k = 0, Gkl = 0,

(k 6= l) (k, l = 1, 2, 3) G22 = G33 =
1

2
R =

a0
2

c4
. (18.1)

Выпишем уравнения Эйнштейна с учетом "космологической постоянной Λ "

Gµν + Λgµν = χTµν , χ =
8πk

c4
, (18.2)

где k гравитационная постоянная.

В качестве источника выберем тензор энергии - импульса электромагнитного поля [7],
которое в искривленном пространстве - времени с метрикой (2.18), удовлетворяет урав-
нениям Максвелла в пустоте . В силу равенства T ν

ν = 0, для "космологической постоян-
ной"получим

Λ =
a0

2

2c4
= const. (18.3)

Отличными от нуля компонентами тензора энергии - импульса оказались только диаго-
нальные. Как известно [7], приведение тензора Tµν к диагональному виду возможно, если
( в данной точке пространства и в данный момент времени) существует система отсчета,
в которой вектор электрического поля ~E параллелен вектору магнитного поля ~H, либо
один из них равен нулю. Для рассматриваемого нами случая полагаем ~H = 0 , а вектор
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~E направляем вдоль оси y1 , совпадающей с направлением ускорения. Следуя [7], вводим
3 - векторы ~E и ~D согласно определению :

D1 = −√g00F
01, E1 = F01,

D1 =
E1√
g00

, ~D =
~E√
g00

.

Остальные независимые компоненты тензора поля, в силу того что магнитное поле отсут-
ствует, а поле ~E направлено вдоль оси y1, обращаются в нуль.

Для тензора энергии - импульса находим

T00 =
g00

8π
~D · ~D, T11 =

g11

8π
~D · ~D,

~D · ~D = D1
2, T22 = T33 =

D1
2

8π
. (18.4)

Уравнения Максвелла для метрики (2.18) в статическом случае сводятся к виду

∇× ~E = 0, ∇ · ~D = 0, (18.5)

решение которых для постоянного однородного поля ~D дает

D1 = const, E1 = exp
(

a0y
1

c2

)
D1. (18.6)

Совместное решение системы уравнений Эйнштейна - Максвелла приводит к связи между
индукцией электрического поля D1 и ускорением a0.

a0 =
√

2kD1. (18.7)

На базе решения системы Эйнштейна - Максвелла, найденной метрике равноускоренной
НСО можно придать простую физическую интерпретацию . Базис такой НСО представ-
ляет собой невзаимодействующую друг с другом заряженную пыль, находящуюся в рав-
новесии в "параллельных "однородных электрическом и гравитационном полях. ( Сама
пыль при этом полей не создает, а гравитационное поле "порождено"электрическим). Ста-
тическое решение для пробных частиц базиса в ОТО в электрическом поле с точки зрения
ньютоновской теории представляет собой равновесие положительно заряженных частиц,
находящихся в однородном гравитационном поле , помещенных в плоский конденсатор с
вектором ~E , направленным противоположно силе тяжести.

Из условий равновесия в ньютоновской механике имеем

a0 =
eE

m
, (18.8)

где e - заряд частицы , a0 - ускорение свободного падения , m - масса покоя частицы .
С точки зрения ОТО при равновесии заряженной пыли в однородном электрическом и
гравитационном поле справедливо уравнение "движения "

mc
DV µ

dS
=

e

c
F µ

νV
ν , (18.9)
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где D - абсолютный дифференциал . В (18.9) DV µ/dS отлично от нуля ( т.к. в противном
случае частицы бы двигались по геодезическим ) Из (18.9) и (2.13) должно следовать , что
в любой системе отсчета ( в том числе и сопутствующей ) должно выполняться равенство

gµν
DV µ

dS

DV ν

dS
= −a0

2

c4
=

e2

m2c4
F µ

σF
ν
εV

σV εgµν . (18.10)

Для сопутствующей системы находим

a0 =
e

m
D1 = const. (18.11)

Таким образом, (18.11) есть релятивистский аналог (18.8).

Т.к. в силу уравнений Эйнштейна - Максвелла напряженность гравитационного поля
a0 связана с "порождающей"ее индукцией D1 соотношением (18.7), это накладывает отпе-
чаток и на свойства частиц базиса , находящихся в равновесии под действием двух полей.
Между зарядами и массами этих частиц должна существовать зависимость

e2

m2
= 2k. (18.12)

Итак, найденная метрика (2.18) может удовлетворять уравнениям Эйнштейна с Λ чле-
ном, где в качестве источника используется тензор энергии - импульса электромагнитного
поля. При этом одновременно выполняются решения уравнений Максвелла, а "космоло-
гическая"постоянная Λ связана с индукцией D1 по формуле

Λ =
kD1

2

c4
. (18.13)

В параллельных полях могут находится в равновесии заряженные массивные частицы,
массы и заряды которых связаны соотношением (18.12). Массы таких частиц в

√
2 меньше,

чем у стабильных элементарных черных дыр "максимонов "[21]. Частица, обладая зарядом
протона, имеет массу близкую к 10−6 г , которая в 1021 раз больше массы электрона .

19. Центрально-симметричное и цилиндрически-симметричное
электростатические поля

1. Поле со сферической симметрией

На основе теории сферически - симметричной НСО рассмотрим электростатическое по-
ле обладающее центральной симметрией. Такое поле может быть создано, например, заря-
женным сферическим телом или точечным зарядом. Как показано в разделе 17, электро-
статическое поле связанных зарядов отличается от поля свободных зарядов. Рассмотрим
заряженный проводящий шар радиуса R, заряженный зарядом Q. Требуется найти на-
пряженность электрического поля E и определить геометрию пространства- времени вне
шара. Получаемая кривизна пространства - времени в общем случае другой природы, чем
в ОТО. Она обусловлена электромагнитным полем связанных зарядов, физическая ситу-
ация которых эквивалентна их "размещению"в некоторой НСО. Действительно, каждый
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из зарядов на проводнике будет находиться на поверхности шара и испытывать со сто-
роны создаваемого ими поля силу "отрицательного давления направленного по внешней
нормали к поверхности [26]. Эта сила компенсируется силой со стороны решетки, удер-
живающей заряды на поверхности сферы. Таким образом, рассматриваемая физическая
ситуация эквивалентна ситуации, в которой находятся заряды, связанные невесомыми ни-
тями длины R, закрепленные в общем центре. Следовательно, поле, создаваемое каждым
из зарядов будет таким же, как если бы каждый из зарядов двигался равноускоренно с
ускорением направленным к центру шара.

Возможна и другая ситуация, когда рассматриваемое "ускорение"направлено по ради-
усу от центра. Рассмотрим, например, поле в сферическом конденсаторе, когда внутренняя
обкладка заряжена положительно, а внешняя отрицательно. Тогда электроны на внешней
обкладке будут находиться на внутренней стороне внешней сферической оболочки. Си-
ла со стороны поля стремится двигать электроны к центру сферы, но силы со стороны
решетки, направленная от центра, компенсирует силу со стороны поля, вызывая "уско-
рение направленное по радиусу от центра. Так как в дальнейшем нам понадобятся оба
приведенных случая (с "ускорениями"разных знаков), то сначала мы рассмотрим случай,
когда "ускорение"направлено по радиусу от центра, а затем - наоборот. Во избежание пу-
таницы для двух случаев формулы будем приводить совместно, сохраняя за формулой с
положительным "ускорением"по радиусу основной номер, а с "ускорением направленным
к центру, тот же номер с буквой.

При этом в выводе мы для первого случая учитываем действие на пробную частицу
только со стороны одной сферы - внешней, не связывая эту задачу с нахождением поля
сферического конденсатора. Эту задачу подробно разберем в дополнении 2.

Нашей задачей здесь является лишь сравнение того, как влияет направление "ускоре-
ния"на характеристики создаваемого ими поля.

Итак, в согласии с (15.8) и (2.18) потенциал dA0 в точке наблюдения вид

dA0 =
dQ

r′
exp

{
−a0r

′(1− cos θ)

2c2

}
, (19.1)

где r′ - трехмерное ( евклидово ) расстояние от заряда dQ до точки наблюдения , θ - угол
между радиусом - вектором ~r и ~i , ~i = ~a0/| ~a0 |. ~i для каждого элемента заряда dQ на-
правлен к центру сферы. Величина "ускорения"a0 для зарядов отрицательно заряженной
сферы (электронов) вычисляется по формуле

a0 =
eE

2m
, (19.2)

вывод которой приведен в разделе 17. Здесь e - величина заряда, m - масса электрона,
E - напряженность поля на поверхности сферы. Для шара, заряженного положитель-
но, "релятивистский"эффект будет значительно менее выражен, т.к. под массой m, будет
выступать масса положительного иона, значительно превышающая массу электрона. По-
этому поле от положительно заряженного шара практически совпадает с классическим, а
для отрицательно заряженного шара "релятивистские"поправки могут оказаться значи-
тельными.

В согласии с (2.18) каждый из электронов на поверхности сферы принадлежит каса-
тельному плоскому пространству, но риманову пространству - времени. Поэтому операция
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интегрирования по сфере происходит в плоском пространстве и является корректной. Вы-
полнив интегрирование в (19.1), получим

A0 =
Q exp(ζ2)

√
π

4Rζ

[
Φ(ζ(1 + 2R/r))− Φ(ζ)

]
, ζ =

r

R

√
eQ

8mc2R
(19.3)

A0 =
Q exp(−ζ2)

√
πi

4Rζ

[
Φ(iζ(1− 2R/r))− Φ(iζ)

]
, (19.3a)

В (19.3), (19.3a) r - расстояние от центра шара до точки наблюдения Φ(ζ) - интеграл
вероятности, Φ(iζ) - интеграл вероятности мнимого аргумента.

Φ(ζ) =
2√
π

∫ ζ

0
exp(−t2) dt

Φ(iζ) =
2i√
π

∫ ζ

0
exp(t2) dt = i erfi(ζ).

С другой стороны, совокупность электронов на поверхности сферы не принадлежит кон-
груенции мировых линий базиса НСО (2.18), а включаются в совокупность мировых ли-
ний, принадлежащих сферически - симметричной лагранжевой сопутствующей НСО с
метрикой вида

dS2 = exp(ν)(dy0)2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2)− exp(λ)(dr)2, (19.4)

где ν и λ зависят только от r.

Функции ν(r) и λ(r) нуждаются в определении. Для их нахождения воспользуемся ре-
шением сферически-симметричных статических уравнений Максвелла с использованием
метрики (19.4), аналогичных по записи уравнениям электродинамики в "заданном грави-
тационном поле"[7]. Затем сравним полученное решение с выражением для поля, получа-
емом из (19.3), (19.3a).

Для отличной от нуля радиальной компоненты "индукции"D1 имеем уравнение

1√
γ

∂

∂r

(
r2 sin θ exp(λ/2)D1

)
= 0, (19.5)

решением которого будет

D1 =
Q

r2
exp(−λ/2). (19.6)

В (19.5) и (19.6) между "индукцией"D1 напряженностью поля E1 и компонентой тензора
поля F01 существуют известные [7] соотношения

D1 = γ11D
1 =

Q

r2
exp(λ/2) =

1√
g00

E1, E1 = F01, γkl = −gkl, (19.7)

где γkl - пространственный метрический тензор с определителем равным γ.

Из (19.5) и (19.6) следует, что уравнения Максвелла естественно не определяют функ-
ций ν(r) и λ(r).
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В согласии с (19.3) и (19.4) тензор электромагнитного поля Fµν имеет отличные от нуля
компоненты F01 = −F10

F01 =
Q exp(ζ2)

√
π

4r2δ

{[
Φ(ζ + 2δ)− Φ(ζ)

]
(1− 2ζ2)

+
2ζ exp(−ζ2)√

π
[1− exp(−4δ(ζ + δ))]

}
, δ =

√
eQ

8mc2R
. (19.8)

F01 =
Q exp(−ζ2)

√
π

4r2δ

{[
Φ(iζ − 2iδ)− Φ(iζ)

]
(1 + 2ζ2)i−

−2ζ exp(ζ2)√
π

[1− exp(−4δ(ζ − δ))]
}
. (19.8a)

Приравнивая (19.8), (19.8a) выражению F01 из (19.7), находим уравнение, связи на функ-
ции ν(r) и λ(r)

exp
(

ν + λ

2

)
=

exp(ζ2)
√

π

4δ

{[
Φ(ζ + 2δ))− Φ(ζ)

]
(1− 2ζ2)

+
2ζ exp(−ζ2)√

π
[1− exp(−4δ(ζ + δ))]

}
. (19.9)

exp
(

ν + λ

2

)
=

exp(−ζ2)
√

π

4δ

{[
Φ(iζ − 2iδ)− Φ(iζ)

]
(1 + 2ζ2)i−

−2ζ exp(ζ2)√
π

[1− exp(−4δ(ζ − δ))]
}
. (19.9a)

Для нахождения второго уравнения, связывающего эти функции, рассмотрим силу со
стороны поля, действующую на пробный заряд q, закрепленный в точке с координатой r от
центра шара. Пусть масса пробного заряда m0. Тогда вектор первой кривизны F 1 мировой
линии этого заряда можно найти из соотношения (1.5), записав для закрепленных зарядов
условие сопутствия для метрики (19.4) в виде

V k = Vk = 0, V 0 = (g00)
−1/2,

V0 = (g00)
1/2, F 1 = F (r), F 0 = F 2 = F 3 = 0. (19.10)

Откуда из (1.5), (19.4) и (19.10) имеем

F 1 =
1

2

dν

dr
exp(−λ). (19.11)

С другой стороны, эту величину можно найти и из силы, действующей на заряд со
стороны связи, удерживающей заряд в поле неподвижным. Эта сила численно равна силе
со стороны поля и противоположна ей по знаку.

F 1 =
1

2

dν

dr
exp(−λ) = − q

m0c2
F 10V0 =
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− Qq

m0c2r2
exp(−λ/2). (19.12)

Из (19.8)-(19.12) находим

exp(ν/2) = − q

m0c2

∫
F01 dr = − Qq

√
π

4Rm0c2

∫ {
exp(ζ2)(1/ζ2 − 2)

[
Φ(ζ + 2δ)− Φ(ζ)

]
+

2

ζ
√

π
[1− exp(−4δ(ζ + δ))]

}
dζ + 1. (19.13)

Постоянную интегрирования C1 определим из требования евклидовости пространства
на бесконечности.

Выполнить интегрирование в (19.12) аналитически не представляет труда, т.к. по опре-
делению

F01 = −∂A0

∂r

где A0 определяется из (19.3). В результате получим

exp(ν/2) = 1 +
Qq exp(ζ2)

√
π

m0c24rδ

[
Φ(ζ + 2δ)− Φ(ζ)

]

= 1 +
qA0

m0c2
. (19.14)

Аналогично для отрицательного ускорения находим

exp(ν/2) = 1 +
Qq exp(−ζ2)

√
πi

m0c24rδ

[
Φ(iζ − 2iδ)− Φ(iζ)

]

= 1 +
qA0

m0c2
. (19.14a)

Из (19.9), (19.9a) и (19.14), (19.14a) находим

exp
(

λ

2

)
=

exp(ζ2)
√

π
4δ

{[
Φ(ζ + 2δ))− Φ(ζ)

]
(1− 2ζ2)

}

1 + Qq exp(ζ2)
√

π
m0c24rδ

[
Φ(ζ + 2δ)− Φ(ζ)

]

+
ζ
2δ

[1− exp(−4δ(ζ + δ))]

1 + Qq exp(ζ2)
√

π
m0c24rδ

[
Φ(ζ + 2δ)− Φ(ζ)

]

= −
r2

Q
∂A0

∂r

1 + qA0

m0c2

. (19.15)

exp
(

λ

2

)
=

exp(−ζ2)
√

π
4δ

{[
Φ(iζ − 2iδ))− Φ(iζ)

]
(1 + 2ζ2)i

}

1 + Qq exp(−ζ2)
√

πi
m0c24rδ

[
Φ(iζ − 2iδ)− Φ(iζ)

]
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−
ζ
2δ

[1− exp(−4δ(ζ − δ))]

1 + Qq exp(−ζ2)
√

πi
m0c24rδ

[
Φ(iζ − 2iδ)− Φ(iζ)

]

= −
r2

Q
∂A0

∂r

1 + qA0

m0c2

. (19.15a)

Проведем предварительный аналитический анализ (19.14), (19.15) раскладывая выра-
жения в ряд по безразмерному параметру δ. Отметим, например, что для заряженного
отрицательно металлического шара φ = 50 kV соответствует δ = 0.11, для электрона с
классическим радиусом e2/mc2 δ = 0.35355, для протона δ = 0.015. Для алюминиевого
шара, заряженного положительно до φ = 50 kV δ = 1.66 · 10−4.

Разложение в ряд по δ c сохранением членов пропорциональных первой степени δ ( в
числителе (19.15) раскладываем в ряд , удерживая члены с δ2 ) приводит к соотношению

exp(ν) =
(
1 +

Qq

rm0c2

)2

= exp(−λ). (19.15)

В формуле (19.15) заряды Q и q могут иметь как одинаковые, так и противоположные
знаки. В отличие от ОТО метрика пространства–времени зависит как от заряда, созда-
ющего поле Q, так и от величины пробного заряда q. В частности, если пробный заряд
q = 0, то метрика превращается в синхронную жесткую с равными нулю тензорами ско-
ростей деформаций, угловой скорости вращения и нулевыми векторами первой кривизны
(4– ускорениями). Тензор кривизны пространства–времени в этом случае выражается,
как известно, через трехмерный тензор кривизны, вычисляемый с помощью трехмерной
пространственной метрики [7]. Если заряды Q и q – одноименные, то в силу (19.12) F 1

направлен к центру сферы, а для разноименных — по "радиусу"от центра. Если в качестве
пробных зарядов выбрать одинаковые заряды, у которых сила кулоновского отталкива-
ния в точности равна силе ньютоновского притяжения, то такие частицы в классическом
смысле будут невзаимодействующими. Если также приравнять ньютоновскую силу тяго-
тения между зарядами на сфере силе их электростатического кулоновского отталкивания,
то между зарядами и их массами будут выполняться очевидные соотношения q2/m2

0 = k,
Q2/M2 = k, где M - масса зарядов Q, k - гравитационная постоянная. (Решение приводится
в системе СГСЭ.) Метрика (19.15), (19.15a) в этом случае совпадает с точным электроваку-
умным сферически-симметричным совместным решением уравнений Эйнштейна и Макс-
велла и носит название метрики Райснера - Нордстрема. Напомним, что в нашем случае
уравнения Эйнштейна вообще не использовались , а кривизна пространства-времени была
обусловлена эквивалентностью ситуации для связанных зарядов, удерживаемых решет-
кой на сферической поверхности, с ситуацией подобной их равноускоренному движению к
центру сферы с сохранением критерия жесткости по Борну. Как мы отмечали ранее в ри-
мановом пространстве - времени в отличие от пространства Минковского такая ситуация
возможна. Любопытно оценить величину δ, при которой найденное нами приближенное
решение ( т.е решение Райснера - Нордстрема ) наименее отличается от точного (19.14),
(19.15).

В согласии с классическими представлениями выберем в качестве наименьшего заряда
заряд электрона e. Тогда из равенства e2/M2 = k находим M = 1.86 ·10−6. Считая частицу
сферической и полагая ее плотность равной плотности ядерного вещества ρ = 2.7 · 1014 /3
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получим в согласии с (19.8) δ = 2.5 · 10−9. Т.к. решение Райснера - Нордстрема получено
нами как разложение в ряд по δ, то для последнего примера оно практически совпадает
с точным (19.14), (19.15).

Итак получили результат, что для частиц, имеющих заряд электрона, у которых сила
кулоновского отталкивания компенсируется ньютоновской силой тяготения, справедливо
решение Райснера - Нордстрема. В теории Эйнштейна - Максвелла таких ограничений не
накладывается.

Попытаемся на базе развиваемого подхода предсказать возможные эксперименты, ко-
торые бы позволили подтвердить или опровергнуть предлагаемую схему.

Любопытно отметить, что отличная от нуля тетрадная компонента F(0)(1) тензора поля
в тетрадах (7.1) в точности соответствует обычному кулоновскому выражению для поля
точечного заряда или полю вне заряженного шара в пространстве Минковского для любых
ν и λ.

Произведем расчет емкости заряженного металлического шара радиуса R. При клас-
сическом рассмотрении в системе СГСЭ емкость C = R. Для нашего случая емкость будет
зависеть от приложенного к шару потенциала, а также и от знака заряда. Вычислим ем-
кость по формуле (17.13)

C = Q2/2W. (19.16)

Для нахождения плотности энергии электромагнитного поля можно воспользоваться
тетрадами в виде (7.1) с использованием метрики (19.4), и условиями сопутствия в форме

V k = Vk = 0, V 0 = (g00)
−1/2, V0 = (g00)

1/2.

С точки зрения монадного метода [23] плотность энергии ρ электромагнитного поля
является скаляром по отношению к произвольным преобразованиям yµ = fµ(xν). В нашем
случае ρ соответствует T(0)(0) = T (0)(0) = T

(0)
(0) компонентам тензора энергии-импульса.

Очевидно, что
ρ = T(0)(0) = TµνV

µV ν .

Используя выражения (17.14), (17.15), (19.7), находим для плотности энергии ρ соот-
ношение

ρ =
Q2

8πr4
, (19.17)

которое в точности совпадает с выражением для плотности энергии поля вне заряженной
сферы в пространстве Минковского.

Однако для нахождения полной энергии поля вне заряженного шара нужно произво-
дить интегрирование по пространству в римановом пространстве - времени с метрикой
(19.4), определяемой из (19.14), (19.15). Для этого воспользуемся формулой (17.16), в со-
гласии с которой имеем

W =
∫ √−gT µνVν dSµ =

Q2

2

∫ ∞

R

exp(λ+ν
2

)

r2
dr =

A0(R)Q

2
, (19.18)

где A0(R) определяется из (19.3) при r = R.
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В результате получим для емкости C

= R
[

4δ√
π exp(δ2)[Φ(3δ)− Φ(δ)]

]
, (19.19)

Для отрицательного "ускорения"имеем аналогично

= R
[

2iδ√
π exp(−δ2)Φ(iδ)

]
, (19.19a)

Для отрицательно заряженного металлического шара величина δ

δ = 1.563 · 10−2
√

n,

где n безразмерное число киловольт, определяющее потенциал шара.

Считая δ малой величиной, из (19.19), (19.19a) находим

= R[1 + 2δ2], (19.20)

= R[1 +
2δ2

3
], (19.20a)

Например при потенциале −50 kV добавка к емкости должна составлять 2.44% при поло-
жительном и 0.8% при отрицательном "ускорении"

Для вычисления емкости шара можно вместо формул (19.16), (19.19) определить ем-
кость обычным способом по формуле

C =
Q

A0

. (19.21)

где A0 вычисляется из (19.3) при r = R.

Таким образом, обе формулы (19.16) и (19.21) оказались эквивалентными, как и при
классическом рассмотрении.

Формула (19.18) справедлива не только для заряженных проводников сферической
формы, но и для произвольных заряженных проводящих тел. Докажем это утверждение.
Из (19.18) имеем

W =
1

8π

∫ √−gg00γklEkEl dV =
1

8π

∫ √−g√
g00

EkD
k dV, (19.18a)

где

Ek = −∂A0

∂yk
, Dk =

1√
g00

γklEl, γkl = −gkl, . (19.18b)

В (19.18b) γkl – метрика трехмерного пространства. Так как вращения отсутствуют, то
члены метрики g0k = 0. Интеграл (19.18a) с учетом уравнений Максвелла в "заданном
гравитационном поле"[7]

1√
γ

∂

∂yk
(
√

γDk) = 4πρ (19.18c)
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сведется к виду

W = − 1

8π

∫ √−g√
g00

(
1√
γ

∂

∂yk
(
√

γA0D
k)− 4πρA0

)
dV. (19.18d)

Используя равенство √−g√
g00

=
√

γ,

получим вместо (19.18d) соотношение

W = − 1

8π

∫ ∂

∂yk
(
√

γA0D
k) dV +

1

2

∫
ρA0

√
γ dV. (19.18e)

Используя теорему Гаусса, преобразуем первый интеграл по объему к интегралу по окру-
жающей этот объем поверхности. Так как подинтегральное выражение убывает с рассто-
янием как 1/r3, то выбрав поверхность достаточно далеко, этот интеграл исчезает. Так
как все заряды сосредоточены на поверхности проводника и потенциал на поверхности
постоянен, то для второго интеграла получим 1

W =
1

2
A0

∫
ρ
√

γ dV =
1

2
A0Q, (19.18f)

что тождественно с (19.18).

Как известно, [7] в классической (неквантовой) релятивистской механике элементар-
ным частицам нельзя приписывать конечных размеров и они должны рассматриваться
как точечные. С другой стороны, заряженная частица при таком рассмотрении обладает
бесконечной собственной энергией, а, следовательно, и массой. Физическая бессмыслен-
ность такого результата в согласии с [7] требует ограничить основные принципы самой
электродинамики определенными пределами.

Докажем, что в предлагаемой нами модели указанной выше трудности не возникает и
собственная энергия отрицательного точечного заряда Q, содержащего в себе N электро-
нов, конечна.

Для доказательства воспользуемся выражениями (19.18) и (19.3), (19.3a) при R → 0.
Полагая в (146) Q = Ne и воспользовавшись известной асимптотической формулой [47]

√
πz exp(z2)(1− Φ(z)) ∼ 1 +

∞∑

m=1

(−1)m 1 · 3 . . . (2m− 1)

(2z2)m
, (19.22)

находим при z = δ À 1 выражение

A0(R) ≈ Q

4Rδ2

(
1− 1

2δ2

)
=

2mc2

e

(
1− 4mc2R

eQ

)

W =
QA0

2
= Nmc2

(
1− 4mc2R

e2N

)

1Заметим, что последнее утверждение справедливо лишь для тонких заряженных проводящих оболо-
чек, а не для сплошных металлических тел. Это связано с тем, что в поле связанных зарядов не выполня-
ется вне зарядов уравнение Лапласа, что приводит к непостоянству потенциала внутри проводника, что
будет показано далее.
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Откуда при R → 0 имеем
W = Nmc2. (19.23)

Для заряженной проводящей сферы "ускорение"отрицательно. Из (19.3a) находим на по-
верхности сферы выражение

A0(R) =
Q exp(−δ2)

√
π

2Riδ

[
Φ(iδ)

]
,

откуда находим при z = δ À 1 выражение

A0(R) =
4mc2

e
.

При R → 0 имеем для энергии поля связанных на сфере зарядов выражение

W = 2Nmc2. (19.23a)

Величина энергии точечной частицы оказалась независимой от знака и величины за-
ряда. Из (19.23a) следует, что энергия поля отрицательно заряженной частицы с зарядом
Q = Ne определяется двойной энергией покоя ее N электронных масс.

В частности, для одного электрона "размазанного"на сфере радиуса R → 0 собствен-
ная энергия поля совпадает с его удвоенной энергией покоя W = 2mc2.

Классическая емкость проводящего шара равна его радиусу и, следовательно, равна
нулю при рассмотрении точечной частицы. В нашем случае емкость точечного электрона
в согласии с (19.23а) вычисляется по формуле

C− =
Q2

2W
=

e2

4mc2
=

r0

4
,

и оказывается в четыре раза меньше его классического радиуса.

В "нерелятивистском"приближении δ → 0 имеем

A0(r) =
Q

r
, W =

Q2

2R

классические соотношения для потенциала и энергии заряженного проводящего шара.

Отметим, что величина энергии элементарной точечной частицы не зависит от знака
и величины заряда. Таким образом, предлагаемый нами подход расширяет область при-
менимости классической теории поля при переходе к достаточно малым расстояниям.

Говоря об электроне, следует соблюдать известную осторожность. Основной вопрос о
природе электрона остается до сих пор невыясненным. Как говорил Эйнштейн, "электрон
является чужаком в электродинамике". Из электродинамики трудно понять, как может
конечный заряд электрона e, рассматриваемый как точечный или находящийся в очень
малом объеме, сохраняться в качестве стабильного образования, вопреки действующими
между его элементами кулоновыми силами отталкивания. Природа сил, препятствующих
взрыву электрона под действием кулоновых сил, нам неизвестна. На решение этой про-
блемы можно надеяться лишь в общей теории элементарных частиц.
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Как отмечено в [83], Пуанкаре "в 1906 году ввел поверхностное давление неизвест-
ного происхождения, которое должно было действовать на электрон со всех сторон, как
равномерно натянутая пленка".

Эта пленка эквивалентна нашей модели упругих нитей, закрепленных в центре и сдер-
живающих элементы заряда электрона от разбегания за счет кулоновых сил. В этом дав-
лении Пуанкаре (или силах упругой деформации) должна по-видимому скрываться часть
энергии покоя электрона. Поэтому электромагнитная масса электрона оказалась больше
массы покоя. Часть электромагнитной массы оказалась ответственной за его устойчи-
вость.

Аналогичная ситуация имеет место и в ОТО при рассмотрении полной энергии материи
и постоянного гравитационного поля (т.е. полной массы тела), выражаемой через тензор
энергии импульса одной только материи [7]. Эту задачу впервые рассмотрел Р. Толмен
[108]. Исключая промежуточные выкладки, подробно проделанные в [7] и [108], приводим
результат

P 0 = mc =
1

c

∫
(T 0

0 − T 1
1 − T 2

2 − T 3
3 )
√−gd V.

Здесь P 0 - временная компонента 4 - импульса, dV - трехмерный (евклидов) элемент
объема, g - 4 - мерный определитель метрического тензора.

Если в качестве источника в уравнениях Эйнштейна выбрать тензор энергии - импульса
электромагнитного поля, то из равенств

T µ
µ = 0, T (0)(0) = T 0

0 ,

вытекающих из тетрад в виде (7.1) с использованием метрики (19.4), и условиями сопут-
ствия в форме

V k = Vk = 0, V 0 = (g00)
−1/2, V0 = (g00)

1/2,

находим
P 0 = mc =

2

c

∫
T (0)(0)√−gd V.

Значение P 0 отличается от энергии поля W (17.16), (17.16f) множителем 2/c. Если мно-
житель 1/c вполне естественен, то наличие удвоения энергии связано с учетом не только
энергии электрического поля, но и связанного с ним посредством уравнений Эйнштейна,
гравитационного поля.

В нашем случае роль гравитационного поля выполняет поле сил связей, (давление Пу-
анкаре) которые препятствуют кулоновским силам отталкивания и сохраняют жесткость
заряженной частицы. По этой причине в формуле (19.23а) происходит удвоение энергии.

Хотя потенциал A0 и энергия W поля точечного заряда оказались конечными, одна-
ко выражение для закона Кулона, оказалось справедливым в тетрадах для всей области
значений радиуса. Из поля тетрад (7.1), метрики (19.4) и формул (19.8а) и (19.9а) следует
выражение

F(0)(1) = exp
(
−λ + µ

2

)
F01 =

Q

r2
,

которое в точности совпадает с классическим выражением для напряженности поля точеч-
ного заряда. В [7] в качестве напряженности поля выбираются не тетрадные компоненты
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тензора поля, а их аффинные значения F0k. Переход к пределу в (19.8а) и (19.9а) при
r = R и R → 0 также приводит к выражению

F01 =
Q

R2
.

Таким образом, для аффинных компонент тензора поля для больших r À r0 и малых
r ¿ r0 расстояний от заряда также справедлив закон Кулона, хотя для величин вблизи r0

тетрадные и аффинные компоненты не совпадают.

Из анализа формул (19.3а) и (19.18) вытекает, что энергия электрического поля за-
ряженной проводящей сферы при заданном заряде Q = e и радиусе R имеет максимум
при R = 0.06r0 = 1.68 ∗ 10−14 см. Значение этого максимума для для сферы с зарядом
электрона составляет Wmax = 2.565mc2.

При R → 0, энергия не стремится к бесконечности, как при классическом рассмотре-
нии, а стремится к величине W = 2mc2. Итак, размер частицы, имеющей экстремальное
давление Пуанкаре, составляет величину порядка 1.7 ∗ 10−14 см.

Как показывают современные исследования в квантовой теории поля, справедливость
закона Кулона выполняется до значений радиуса r = 10−16 см. Поэтому старые нелиней-
ные теории поля Г. Ми, М. Борна и М. Борна и Л. Инфельда, разобранные в монографиях
[83] и [109], где нарушение закона Кулона происходит на расстояниях порядка классиче-
ского радиуса электрона r0 ∼ 10−13 см, не удовлетворяют современным теоретическим и
экспериментальным данным.

Для нашего случая закон Кулона (в тетрадах, к которым и относятся показания при-
боров) справедлив для любого значения радиуса, что согласуется с современными изме-
рениями.

В заключение раздела рассмотрим вопрос об электромагнитной массе и электромаг-
нитном импульсе поля движущегося заряда (электрона). "Физические"компоненты 4 -
импульса поля P (α) движущейся частицы определим в согласии с формулой

P (α) =
1

c

∫ √−gT µνe(α)
ν dSµ =

1

c

∫ √−gT (0)(α) dV, (19.23b)

в которой компонента P (0) равна энергии поля W (19.23a), поделенной на скорость света
c, а пространственные тетрадные компоненты P (k) образуют трехмерный вектор импульса
поля. Чтобы выполнить интегрирование в последней формуле, удобно выразить входящие
в нее величины через величины СО, в которой электрон покоится. Все величины в этой
системе будем обозначать со штрихом. Предположим, что электрон движется вдоль оси
z. Так как в тетрадах, удовлетворяющих калибровке Ламе, которой мы здесь пользуемся,
геометрические объекты имеют ту же самую структуру, что и в галилеевых координатах
плоского пространства Минковского, то формулу (19.23b) представим в векторном виде

~P =
1

4πc

∫ √−g ~E × ~H dV, ~H =
1

c
~v × ~H. (19.23c)

Здесь ~E, ~H, ~v – векторы электрического, магнитного полей и скорости частицы соответ-
ственно.

Последний интеграл можно преобразовать к виду

~P =
1

4πc

∫ √−g ~E × ~H dV =
1

4πc

∫ √−g[~vE2 − ~E(~v · ~E)] dV. (19.23d)
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Ясно, что в сопутствующей СО магнитное поле частицы равно нулю и ~P = 0. Для
вычисления интеграла воспользуемся следующими формулами, вытекающими из инвари-
антности 4 - объема, интервала и лоренцева преобразования полей

√−gdV cdt =
√
−g′dV ′cdt′, dt′ = dt

√
1− β2, β =

v

c
, Ez = E ′

z,

Ey =
1√

1− β2
E ′

y, Ex =
1√

1− β2
E ′

x, Hz = 0,

Hy = − βE ′
x√

1− β2
, Hx =

βE ′
y√

1− β2
.

Используя эти формулы, находим для отличной от нуля Pz = P (3) компоненты импуль-
са поля выражение

Pz =
v

4πc2
√

1− β2

∫
(E ′

x
2
+ E ′

y
2
)
√
−g′dV ′.

Из сферической симметрии электрического поля в сопутствующей электрону СО имеем

Pz =
2

3

v

4πc2
√

1− β2

∫
E ′2

√
−g′dV ′ =

4

3

v

c2
√

1− β2
W, (19.23e)

где энергия поля W определена в (19.18), а для точечной частицы - в (19.23a).

Наличие множителя 4/3 в последней формуле является трудностью как классической
теории Максвелла, так и нашей модификации.

2. Поле с цилиндрической симметрией

Рассмотрим поле, обладающее цилиндрической симметрией, создаваемое тонким бес-
конечно длинным заряженным металлическим цилиндром.

Совместим ось z с осью цилиндра, выбрав начало координат в центре цилиндра. Расчет
поля будем производить в цилиндрической системе координат, воспользуясь для нахож-
дения потенциала формулой (19.1), где r′ - трехмерное ( евклидово ) расстояние от заряда
dQ до точки наблюдения , θ - угол между радиусом - вектором ~r и ~i , ~i = ~a0/| ~a0 |. ~i для
каждого элемента заряда dQ направлен к центру цилиндра перпендикулярно его поверх-
ности. Величина "ускорения"a0 для зарядов отрицательно заряженной цилиндрической
поверхности (электронов) вычисляется по формуле (19.2).

Каждый из зарядов на проводнике будет находиться на поверхности цилиндра и испы-
тывать со стороны создаваемого ими поля силу "отрицательного давления направленного
по внешней нормали к поверхности [26]. Эта сила компенсируется силой со стороны ре-
шетки, удерживающей заряды на поверхности цилиндра. Таким образом, рассматривае-
мая физическая ситуация эквивалентна ситуации, в которой находятся заряды, связанные
невесомыми нитями длины R равной радиусу цилиндра, закрепленные вдоль оси цилин-
дра. Следовательно, поле, создаваемое каждым из зарядов будет таким же, как если бы
каждый из зарядов двигался равноускоренно с ускорением направленным к оси цилиндра.
В согласии с (2.18) каждый из электронов на поверхности цилиндра принадлежит каса-
тельному плоскому пространству, но риманову пространству - времени. Поэтому операция

135



интегрирования по поверхности цилиндра происходит в плоском пространстве и является
корректной.

Из геометрических соображений легко получить формулу, связывающую величины r′

и θ c радиальной координатой ρ и угловой координатой φ цилиндрических координат.

r′ cos θ = R− ρ cos φ. (19.24)

Элемент заряда dQ на поверхности цилиндра можно представить в виде

dQ = σRdφdz =
γ

2π
dφdz, (19.25)

где σ и γ соответственно поверхностная и линейная плотности зарядов.

В целях упрощения перейдем от тонкого цилиндра к заряженной нити, полагая R → 0
и считая γ постоянной конечной величиной. В результате для потенциала A0 получим
выражение

A0 =
γ

π

∫ π

0
dφ exp

(
−ρa0 cos φ

2c2

) ∫ +∞

−∞

exp
(
−a0

√
ρ2+z2

2c2

)

√
ρ2 + z2

dz. (19.26)

Вычисление интегралов приводит к соотношению

A0 = 2γI0(α)K0(α), α =
ρa0

2c2
=

ρeE0

4mc2
. (19.27)

В последнем соотношении E0 - напряженность поля на поверхности цилиндра, I0, K0

- цилиндрические функции Бесселя в общепринятых обозначениях [82].

Найдем геометрию пространства-времени вне заряженной нити и вычислим энергию
поля, созданную зарядами этой нити.

Совокупность электронов на поверхности цилиндра не принадлежит конгруенции ми-
ровых линий базиса НСО (2.18), а включаются в совокупность мировых линий частиц ба-
зиса, принадлежащих цилиндрически - симметричной лагранжевой сопутствующей НСО
с метрикой вида

dS2 = exp(ν)(dy0)2 − exp(λ)dρ2 − ρ2dφ2 − dz2. (19.28)

где ν и λ зависят только от ρ.

Функции ν(ρ) и λ(ρ) нуждаются в определении. Для их нахождения воспользуемся ре-
шением цилиндрически-симметричных статических уравнений Максвелла с использова-
нием метрики (19.28), аналогичных по записи уравнениям электродинамики в "заданном
гравитационном поле"[7]. Затем сравним полученное решение с выражением для поля,
получаемом из (19.27).

Для отличной от нуля радиальной компоненты "индукции"D1 имеем уравнение

1√
γ

∂

∂ρ

(
ρ exp(λ/2)D1

)
= 0, (19.29)

решением которого будет

D1 =
2γ

ρ
exp(−λ/2). (19.30)
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В (19.29) и (19.30) между "индукцией"D1 напряженностью поля E1 и компонентой тензора
поля F01 существуют известные [7] соотношения

D1 = γ11D
1 =

2γ

ρ
exp(λ/2) =

1√
g00

E1, E1 = F01, γkl = −gkl, (19.31)

где γkl - пространственный метрический тензор с определителем равным γ.

Ясно, что уравнения Максвелла не определяют функций ν(ρ) и λ(ρ).

Из (19.27) находим отличные от нуля компоненты F01 = −F10

F01 = −∂A0

∂ρ
=

γa0

c2
(K1(α)I0(α)− I1(α)K0(α)). (19.32)

Приравнивая (19.32) выражению F01 из (19.31), находим уравнение, связи на функции
ν(ρ) и λ(ρ)

exp
(

ν + λ

2

)
= α(K1(α)I0(α)− I1(α)K0(α)) =

ρ

2γ
F01. (19.33)

Для нахождения второго уравнения, связывающего эти функции, рассмотрим силу со
стороны поля, действующую на пробный заряд q, закрепленный в точке с координатой ρ
от оси нити. Пусть масса пробного заряда m0. Тогда вектор первой кривизны F 1 мировой
линии этого заряда можно найти из соотношения (1.5), записав для закрепленных зарядов
условие сопутствия для метрики (19.28) в виде

V k = Vk = 0, V 0 = (g00)
−1/2,

V0 = (g00)
1/2, F 1 = F (ρ), F 0 = F 2 = F 3 = 0. (19.34)

Откуда из (1.5) имеем

F 1 =
1

2

dν

dρ
exp(−λ). (19.35)

Эту же величину можно найти и из силы, действующей на заряд со стороны связи,
удерживающей заряд в поле неподвижным. Эта сила численно равна силе со стороны
поля и противоположна ей по знаку.

F 1 =
1

2

dν

dρ
exp(−λ) = − q

m0c2
F 10V0 =

− 2γq

m0c2ρ
exp(−λ/2). (19.36)

Из (19.32)-(19.36) находим

exp(ν/2) = − q

m0c2

∫
F01 dρ =

qA0

m0c2
+ 1, (19.37)

где C1 - постоянная интегрирования.

Постоянную интегрирования определим из вида асимптотики A0 на больших рассто-
яниях от нити. Хорошо известно, что при классическом рассмотрении потенциал A0 на
больших расстояниях от нити логарифмически расходится.
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Для рассматриваемого нами случая это не так. Докажем это.

В тетрадах (17.10) на основе формул (19.30), (19.31) F(0)(1) компонента тензора элек-
тромагнитного поля имеет вид

F(0)(1) =
2γ

ρ
. (19.38)

На поверхности цилиндра величина поля E0 совпадает с тетрадной компонентой F(0)(1).
Поэтому для величины α имеем

α =
ρa0

2c2
=

ρeE0

4mc2
=

ρeγ

R2mc2
, ρ ≥ R. (19.39)

Из анализа (19.39) следует, что α → ∞ при ρ → ∞. Для больших расстояниях от
нити можно воспользоваться известными асимптотическими разложениями для функций
Бесселя [82].

I0(α) '
√

1

2πα
eα, K0(α) '

√
π

2α
e−α (19.40)

Это приводит для компоненты 4 - потенциала 0 к выражению

A0(α) =
γ

α
=

2mc2R

eρ
, (19.41)

Отсюда следует, что при ρ →∞, A0 → 0.

Итак, мы доказали, что для нашего случая поведение A0 на бесконечности резко отли-
чается от классического аналога: вместо расходящейся величины мы получили величину
стремящуюся к нулю.

Это дает возможность постоянную интегрирования C1 определить из (19.37) из требо-
вания обращения g00 в единицу на бесконечности. В результате из (19.37) имеем

exp(ν/2) = 1 +
qA0

m0c2
. (19.42)

Используя (19.33), находим

exp(λ/2) = − ρ

2γ

∂A0

∂ρ

1

1 + qA0

m0c2

. (19.43)

Для слабых полей при α ¿ 1, используя известные разложения для функций Бесселя
[82]

I0(α) ' 1, K0(α) ' −( ln (α/2) + C), (19.44)

находим

A0(α) ' −2γ
(

ln
(

ρa0

2c2

)
+ C

)
, −∂A0

∂ρ
' 2γ

ρ
, (19.45)

где C = 0.57721566490... - есть постоянная Эйлера.

(19.45) с точностью до значения постоянных в потенциале совпадает с классическим
выражением. Однако метрика пространства-времени даже в случае слабого поля остается
римановой, определяется формулой (19.42), а вместо (19.43) имеем
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exp(λ/2) =
1

1 + qA0

m0c2

. (19.46)

Вычислим энергию поля от элемента заряженной нити длины h, воспользуясь форму-
лами (17.16) -(17.18), (19.18). Для тетрадной компоненты T (0)(0) тензора энергии-импульса
имеем выражение

T (0)(0) =
γ2

2πρ2
(19.47)

W =
∫ √−gT µνVν dSµ =

hγ

2

∫ ∞

R
F01 dρ

= −hγ

2

∫ ∞

R

∂A0

∂ρ
dρ =

A0(R)γh

2
− A0(∞)γh

2
, (19.48)

Так как по доказанному в (19.41) A0(∞) = 0, а нить по условию имеет радиус R → 0, то
соотношение (19.48) на основе (19.39) примет вид

W =
A0(R)γh

2
= γ2hI0

(
eγ

2mc2

)
K0

(
eγ

2mc2

)
. (19.49)

Из формулы (19.49) следует, что энергия поля внутри цилиндра длины h и бесконечно-
го радиуса является конечной величиной, что резко отличается от классического значения
энергии заряженной нити, которая бесконечно велика.

При плотной упаковке зарядов на нити, т.е. при выполнении условия

eγ

2mc2
À 1 (19.50)

имеем для энергии выражение

W =
γhmc2

e
= Nmc2, (19.51)

где N - число электронов на длине h нити.

Итак, для трех видов симметрии (плоской, сферической и цилиндрической),
энергия поля, создаваемая точечными зарядами, не расходится, как это имеет
место при классическом рассмотрении, а определяется энергией покоя зарядов,
создающих поле. При этом величина заряда выпадает из формул для энергии.

Обратим внимание на то, что в отличие от аналогичной формулы (19.23а), в фор-
мулах (19.51) и (17.16i) удвоения энергии не происходит. Причина связана с характером
рассматриваемых моделей распределения зарядов. Очевидно, что при сферическом рас-
пределении зарядов поверхностная плотность заряда постоянна, поэтому давление Пуан-
каре дает естественный вклад в энергию поля. При рассмотрении заряженной плоскости
и заряженной нити, поверхностная плотность и линейная плотность заряда для простоты
расчета были выбраны постоянными по определению. На самом деле плотность зарядов
на проводящей плоскости и на нити не может быть постоянной, так как кулоновское от-
талкивание должно привести к растеканию зарядов и увеличению плотностей на краях
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по сравнению с плотностями в центре. (Всякая реальная плоскость и нить имеет всегда
конечные размеры). Для того, чтобы растекания зарядов не происходило, и плотность
зарядов была постоянна по поверхности или по длине, необходимо "приклеить"заряды на
плоскости или по длине нити. Силы, необходимые для удерживания на плоскости (нити)
"приклеенных"зарядов, в расчетах не учитывались. Учитывалась лишь энергия сил связи
перпендикулярных плоскости (нити), препятствующих зарядам покинуть заряженное те-
ло. Для тел сферической формы растекания зарядов по сфере не происходит. Силы связи
не содержат касательных поверхности сферы составляющих. И "приклеивать"заряды для
поддержания постоянной плотности на сфере нет необходимости. Поэтому силы реакции
связи на сфере полностью участвуют во вкладе в энергию, а на нити и плоскости энергия
части сил связи (касательных плоскости или нити) в расчет не входит. Отсюда можно
понять качественно различие в величинах энергии.

20. Жесткая, безвихревая, сферически-симметричная НСО

Рассмотрим в пространстве Минковского центрально - симметричное движение сплошной
среды, происходящее из некоторой точки, в которой помещено начало координат. Оче-
видно, что для наблюдателей в лагранжевой сопутствующей системе отсчета расстояние
между соседними элементами среды будет изменяться во времени, т.е. такая система не
является жесткой . Так как все точки среды, находящиеся на одинаковом расстоянии от
центра, имеют одинаковые скорости и ускорения , то такая среда движется без вращений
. Таким образом, для такой НСО тензор угловой скорости вращения равен нулю, а тензор
скоростей деформаций и поле векторов первой кривизны отлично от нуля. Если для рас-
сматриваемой НСО потребовать выполнения условия жесткости, то из анализа уравнения
структуры (1.7) следует , что в пространстве Минковского не существует сферически -
симметричной НСО, имеющих радиальное ускорение отличное от нуля и равный нулю
тензор скоростей деформаций. Иными словами, в пространстве Минковского невозможно
жесткое радиальное движение сплошной среды.

В римановом пространстве такая ситуация возможна. Это следует, например, из усло-
вия статического равновесия в сферически - симметричном гравитационном поле, опи-
сываемой метрикой Шварцшильда [7]. Для наблюдателей, покоящихся на поверхности
неподвижной гравитирующей сферы, с точки зрения ОТО ускорение отлично от нуля и
направлено от центра перпендикулярно поверхности, в то время как для наблюдателей,
придерживающихся ньютоновской точки зрения, ускорение равно нулю. И, наоборот, сво-
бодное падающее тело в ньютоновском поле тяжести имеет отличное от нуля ускорение, а
в шварцшильдовом поле движется по геодезической линии с нулевым ускорением. Более
полно эти вопросы обсуждаются в работах [40] , [41] . Метрику сферически - симметричной
лагранжевой сопутствующей НСО по аналогии с ОТО [7] ищем в виде

dS2 = exp(ν)(dy0)2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2)− exp(λ)(dr)2, (20.1)

где ν и λ зависят только от r.

НСО (20.1) является очевидно жесткой, т.к. метрические коэффициенты не зависят от
времени, а равенство нулю компонент g0k говорит об отсутствии вращений. Система (1.1)
с учетом сформулированных требований, а также выполнения условий сопутствия

V k = Vk = 0, V 0 = (g00)
−1/2, V0 = (g00)

1/2,

F 1 = F (r), F 0 = F 2 = F 3 = 0
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сводится к одному уравнению

F 1 =
1

2

dν

dr
exp(−λ). (20.2)

Можно убедиться , что структурные уравнения (1.7) удовлетворяют (20.2) без допол-
нительных связей на функции ν(r) и λ(r). Таким образом, по заданному полю векторов
первой кривизны F 1 нельзя однозначно без привлечения дополнительных факторов опре-
делить метрику (20.1).

Рассмотрим некоторые простейшие возможности. Проведем следующий мысленный
эксперимент.

а). Пусть наблюдатели, находящиеся на поверхности земли, вращения которой не учи-
тываем, плотность считаем постоянной, а форму сферической, измеряют гравитационное
поле с помощью акселерометров. Они найдут, что поле ускорений направлено по радиусу
от центра перпендикулярно поверхности. Для измерения поля вдали от поверхности ис-
пользуем множество радиальных невесомых жестких стержней, вдоль которых установим
систему акселерометров. Совокупность стержней и акселерометров задает базис радиаль-
ноускоренной жесткой системы отсчета. Действительно, по мере удаления от поверхности
земли поле ускорений будет уменьшаться, подчиняясь ( в нулевом приближении ) закону
всемирного тяготения Ньютона. Если наблюдатели считают , свое пространство плоским
, а закон всемирного тяготения точным , то метрика (20.1) будет иметь вид [18] .

dS2 = exp(−rg/r)(dy0)2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2)− (dr)2, (20.3)

где rg = 2kM/c2 носит название гравитационного радиуса . При выводе (20.3) учли, что
по определению плоского пространства λ = 0 , а ν нашли из (20.2) и закона тяготения
Ньютона.

Итак, хотя метрика пространства - плоская , метрика пространства - времени (20.3)
оказалась римановой. Таким образом, ньютоновская теория гравитации в плоском про-
странстве допускает два логически непротиворечивых толкования.

В согласии с общепринятой трактовкой в ньютоновской теории плоским является не
только пространство, но и пространство - время. При этом на тело, находящееся на по-
верхности земли, действуют две силы , сила тяжести и сила реакции опоры , которые в
сумме дают ноль и поэтому не сообщают телу никакого ускорения.

В нашей трактовке на тело, покоящееся относительно поверхности земли, действует
только одна сила - сила реакции опоры, которая сообщает телу ускорение, измеряемое
акселерометром, вычисляемое по формуле (20.2) с использованием метрики (20.3). Если
опору убрать, то тело будет двигаться по геодезической линии в пространстве - времени с
метрикой (20.3), в то время как при обычной трактовке при отсутствии опоры тело будет
двигаться в плоском пространстве - времени под действием силы тяжести.

Модифицированная нами ньютоновская трактовка ближе к эйнштейновской, чем чи-
сто ньютоновская. Можно показать, воспользуясь [42], что расчет смещения перицентра
за один оборот по метрике (20.3) в три раза меньше, чем по метрике Шварцшильда. Из-
менение направления луча света при прохождении вблизи центрального тела по (20.3)
в два раза меньше щварцшильдовского. Поэтому предлагаемая модель, не претендуя на
замену ОТО, устанавливает более тесную связь между ньютоновской и эйнштейновской
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теориями, показывая , что ньютоновскую теорию можно рассматривать в римановом про-
странстве - времени. Если в ньютоновском приближении рассматриваемая трактовка сов-
падает с экспериментальными данными, то более тонких эффектов, которые объясняет
ОТО, модель не учитывает.

Попытаемся модифицировать модель так, чтобы она точнее соответствовала данным
наблюдений.

б).При выводе (20.3) предполагалось, λ = 0, что соответствует модели плоского про-
странственного сечения. В качестве системы отсчета вне земли выбиралась система жест-
ких недеформируемых стержней, по которым звук распространяется с бесконечно боль-
шой скоростью, что противоречит конечности скорости распространения взаимодействия.
Поэтому для устранения этого недостатка модели будем считать , как и в ОТО, что струк-
тура базиса радиальноускоренной НСО вне земли эквивалентна некоторой упругой среде
, подверженной деформациям, а, следовательно, и напряжениям, но имеющей равный ну-
лю тензор скоростей деформаций. Из вида метрики (20.1) следует, что мы рассматриваем
лишь малые радиальные смещения упругой среды, для которых отлична от нуля ( в обо-
значениях [43] ) в сферических координатах лишь радиальная urr = ∂ur/∂r компонента
тензора деформаций. Что касается компонент uθθ = uφφ = ur/r , то они пренебрежимо
малы по сравнению с urr и в рассматриваемой модели не учитываются.

Связь между тензорами деформаций и напряжений удобнее определить в лагранже-
вой сопутствующей НСО, рассматривая упругую среду без сдвиговых напряжений, для
которой справедлив закон Гука в виде [44]

P ij = λ̃I1γ
ij, I1(ε) = γklεkl =

1

2
(1− exp(−λ)), (20.4)

где I1 - первый инвариант тензора деформаций , λ̃ - кооэффициент Ламе, γij = −gij -
метрика пространственного сечения (20.1).

εij =
1

2
(γij − γ′ij)

γ′ij - метрический тензор плоского пространства в сферических координатах.

Упругая среда должна удовлетворять уравнению неразрывности

∇µ(ρV µ) = 0

Решение уравнения неразрывности приводит к соотношению [44], [45]

ρ = ρ0 exp(−λ/2), (20.5)

где ρ0 - плотность "среды "в недеформированном состоянии.

Уравнения "движения "упругой среды в лагранжевой НСО имеют вид аналогичный
условию равновесия упругой среды в ньютоновском поле тяжести [43] при классическом
рассмотрении

∇jP
ij = −ρ0a

j, (20.6)
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где j - "нефизические аффинные компоненты ускорения, а поднятие и опускание тен-
зорных индексов и вычисление ковариантной производной производится с помощью про-
странственной метрики γij. Полагая , что физические или тетрадные компоненты ускоре-
ния соответствуют, ( как и в случае а).), ньютоновскому значению, из (20.6) и (20.5) имеем
в сферических координатах выражение

exp(−λ)
dλ

dr
= −2

ρ0kM

λ̃r2
, (20.7)

интегрирование которого при условии, что на бесконечности пространство плоское (λ = 0)
приводит к соотношению

exp(−λ) =
(
1− 2kM

c2
0r

)
, c2

0 =
λ̃

ρ0

, (20.8)

где 0 - продольная скорость звука.

Учитывая, что вектор первой кривизны

F 1 = −2a1 = (γ11)
−1/2kM/(cr)2

, используя (20.2) и (20.7), получаем уравнение для ν, интегрирование которого при усло-
вии, что на бесконечности ν = 0 дает

ν = 2
(

c0

c

)2(√
1− 2kM

c0
2r
− 1

)
. (20.9)

Предел выражений (20.8) и (20.9) при c0 →∞ - приводит к метрике (20.3), что соответ-
ствует модели абсолютно твердого тела в ньютоновском смысле. Релятивистски жестким
телом [46] назовем такое тело, продольная скорость звука в котором равна скорости света
в вакууме. При этом выражение (20.8) в точности совпадает с γ11 компонентой метрики
Шварцшильда в стандартной форме, а из (20.9) получается g00 компонента этой метрики,
если разложить exp(ν) в ряд и сохранить лишь первый порядок малости по (rg/r).

Итак, для сферически - симметричной жесткой НСО, базисом которой является реля-
тивистски жесткое тело, а ускорение соответствует ньютоновскому , метрика имеет вид
(20.1), где ν определяется из (20.9) при скорости звука c0 равной скорости света в вакууме
, а λ при тех же условиях из (20.8). Окончательный результат представим в виде

dS2 = exp
{
2

√
1− 2kM

c0
2r
− 2

}
(dy0)2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2)− dr2

1− 2kM
c20r

. (20.10)

Расчет известных эффектов ОТО по метрике (20.10) лишь незначительно отличается
от расчета, использующего метрику Шварцшильда. Отличие проявляется в расчете сме-
щения перицентра, который составляет 5/6 от шварцшильдовского. Изменение направле-
ния луча света при прохождении вблизи центрального тела совпадает с щварцшильдов-
ским. Поэтому модифицированная модель значительно ближе соответствует ОТО, чем
(20.3).

Из рассмотренного здесь круга вопросов следует, что последовательное определение
физической системы отсчета, как тела отсчета с заданными физическими свойствами,
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привело к существенному сближению теорий гравитации Ньютона и Эйнштейна. Наделе-
ние систем отсчета физическими свойствами в некотором смысле эквивалентно введению
квантовомеханического принципа дополнительности в ньютоновскую теорию гравитации.
Геометрия пространства-времени при таком подходе зависит от средств, с помощью кото-
рых она наблюдается. Точно так же, как и в квантовой механике атомные системы нельзя
описывать независимо от средств наблюдений.

21. О моделировании полей гравитации

В рамках общей теории относительности (ОТО) рассмотрено моделирование центрально-
симметричного гравитационного поля. Установлено отображение геодезического движе-
ния базисов Леметра и Толмана на движение этих же базисов в пространстве Минков-
ского по мировым линиям. Получено выражение для напряженности и энергии поля, в
котором движутся эти базисы. Найдена преимущественная система координат, координа-
ты и время которой совпадает с галилеевыми координатами и временем в пространстве
Минковского.

Общие положения моделирования

При физическом осмысливании решений уравнений Эйнштейна особенно в случае силь-
ных гравитационных полей, приходится неизбежно сталкиваться с трудностью интерпре-
тации решений. Дело в том, что в пространстве Римана отсутствует понятие радиуса–
вектора, а временная координата не является временем, как это имеет место в простран-
стве Минковского в галилеевых координатах. Очевидно, что для физического истолкова-
ния результатов ОТО полезно (если это возможно) переформулировать их на язык СТО
в плоском пространстве–времени. Подробный анализ трудностей ОТО дан в работах [3],
[1], [6]. В настоящей работе, оставаясь в рамках теории Эйнштейна, предпринята попытка
отобразить геодезическое движение пробных частиц в пространстве Римана на движение
по мировым линиям в пространстве Минковского. Подобный круг вопросов рассматри-
вался в работах [56], [57], [58], но не получил окончательного решения.

Будем считать, что в пространстве Минковского V4 с сигнатурой (+−−−) в некотором
силовом поле движется сплошная среда, закон движения которой в переменных Лагранжа
имеет вид:

xµ = xµ(yk, ξ0), (21.1)

где xµ — эйлеровы, а yk — лагранжевы координаты, постоянные вдоль каждой фиксиро-
ванной мировой линии частицы среды; ξ0/c — некоторый временной параметр. Греческие
индексы изменяются от нуля до трех, латинские — от единицы до трех. Считаем, что
частицы среды не взаимодействуют друг с другом, а взаимодействуют лишь с внешним
полем.

По аналогии с электродинамикой [7] действия для пробной частицы в силовом поле
задаем в виде

S = −
∫ b

a
mc(ds + αAµdxµ), α ≡ e

mc2
, (21.2)
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где для каждой из частиц среды интервал ds вдоль мировых линий есть ds = Vµdxµ, V µ

— четырехмерная скорость.

Из вариации действия вытекают уравнения движения [7]

DVµ

ds
= αFµνV

ν , (21.3)

где тензор поля Fµν определяется как

Fµν = ∇µAν −∇νAµ =
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν
. (21.4)

С другой стороны, можно ввести эффективный интервал ds̃ = ds + αAµdxµ так что
действие (21.2) представляется в форме

S = −mc
∫

ds̃, (21.5)

вариация которого приводит к движению пробной частицы по геодезической линии в неко-
тором римановом пространстве [7].

dUµ

ds̃
+ Γ̃µ,νεU

νU ε = 0. (21.6)

Очевидно, что уравнения (21.3) и (21.6) должны быть эквивалентны.

Из выражения для эффективного интервала ds̃ вдоль геодезической линии следует,
что

ds̃ = (Vµ + αAµ)dxµ ≡ Uµdxµ, Uµ ≡ Vµ + αAµ,

Uµ =
dxµ

ds̃
=

dxµ

ds

ds

ds̃
= PV µ, P ≡ (1 + αAεV

ε)−1. (21.7)

Кроме того, связь между ковариантными Uν и контравариантными Uµ векторами 4–
скорости в пространстве Римана имеет вид

Uν = gνµU
µ = Vν + αAν . (21.8)

Условия (21.3), (21.4), (21.6), (21.7), (21.8) будут совместны, если метрический тензор про-
странства Римана gµν будет иметь вид:

gµν = γµν + α2AµAν + αAµVν + αAνVµ, (21.9)

где γµν — метрический тензор в пространстве Минковского.

Таким образом, движение пробной частицы можно рассматривать с двух точек зрения:

1. Движение по мировой линии в пространстве Минковского в силовом поле (21.3) с
метрикой γµν .

2. Движение в пространстве Римана по геодезической линии с метрикой gµν , опреде-
ляемой по формуле (21.9).
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Соотношения между 4–скоростями в разных пространствах определяются формулами
(21.7), (21.8). При этом, в двух пространствах выбрана общая координация. В отличие от
электродинамики структура тензора поля Fµν в формуле (21.4) не конкретизирована, т.е.
для Fµν не заданы полевые уравнения.

Пусть пробные частицы движутся в гравитационном поле. Тогда "заряд"e = m, а
метрика (21.9) должна удовлетворять уравнениям Эйнштейна с пылевидным тензором
энергии–импульса.

Rµν − 1

2
gµνR =

8πk

c4
εUµUν . (21.10)

Если в результате решения уравнений (21.10), найденные gµν и Uν обеспечат выполне-
ние равенств (21.8) и (21.9), то тем самым будет найдено поле 4–скорости Vµ, потенциалы
Aµ и тензор поля Fµν в пространстве Минковского, т.е. построено отображение поля кри-
визны пространства Римана на силовое поле плоского пространства–времени.

Установим связь между конгруенциями мировых линий в пространстве Минковского
и конгруенциями геодезических линий в пространстве Римана, которые в общей коорди-
нации даются соотношением (21.1). В силу соотношения (21.9) в пространстве–времени
введены два метрических тензора gµν и γµν и, следовательно, существуют две связности
Γ̃ε

µν и Γε
µν , первая из которых относится к пространству Римана, а вторая — к простран-

ству Минковского, в котором могут быть введены криволинейные координаты. Таким
образом, в общей координации возникают две различных ковариантных производных ∇̃ν

и ∇ν .

Из соотношения (21.8) имеем

∇̃νUµ = −Sε
νµUε +∇νVµ + α∇νAµ,

Sε
νµ = Γ̃ε

νµ − Γε
νµ, (21.11)

где Sε
νµ — тензор аффинной деформации связности. Из (11), альтернируя, находим

2∇̃[νUµ] = 2∇[νVµ] − αFµν , (21.12)

Для геодезических конгруенций без вращений имеют место равенства

∇̃[νUµ] = 0; 2∇[νVµ] = αFµν . (21.13)

Свертывая (21.13) с V ν , снова получаем соотношение (21.3). Из равенств (21.13) и (21.7)
имеем

Uµ =
∂Φ

∂xµ
= Vµ + αAµ, (21.14)

что позволяет представить метрику (21.9) в форме

gµν = γµν +
∂Φ

∂xµ

∂Φ

∂xν
− VµVν . (21.15)

Для контравариантных компонент имеем

gµν = γµν + P 2V µV ν

(
1 + γαβ ∂Φ

∂xα

∂Φ

∂xβ

)
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−P

(
V µγνσ ∂Φ

∂xσ
+ V νγµσ ∂Φ

∂xσ

)
, (21.16)

где в согласии с (21.7)

P = (1 + αγεσA
εV σ)−1 =

(
∂Φ

∂xε
V ε

)−1

=

(
dΦ

ds

)−1

. (21.17)

Из равенств (21.9), (21.14) и (21.15) следует

gµν − UµUν = γµν − VµVν , (21.18)

т.е. проекционные операторы, определяющие пространственную геометрию гиперповерх-
ностей ортогональных мировым линиям в пространстве Минковского и гиперповерхностей
ортогональных геодезическим линиям в пространстве Римана, являются инвариантами
соответствия [59].

Моделирование метрики Шварцшильда и Леметра

Рассмотрим некоторые частные случаи отображений.

Пусть в пространстве Минковского по радиусу к центру движется пылевидная сплош-
ная среда. Рассмотрим случай стационарного движения, что означает независимость от
времени поля скоростей в переменных Эйлера и потенциалов Aµ. На языке ОТО это со-
ответствует постоянному гравитационному полю.

Для того чтобы метрический тензор (21.15) не зависел явно от времени и переходил
на бесконечности к галилеевому виду, необходимо обращение скорости на бесконечности
в нуль. При этом, должны выполняться равенства:

Φ = x0 + Ψ(xk), Va = −V (r)na = −V (r)
xa

r
. (21.19)

Используя формулы (21.15) и (21.19), найдем выражения для трехмерного метрического
тензора γ̃kl = −gkl + g0kg0l/g00; трехмерного вектора gl = −g0l/g00 = −g0l/h; трехмерного
антисимметричного тензора fkl = ∂gl/∂xk − ∂gk/∂xl, [7]. В результате получаем:

g00 = h = 1− V 2, gl = nl

∂Φ
∂r

+ V0V

h
, fkl = 0, V0

2 − V 2 = 1,

γ̃kl = δkl + D(r)nknl, D ≡
2V 2 + 2V0V

∂Φ
∂r

+ V 2
(

∂Φ
∂r

)2

1− V 2
,

γ̃kl = −gkl = δkl + Tnknl, nk = nk, V 0 = V0,

γ̃klγ̃ln = δk
n, T = −

2V 2 + 2V0V
∂Φ
∂r

+ V 2
(

∂Φ
∂r

)2

(
V 0 + V ∂Φ

∂r

)2 . (21.20)

Уравнения Эйнштейна для случая постоянного гравитационного поля в пустоте (счи-
таем, что пылевидная среда сильно разряжена и сама поля не создает) [7] сведутся к двум
независимым выражениям

∂

∂r

(
r2 ∂F

∂r√
1 + D

)
= 0, F ≡

√
h =

√
1− V 2,

147



D +
r

2

∂D

∂r

1

(1 + D)
=

r

F

∂F

∂r
, (21.21)

решение которых имеет вид

D =
rg/r

1− rg/r
, F =

√
g00 =

√
1− rg

r
, rg ≡ 2kM

c2
. (21.22)

Из соотношений (21.20) и (21.22) находим нулевую и радиальную компоненты поля 4–
скорости в пространстве Минковского в переменных Эйлера, а также функцию Φ.

V0 = V 0 =
(
1 +

rg

r

)1/2

, V 1 = V = −
√

rg

r
,

V0 + V
∂Φ

∂r
= V ε ∂Φ

∂xε
=

dΦ

ds
= 1. (21.23)

Таким образом, Φ/c = τ = s/c совпала с собственным временем частиц базиса в простран-
стве Минковского и Римана.

Из (21.23), (21.7) и (21.14) следует (1 + αAµV
µ) = P−1 = 1, что приводит к равенству

контравариантных компонент 4–скоростей Uµ = V µ базисных частиц в плоском и искрив-
ленном пространстве–времени. Ковариантные компоненты Uµ и Vµ связаны соотношением
(21.14).

Интегрируя уравнение (21.23) для Φ с учетом (21.19), находим

Φ = cτ = s = x0 +
2

3
rg

{
r

rg

+ 1
}3/2

− 2

3

r3/2

rg
1/2

. (21.24)

Используя (21.20), (21.23), (21.24), получаем выражение для элемента интервала "ориги-
нала"в сферических координатах Эйлера и времени T пространства Минковского ("моде-
ли"), найденную ранее автором из других соображений [59].

ds̃2 = c2dT 2
(
1− rg

r

)
− dr2

{
2
[

r

rg

(
r

rg

+ 1
)]1/2

− 2
r

rg

+
rg

r

}

+2cdTdr
[(

1 +
r

rg

)1/2

−
(

r

rg

)1/2

− rg

r

(
1 +

r

rg

)1/2]

−r2(sin2 Θdϕ2 + dΘ2). (21.25)

Зная поле 4–скорости в переменных Эйлера, найдем закон движения сплошной среды
в переменных Лагранжа (21.1), выбрав в качестве временного параметра ξ0 собственное
время τ = Φ/c = s/c. Из (23) имеем dr/ds = V = −(rg/r)

1/2. Интегрируя, получаем
R− s = 2/3(r3/2/rg

1/2), где R — постоянная интегрирования.

С учетом (21.24) в результате находим

r =
[
3

2
(R− cτ)

]2/3

rg
1/3,

x0 = cT = R− 2

3
rg

{[
3

2rg

(R− cτ)
]2/3

+ 1
}3/2

, (21.26)
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что определяет искомый закон движения в переменных Лагранжа, подстановка которого
в выражение (21.25) приводит к элементу интервала Леметра [7].

Формулы (21.23), (21.26) определяют кинематику пылевидной среды, движущейся с
ускорением по радиусу к центру в пространстве Минковского в поле тяготения централь-
ного тела. Для поля трехмерной скорости v, 4–ускорения g, трехмерного ускорения a и
трехмерной силы N имеем:

dr

dT
= v = −c

(
1 +

r

rg

)−1/2

,
1

c2

d2r

dτ 2
= g = − rg

2r2
,

a =
d2r

dT 2
= −c2rg

2r2

(
1 +

rg

r

)−2

,

N =
d

dT

(
mv

(1− v2

c2
)1/2

)
= − mrgc

2

2r2(1 + rg/r)1/2
. (21.27)

Движение базиса Леметра в пространстве Минковского описывается непрерывными в
области 0 < r < ∞ функциями, не имеющими особенностей на гравитационном радиусе.
Трехмерная скорость v и трехмерное ускорение a ограничены в начале координат, v(0) =
−c, a(0) = −c2/(2rg). Величина трехмерной силы N (21.27), действующей на пробную
массу со стороны центрального тела, меньше, чем в ньютоновской теории гравитации

N = − kmM

r2

(
1 + 2kM

c2r

)1/2
. (21.28)

Бросается в глаза то обстоятельство, что пространственные компоненты 4–скорости cV 1

(21.23) и 4–ускорения gc2 (21.27) в точности совпадают с обычной скоростью и ускорением
в нерелятивистской ньютоновской механике, когда рассматривается радиальное падение
пыли, имеющей на бесконечности нулевую скорость, на силовой центр.

Из формул (21.23) и (21.27) находим время падения частиц базиса с расстояния r1 > r
до r ≥ 0 по часам падающей частицы τ и по часам пространства Минковского T [59].

δτ =
2

3

[
r1

c

(
r1

rg

)1/2

− r

c

(
r

rg

)1/2]
, (21.29)

δT =
2

3

[(
1 +

r1

rg

)3/2

−
(
1 +

r

rg

)3/2]rg

c
. (21.30)

Соотношение (21.29) совпадает с результатом ньютоновской теории и аналогичной фор-
мулой, полученной из ОТО в работе [60].

Из формул (21.29), (21.30) следует, что время падения частиц конечно для любого r
из области 0 ≤ r ≤ r1, как по часам падающей частицы, так и по часам пространства
Минковского.

Обычно в ОТО в качестве времени внешнего наблюдателя вводится временная коор-
дината t, входящая в решение Шварцшильда. Связь между координатой t и временем T
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пространства Минковского определяется формулой [59]

T = t− 1

c

∫ [(
1 +

r

rg

)1/2(
1− rg

r

)
−

(
r

rg

)1/2](
1− rg

r

)−1

dr

= t− rg

c

[
2

3

(
1 +

r

rg

)3/2

− 2
(

r

rg

)1/2(
1 +

1

3

r

rg

)

− ln

∣∣∣∣∣
1− (r/rg)

1/2

1 + (r/rg)1/2

∣∣∣∣∣

]
, (21.31)

подстановка которой в интервал (21.25) дает интервал Шварцшильда.

Поле скоростей базиса Леметра dr/dt в метрике Шварцшильда связано с полем скоро-
стей dr/dT = v (21.27) в пространстве Минковского соотношением

dr

dt
=

dr

dT

dT

dt
=

dr

dT

(
∂T

∂t
+

∂T

∂r

dr

dt

)
. (21.32)

Откуда, используя (21.31), находим

dr

dt
=

dr
dT

∂T
∂t

1− dr
dT

∂T
∂r

= −c
(
1− rg

r

)(
rg

r

)1/2

, (21.33)

что совпадает с "координатной"параболической скоростью свободного падения в поле
Шварцшильда, полученной из уравнений для геодезических [60]. Если "координатная"скорость
в поле Шварцшильда стремится к нулю при приближении к гравитационному радиусу, то
скорости частиц в пространстве Минковского в силовом поле (21.28) всегда меньше ско-
рости света в вакууме, стремятся к последней при r → 0, а на гравитационном радиусе
|v| = c/

√
2.

Из (21.33) следует, что если внешний наблюдатель использует в качестве времени уда-
ленного наблюдателя временную координату Шварцшильда, то приближение к гравита-
ционному радиусу требует бесконечного значения t [7], [60]. Последнее становится ясным
из вида формулы (21.31), когда при r → rg, t →∞ при любом конечном T .

С нашей точки зрения за время удаленного наблюдателя следует принять T , которое
по построению отображения является временем в пространстве Минковского, а интервал
(21.25) записан в "преимущественной"системе координат, в которой радиальная r, угловые
Θ, ϕ и временная T координаты имеют явный метрический смысл и определяют интервал
в пространстве Минковского в форме

ds2 = c2dT 2 − dr2 − r2(sin2 Θdϕ2 + dΘ2). (21.34)

Элемент интервала (21.25) при rg/r ¿ 1 переходит в интервал плоского пространства–
времени (21.34). Естественно, помимо интервала (21.25) можно рассматривать любые дру-
гие системы координат, но с нашей точки зрения координаты, входящие в (21.25), совпада-
ют с галилеевыми координатами в СТО и поэтому они выделяются из всех других систем
координат своей наглядностью.

Как известно, при движении частицы в постоянном поле сохраняется ее энергия W0,
которая является временной компонентой ковариантного 4–вектора импульса [7].
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Из (21.14), (21.24) имеем для частиц базиса

W0 = m0c
2U0 = m0c

2 = m0c
2(V0 + αA0). (21.35)

Откуда находим, используя (21.23), (21.24), (21.35), (21.19)

αA0 = 1−
(
1 +

rg

r

)1/2

,

αAk =
∂Φ

∂xk
− Vk =

[(
1 +

r

rg

)1/2

−
(

r

rg

)1/2

−
(

rg

r

)1/2]
nk. (21.36)

Из (21.36) следует, что αAµV
µ = 0, что согласуется с (21.23).

Таким образом, решение уравнений Эйнштейна определило метрику gµν (21.25) в ко-
ординатах пространства Минковского, поле скоростей Vµ и потенциалов Aµ. Из (21.36)
найдем тензор постоянного гравитационного поля Fµν в пространстве Минковского

Fµν =
(

∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν

)
, Fkl = 0,

F0k = −∂A0

∂xk
= − rgnk

2αr2
√

1 + (rg/r)
. (21.37)

Если проводить аналогию с электродинамикой, то можно усмотреть, что тензор Fµν для
случая сферической симметрии не содержит аналога "магнитного"поля ~H. Напряжен-
ность гравитационного поля Ek с учетом (21.28) имеет вид

Ek = F0k =
N

m0

nk = − kMnk

r2

(
1 + 2kM

c2r

)1/2
. (21.38)

Введем вектор "индукции"Dk = εEk

ε ≡ −
(
1 +

2kM

c2r

)1/2 1

k
, Dk =

M

r2
nk. (21.39)

Таким образом, для случая сферически–симметричного гравистатического поля вне
создающей его массы справедливы выражения

~∇× ~E = 0, ~∇ · ~D = 0, ~H = 0. (21.40)

Откуда плотность энергии гравистатического поля ρ по аналогии с электростатикой вы-
числяется по формуле

ρ =
ED

8π
= − kM2

8πr4

(
1 + 2kM

c2r

)1/2
. (21.41)

Плотность энергии не имеет особенности на гравитационном радиусе, в отличие от
аналогичного выражения, полученного в работе [40]. Энергия поля W вне шара радиуса
r0 дается соотношением

W =

∞∫

r0

ρ4πr2dr = −Mc2

2

[(
1 +

rg

r0

)1/2

− 1
]
, (21.42)
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которое переходит в ньютоновское выражение W = −(kM2)/(2r0) при rg/r ¿ 1.

Из рассмотренного круга вопросов можно сделать следующие выводы:

Центральному сферически–симметричному гравитационному полю в пустоте, опре-
деляемому из уравнений Эйнштейна, удалось сопоставить некоторое эквивалентное си-
ловое поле в пространстве Минковского. Если движение базиса Леметра в пространстве
Эйнштейна происходит по геодезическим линиям, то движение этого же базиса в про-
странстве Минковского по мировым линиям. Найдено выражение для напряженности
поля, в котором движется этот базис, и получено выражение для энергии поля. В рам-
ках ОТО найдена преимущественная система координат (21.25), координаты и время
которой совпадает с галилеевыми координатами и временем в пространстве Минков-
ского. Оказалось, что радиальная координата Шварцшильда r эквивалентна величине
радиуса–вектора в пространстве Минковского, а временная координата Шварцшильда t
не совпадает со временем пространства Минковского T . Только для расстояний rg/r ¿ 1
совпадение имеет место. Отсюда объясняется известный парадокс в ОТО, согласно ко-
торому "координатная"скорость частиц базиса Леметра стремится к нулю при при-
ближении к гравитационному радиусу, в то время как сила, действующая на частицы
при r → rg (с точки зрения ОТО) стремится к бесконечности.

Расчет известных эффектов ОТО по метрике (21.25), связанных с формой траекторий,
приводит к тому же результату, что и в поле Шварцшильда. Различие проявляется в
выражениях зависящих от времени и от производных по нему.

Для распространяющихся по радиусу лучей света из (21.25) при ds̃2 = 0 имеем:
(

dr

dT

)

1
= c1(r) = c

[
1−

(
r

rg

)1/2]

·
[(

1 +
r

rg

)1/2((
r

rg

)1/2

− 1
)
− r

rg

]−1

, (21.43)

(
dr

dT

)

2
= c2(r) = c

[
1 +

(
r

rg

)1/2]

·
[

r

rg

−
(
1 +

r

rg

)1/2((
r

rg

)1/2

+ 1
)]−1

, (21.44)

где (21.43) соответствует скорости расходящихся, а (21.44) — сходящихся лучей.

При r < rg выражения (21.43), (21.44) отрицательны, т.е. лучи распространяются лишь
в одном направлении — внутрь [7].

c1(rg) = 0.

Поэтому время распространения световых сигналов от r = rg до r0 > rg стремится к
бесконечности.

c1|r>rg
> 0; |c1| ≤ c знак равенства имеет место при r → 0; r →∞.

c2 < 0; |c2| ≥ c знак равенства справедлив при r → 0; r →∞.

|c2| имеет максимум в точке r = 3rg.

|c2(3rg)| = c(7 + 3
√

3)

11
.
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Для сходящихся лучей время распространения сигналов между любыми r1 и r2 из
области 0 ≤ r < ∞ конечно.

Если rg/r ¿ 1, то
c1 ≈ (1− 0.5(rg/r)

1/2 − rg/r)c,

c2 ≈ −(1 + 0.5(rg/r)
1/2 − rg/r)c.

Хотя в каждом из направлений распространения dr/dT отличается от c на величину,
содержащую поправку первого порядка, однако, полученные результаты не противоре-
чат "четвертому эффекту"Шапиро, так как во время запаздывания радиосигнала ∆T на
участке "туда"+ "обратно"совпадают с шварцшильдовским ∆t в опыте Шапиро.

На основании проведенного анализа может быть предсказан следующий эффект:

Cкорость света, испускаемого с Земли перпендикулярно поверхности, должна быть
меньше скорости света, падающего из бесконечности нормально ее поверхности, на 11.2
км/сек, что соответствует второй космической скорости.

III. Моделирование метрики Толмана

Рассмотрим как отображается на пространство Минковского известное решение Тол-
мана [7]. Используя закон движения сплошной среды (21.1), где ξ0 — некоторый временной
параметр, смысл которого будет определен позже, перейдем в лагранжеву сопутствующую
систему отсчета.

Для наблюдателей, движущихся вместе со средой, квадрат пространственного рассто-
яния есть:

−dl2 = (γµν − VµVν)
∂xµ

∂yk

∂xν

∂yl
dykdyl ≡ −γ̃kldykdyl, (21.45)

где (γµν − VµVν) = γ̃µν — проекционный оператор,

V µ = Θ
∂xµ

∂ξ0
. (21.46)

V µ — четырех–скорость, скаляр Θ определяется из условия нормировки γµνV
µV ν = 1.

Трехмерный тензор кривизны, вычислений по метрике (21.45), зависящий от тензора вих-
ря и тензора скоростей деформаций среды [4], в общем случае отличен от нуля.

Пусть в римановом пространстве движется пылевидная материя "без вращений". В
этом случае, как известно, [7] сопутствующая система отсчета будет синхронной, для ко-
торой квадрат интервала есть

ds2 = dξ02 − γ̆kldykdyl. (21.47)

В двух разных пространствах "модели"V4 и оригинале V̆4 мы выбрали общие коорди-
наты Эйлера xµ и Лагранжа yk, ξ0.

Наш подход к моделированию зависит от ответа на вопрос. Существуют ли такие γ̆kl из
(21.47), удовлетворяющие уравнениям Эйнштейна и определяемые из равенства (21.48)?

γ̆kl = γ̃kl = −(γµν − VµVν)
∂xµ

∂yk

∂xν

∂yl
. (21.48)
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Иными словами, мы требуем равенства пространственного расстояния в "модели"и в "ори-
гинале"[59], что следует из (21.18).

Рассматривая радиальное движение пыли в сферических координатах "модели имеем
для интервала (21.45)

dl2 =
(
V 1∂x0

∂R
− V 0 ∂r

∂R

)2

dR2 + r2(R, ξ0)(sin2 Θdϕ2 + dΘ2), (21.49)

где r — радиальная координата Эйлера, R — радиальная координата Лагранжа. Угловые
Θ и ϕ переменные Эйлера и Лагранжа совпадают.

В "оригинале"решением уравнений центрально–симметричного поля в сопутствующей
системе отсчета для пылевидной материи будет известное решение Толмана [7].

Из условий (21.48) находим уравнение для моделирования метрики Толмана

∂r

∂ξ0

∂x0

∂R
+

∂r

∂R

{[
(

∂x0

∂ξ0

)2

−
(

∂r
∂ξ0

)2

1 + f(R)

]1/2

− ∂x0

∂ξ0

}
= 0. (21.50)

В уравнении (21.50) неизвестной считается функция x0(R, ξ0). r(R, ξ0) определяется реше-
нием Толмана, f(R) — произвольная функция в этом решении.

Рассмотрим некоторые частные решения уравнения (21.50).

а) Если в качестве параметра ξ0/c выберем собственное время τ = s/c в законе движе-
ния (21.1), то (

∂x0

∂s

)2

−
(

∂r

∂s

)2

= 1, (21.51)

Для того, чтобы уравнения (21.50) и (21.51) были совместны, необходимо выполнение
условий интегрируемости

∂2x0

∂R∂s
=

∂2x0

∂s∂R
,

что при использовании решения Толмана
(

∂r

∂s

)2

= f(R) +
F (R)

r
, (21.52)

приводит к соотношению
df

dR
+

1

r

dF

dR
= 0. (21.53)

Решение уравнения (21.53) есть f = c1 = const, F = c2 = const. В частности, этим
условием удовлетворяет метрика Леметра [7], для которой f = 0, F = rg.

Интегрирование уравнения (21.50) приводит к закону движения частиц базиса Леметра
в "модели"V4 [59], найденному выше (21.26).

б) Полагая в уравнении (21.50) ∂x0/∂R = 0, имеем

x0 = Ψ(ξ0),
(

∂r

∂ξ0

)2

= −f
(

∂Ψ

∂ξ0

)2

, r = |f |1/2Ψ. (21.54)
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Из (21.54) следует, что f < 0. В частности, если f = − sin2 R, Ψ = a(ξ0). Из формул (21.46),
(21.47–21.49), находим

Θ =
1√

1 + f

(
∂x0

∂ξ0

)−1

, (V 0)2 = cos−2 R,
(

∂r

∂R

)2

= a2 cos2 R,

ds̃2 = (dξ0)2 − a2(ξ0){dR2 + sin2 R(dθ2 + sin2 θdϕ2)}. (21.55)

Элемент интервала (21.55) соответствует метрике закрытой изотропной модели [7].

Важно отметить, что a(ξ0) = cT , где T — время в пространстве Минковского.

Поэтому в пространстве "модели"решение уравнения Эйнштейна в "оригинале"ограничено
временем

Tmax =
2a0

c
=

4kM

3πc2

1

c
, (21.56)

где M — масса замкнутой модели, k — гравитационная постоянная.

Поле скоростей частиц базиса в "модели"в переменных Эйлера и Лагранжа получаем
из (21.54)

c
∂r

∂x0
= v =

r

T
= c sin R ≤ c, (21.57)

dv

dT
= 0. (21.58)

Любопытно заметить, что в рассмотренном случае "гравитационная сила"в галилеевом
пространстве "модели"равна нулю и скорость "разбегания"при фиксированном времени
T пропорциональна r (закон Хеббла). Аналогичный результат из других соображений
получен в работе В. Фока [3].

Связь между временем "модели"и временем "оригинала"выражается соотношением

T =
1

c
a(t) =

a0

c
(1− cos η), (21.59)

где, следуя [7], мы ввели cdt = adη. Обозначая

1

T
= h1,

1

a

da

dt
= h,

имеем
h1 = h tan

η

2
= h

(
µ

µcr

− 1
)1/2

. (21.60)

Из формулы (21.60) следует, что "возраст"однородной замкнутой модели Вселенной при
плотности µ ∼ µcr по часам пространства Минковского 1/h1 и пространства "оригинала"1/h
могут заметно отличиться друг от друга.

в) Если в законе движения (21.1) в качестве временного параметра выбрать параметр,
нумерующий ортогональные мировым линиям гиперповерхности [4], то

Vµ
∂xµ

∂yk
= 0, (21.61)
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откуда следует, что в случае сферической симметрии

∂x0

∂R
=

V 1

V 0

∂r

∂R
. (21.62)

Из формулы (21.50) находим

V 0 =
√

1 + f, V 1 =
√

f, f > 0. (21.63)

Интегрирование (21.63) дает

r(R, t) =

√
f

1 + f
x0 + B(R) = vT + B(R), (21.64)

где B(R) - произвольная функция.

Как показано в [4], векторы первой кривизны gk мировых линий частиц среды в лагран-
жевой сопутствующей неинерциальной системе отсчета (НСО) связаны с нормирующим
множителем Θ в (21.46) соотношением

gk = γkn ∂ ln Θ

∂yn
. (21.65)

В рассматриваемом случае gk = 0. Поэтому

Θ = Θ(ξ0). (21.66)

Учитывая это, находим из (21.63) и (21.64) при B = 0, что

x0(ξ0, R) = a(ξ0)
√

1 + f

r(ξ0, R) = a(ξ0)
√

f,
1

Θ
=

∂a

∂ξ0
. (21.67)

В частности, если f = sinh2 R, то получим для элемента интервала

ds̃2 = (dξ0)2 − a2(ξ0){dR2 + sinh2 R(dθ2 + sin2 θdϕ2)}, (21.68)

что совпадает с метрикой открытой изотропной модели [7].

Предлагаемый метод моделирования позволяет в рамках ОТО выяснить метрический
смысл координат и времени, выражая их через координаты и время пространства Мин-
ковского. Так как

V 1 =
dr

ds
=

dr

cdτ
то

a(ξ0) = cτ =
cT

cosh R
. (21.69)

Таким образом, a(ξ0)/c совпадает с собственным временем τ частиц базиса в "модели".
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Введем "постоянную"Хаббла в "модели"h1 = 1/T и сравним ее со значением

h =
1

a

da

dt
, t =

ξ0

c
.

Сравнение дает

h1 = h

√√√√ 1− µ
µcr

1 + h2r2

c2
(1− µ

µcr
)
. (21.70)

При плотности µ близкой к критической плотности µcr Вселенная по часам "моде-
ли"имеет значительно больший возраст, чем по часам "оригинала".

Как известно, понятие расстояния в космологии не имеет однозначного смысла и не
имеется ни одного расстояния, которое можно было бы назвать "правильным"[49]. Пред-
лагаемый в работе метод позволяет считать "правильными"евклидовы расстояния r =
a(ξ0) sin R и r = a(ξ0) sinh R для открытой и закрытой моделей соответственно.

Используя известные формулы [7]

a(η) = a0(1− cos η), a0 =
2kM

3πc2

µa3 =
M

2π2
, ξ0 = ct = a0(η − sin η)

для закрытой модели и формулы

a(η) = a0(cosh η − 1), µa3 =
3c2a0

4πk
, ξ0 = ct = a0(sinh η − η)

для открытой можно показать, что из законов движения (21.54) r(R, t) = a(t) sin R и
r(R, t) = a(t) sinh r следует равенство

∂2r

∂t2
= −4πkµr

3
. (21.71)

Равенство (21.71) совпадает с законом Ньютона. Отметим, что в (21.71) дифференциро-
вание производится по собственному времени t "оригинала". Дифференцирование законов
движения по времени "модели"дает нулевое ускорение в пространстве Минковского. Та-
ким образом, в рассмотренных космологических моделях действие гравитационного поля
проявляется в деформациях времени. Последнее утверждение выглядит более четким, ес-
ли интервал (21.68) с учетом (21.69) и параметрических формул для открытой модели
представить в виде

ds̃2 =
2dτ 2

1 + 2a0

cτ

− c2τ 2{dR2 + sinh2 R(dθ2 + sin2 θdϕ2)}. (21.72)

При отсутствии гравитации a0 = 0 и элемент интервала (72) совпадает с интервалом
в модели Милна [60], реализуемую частицами, вылетающими из одной точки по всем на-
правлениям со всевозможными скоростями, т.е. образующих сферически симметричную
квази-ИСО [1] или обобщенную ИСО [61].
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Таким образом, применение метода моделирования в космологии показало, что связь
между ОТО, СТО и законом всемирного тяготения Ньютона оказалась более тесной, чем
обычно предполагается. Если вычислять возраст Вселенной по часам пространства Мин-
ковского, то из формул (21.60) и (21.70) следует, что при плотностях близких к критиче-
ской Вселенная значительно "старше"своего "оригинального"возраста.
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Глава 5

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ
ПОЛЕЙ С ПРОВОДЯЩИМИ ТЕЛАМИ

В этой главе получена:

1. Система интегро-дифференциальных уравнений для плотностей зарядов и токов для
заряженных металлических тел, находящихся во внешнем неоднородном и нестационар-
ном электромагнитном поле для классического случая (СО 1-го класса).

2. Система интегральных уравнений для связанных зарядов с учетом постулата экви-
валентных ситуаций и уравнений структуры для стационарного случая.

22. Общая постановка задачи взаимодействия
электромагнитного поля с проводящими телами

Рассмотрим систему N проводящих тел произвольной формы, находящихся в вакуу-
ме. Считаем, что эти тела находятся в некотором заданном внешнем нестационарном и
неоднородном электромагнитном поле, а также сами содержат источники поля: заряды
и токи. Известно, что уравнения Максвелла описывают эволюцию системы, состоящую
из полей и зарядов. Однако во многих практических задачах плотности зарядов и токов
неизвестны.

Цель настоящего раздела - вывод замкнутой системы интегро-дифференциальных урав-
нений для зарядов и токов, решение которых позволит в принципе находить электромаг-
нитные поля вне системы тел.

Для решения задачи воспользуемся уравнениями Максвелла, записанными в стандарт-
ной четырехмерной форме

∇νF
µν = −4π

c
jµ. (22.1)

eµνεσ∇νFεσ = 0. (22.2)

Здесь eµνεσ - совершенно антисимметричный единичный 4-тензор, F µν - тензор поля, jµ

четырехмерный вектор тока.

Fµν = 2∇[µAν] = 2∂[µAν]. (22.3)

Aµ - 4-потенциал, удовлетворяющий условию Лоренца

∇νA
ν = 0. (22.4)

Очевидно, что представление тензора поля в виде (22.3), обращает в тождество уравнение
(22.2), а уравнение (22.1) сводится к виду.

2Aµ = −4π

c
jµ, 2 = ∆− 1

c2

∂2

∂t2
. (22.5)
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Из ассимметрии тензора поля Fµν следует тождественное выполнение уравнения нераз-
рывности

∇µj
µ = 0. (22.6)

Решение системы (22.5) выражается через запаздывающие потенциалы известным спо-
собом [7]

Aµ =
1

c

∫ jµ(~r′, t−R/c)

R
dV ′, ~R = ~r − ~r′, dV ′ = dx′dy′dz′, (22.7)

где
~r → (x, y, z) = (x1, y1, z1), ~r′ → (x′1, x′2, x′3).

R есть расстояние от элемента объема dV ′ до точки наблюдения.

Три пространственные компоненты 4-вектора Aµ образуют трехмерный вектор A или
векторный потенциал поля, временная компонента A0 = φ есть скалярный потенциал, т.е.

Aµ → (φ, ~A). (22.8)

Четырехмерный вектор тока связан с трехмерной плотностью тока ~j и плотностью заряда
ρ соотношением

jµ → (cρ,~j). (22.9)

Используя формулы (22.7) и (22.3) вычислим тензор поля Fεν в произвольной точке вне
проводников.

Fεν =
2

c

∫ 1

R

{
1

c

∂j[ν

∂τ
δ0
ε] −

1

cR

∂j[ν

∂τ
δε]kR

k − 1

R2
j[νδε]kR

k
}

dV ′,

Rk = xk − x′k, τ = t− R

c
, (22.10)

что дает в компонентах

F0k =
1

c

∫ {
∂ρ

∂τ

Rk

R2
− 1

cR

∂jk

∂τ
+ cρ

Rk

R3

}
dV ′,

Fpr =
2

c

∫ {
R[p

cR2

∂jr]

∂τ
+

R[pjr]

R3

}
dV ′, (22.11)

где по индексам, заключенным в квадратные скобки, производится альтернирование.

С другой стороны, тензор поля можно выразить через компоненты векторов напря-
женностей электрического ~E и магнитного ~H полей.

F0k = Ek = (Ex, Ey, Ez) = (E1, E2, E3), (22.12)

Hk = −1

2
eklmFlm = (Hx, Hy, Hz) = (H1, H2, H3), (22.13)

где eklm - совершенно антисимметричный единичный псевдотензор 3-го ранга.

Формулы (22.11)-(22.13) позволяют вычислить электромагнитное поле по плотностям
зарядов ρ и токов ~j на проводнике.
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Если имеется N проводников, то в силу линейности уравнений электродинамики пол-
ное поле есть результат суперпозиции всех полей. В этом случае полное поле Φεν дается
выражением

Φεν =
N∑

k=1

F (k)
εν + F ∗

εν , (22.14)

где, взятая в круглые скобки буква k означает номер проводящего тела, F ∗
εν – тензор

внешнего электромагнитного поля.

Как известно, внутри идеальных проводников поля ~E и ~H равны нулю, а на их по-
верхностях справедливы равенства [26]:

~g =
c

4π
~n× ~H, (a) σ =

1

4π
~n · ~E, (b),

~n× ~E = 0, (c) ~n · ~H = 0, (d). (22.15)

В формуле (22.15) ~n - единичный вектор нормали к поверхности проводника, ~g - поверх-
ностная плотность тока, σ - поверхностная плотность заряда.

Так как заряды и токи на идеальных проводниках располагаются на поверхности, то
в соотношениях (22.10) и (22.11) можно сделать формальную замену:

jk dV ′ = gk dS ′, ρ dV ′ = σ dS ′, (22.15)

где dS ′ - элемент поверхности проводника.

В согласии с (22.14) полное электрическое поле в системе в произвольной точке вне
проводников

Φ0i = Ẽi =
N∑

k=1

Ei(k) + E∗i, (22.17)

где Ẽi - суммарное электрическое поле, E∗i - внешнее электрическое поле.

Выбрав на поверхности проводника с номером s произвольную точку и учитывая, что
поле в окрестности этой точки, создаваемое всеми остальными зарядами, кроме заряда в
этой точке, равно половине от поля на поверхности, используя условие (22.15) (b), полу-
чаем

2πσ(s) = ~E∗ · ~n(s) +
1

c

N∑

k=1

∫ [
∂σ(k)

∂τ (k)

~R(k) · ~n(s)

R(k)2

−
(
~n(s) · ∂~g(k)

∂τ (k)

)
1

cR(k)
+ cσ(k)

~R(k) · ~n(s)

R(k)3

]
dS ′(k) (22.18)

В формуле (22.18) s принимает значения от 1 до N , ~R(k) соединяет элемент поверхности
dS ′(k) проводника с номером k c с точкой на поверхности проводника с номером s, ~n(s) –
единичный вектор нормали к поверхности номера s.

В случае электростатики
∂σ

∂τ
= 0,

∂~g

∂τ
= 0

и система уравнений (22.18) переходит в систему интегральных уравнений, полученных
Гринбергом [89].
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Полное магнитное поле H̃ вне проводников из выражений (22.13), (22.14) имеет вид

H̃ t = −1

2
etlmΦlm. (22.19)

Векторное произведение ~n(s) × ~̃H в компонентах на оси имеет вид

eprtn(s)rH̃ t = −1

2
eprtetlmn(s)rΦlm

= −1

2
(δplδrm − δpmδrl)n(s)rΦlm = n(s)rΦrp. (22.20)

Из соотношений (22.11), (22.14), (22.15), (22.16), (22.20) получаем

2π

c
g(s)p = F ∗

rpn
(s)r +

N∑

k=1

F (k)
rp n(s)r

= E∗
rpn

(s)r − 2

c

N∑

k=1

∫ {
R(k)[p

cR(k)2

∂g(k)r]

∂τ (k)
n(s)r +

R(k)[pg(k)r]

R(k)3
n(s)r

}
dS ′(k). (22.21)

Соотношение (22.21) можно переписать в векторной форме

2π

c
~g(s) = ~n(s) × ~H∗ − 1

c

N∑

k=1

∫ { ~R(k)

cR(k)2

(
∂~g(k)

∂τ (k)
· ~n(s)

)

−

(
~R(k) · ~n(s)

)

cR(k)2

∂~g(k)

∂τ (k)
+

~R(k)

R(k)3

(
~g(k) · ~n(s)

)
− ~g(k)

R(k)3

(
~R(k) · ~n(s)

)}
dS ′(k), (22.22)

где ~H∗ - напряженность внешнего поля.

Система 4N интегро-дифференциальных уравнений связывает 4N неизвестных функ-
ций: N величин σ и 3N компонент векторов ~g.

Ввиду того, что пространственные компоненты тензоров подымались и опускались с
помощью δkl, то мы не делали различия между ковариантными и контравариантными
компонентами тензоров, хотя и использовалась стандартная сигнатура (+−−−).

Величины ~g(s) и σ(s) связаны уравнениями неразрывности (22.6), которые при переходе
к поверхностям сведутся к виду:

∂σ(s)

∂t
+

1√
γ(s)

∂

∂uk(s)

(√
γ(s)gk(s)

)
= 0, (k = 1, 2)

γ(s) = det ‖ γ
(s)
ik ‖, dl(s)2 = γ

(s)
ik du(s)idu(s)k. (22.22)

γ
(s)
ik - метрический тензор поверхности с номером s, а uk(s) - криволинейные координаты

на поверхностях.

Развитый здесь аппарат применим не только для идеальных проводников, но и для
реальных проводников при сильном скин-эффекте. Однако ряд существенных факторов,
связанных с тепловыми потерями, при таком рассмотрении выпадают. Предложенный
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метод можно, например, использовать при аналитических вычислениях или расчетах на
ЭВМ в задачах взаимодействия электромагнитных полей с поводящими телами.

Важно отметить, что предложенная система (22.18), (22.22) является замкнутой.

Граничные условия (22.15)(а) и (22.15)(b), которые использовались для ее получения,
непосредственно вытекают из решаемых уравнений поля (22.1). В работе [90] для случая
одного проводника было получено уравнение, совпадающее с (22.22) при N = 1. Однако в
качестве второго граничного условия в [90] было выбрано вместо условия (22.15)(b) усло-
вие (22.15)(с). Поэтому, полученная в [90] система, содержит 6 уравнений для четырех
неизвестных функций. Хотя система и переопределена, но не противоречит граничным
условиям (22.15). Для случая идеальных проводников имеет место своеобразное вырож-
дение, когда из факта обращения в нуль внутри проводника электромагнитного поля вы-
текает, что 4 неизвестные функции должны удовлетворять 8-ми уравнениям (22.15).

Для численных расчетов требуется иметь лишь 4 независимых уравнения, которые и
найдены в настоящей работе. Остальные уравнения для рассмотренной модели являются
следствием найденных.

В качестве примера получим интегральные уравнения для расчета токов в тонких
проводах.

Пусть число проводов равно N и их форма в общем случае различна. Полное элек-
трическое поле вне проводов дается формулой (22.17). На поверхности каждого провода
полное поле ~̃E перпендикулярно поверхности провода. Поэтому для провода с номером s
имеем

~̃E ·~l(s) = 0, (s = 1, 2, ...N),

где ~l(s) - единичный вектор на поверхности провода s, направленный вдоль соответствую-
щего провода.

Из соотношений (22.11) с учетом равенств

ρ dV ′ → K dl′, jk dV ′ → Jk dl′,

где K - линейная плотность заряда, J величина тока в проводе, а также формул (22.17) и
(22.25) получим

~E∗ ·~l(s) = −1

c

N∑

a=1

∫ [
∂K(a)

∂τ (a)

~R(a) ·~l(s)
R(a)2

−
(
~l(s) · ∂ ~J (a)

∂τ (a)

)
1

cR(a)
+ cK(a)

~R(a) ·~l(s)
R(a)3

]
dl′(a) (22.26)

Из уравнения неразрывности для одномерного случая следует

∂K(a)

∂τ (a)
= −∂J (a)

∂l′(a)
, K(a)(l′(a), τ (a)) = −

∫ τ (a)

−∞
∂J (a)(l′(a), t′)

∂l′(a)
dt′, (22.27)

что приводит к соотношениям

~E∗ ·~l(s) =
1

c

N∑

a=1

∫ [
∂J (a)

∂l′(a)

~R(a) ·~l(s)
R(a)2
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+
(
~l(s) · ∂ ~J (a)

∂τ (a)

)
1

cR(a)
+ c

~R(a) ·~l(s)
R(a)3

∫ τ (a)

−∞
∂J (a)(l′(a), t′)

∂l′(a)
dt′

]
dl′(a) (22.28)

Формула (22.28) при N = 1 (после перехода в систему СИ) в точности совпадает с выра-
жением, полученным ранее в [78] и [90].

Мы не будем останавливаться на конкретных задачах взаимодействия электромагнит-
ных полей с полеобразующими системами и с измерительными преобразователями, т.к.
это не является темой данной книги, (для интересующихся приводим список статей на
данную тему, выполненных автором со своими коллегами [91-105]) а рассмотрим к каким
принципиально новым результатам может привести использование постулата экви-
валентных ситуаций к заряженным проводникам.

23. Интегральное уравнение для плотности
связанных зарядов

В предыдущем разделе при рассмотрении общей задачи взаимодействия мы считали урав-
нения Максвелла, заданными в пространстве Минковского. Однако, как показано ранее,
поля связанных и свободных зарядов отличаются друг от друга. Связанные заряды ис-
кривляют пространство-время, и уравнения Максвелла становятся нелинейными. Поэтому
процедура получения интегро- дифференциальных уравнений для плотностей зарядов и
токов, используемая в предыдущем разделе, не может считаться преемлемой.

Для получения интегрального уравнения для плотности σ связанных зарядов, распо-
ложенных на поверхности проводящего тела произвольной формы, (будем считать поверх-
ность достаточно гладкой, чтобы выполнялись условия дифференцируемости) разобъем
поверхность на элементарные площадки, потенциал от каждой из них в точке наблюдения
дается формулой, вытекающей из (19.1)

dA0 =
σ′dS ′

r′
exp

{
−a′0r

′(1− cos θ)

2c2

}
, (23.1)

где r′ - трехмерное ( евклидово ) расстояние от заряда dQ′ = σ′dS ′ до точки наблюдения, σ′
- текущее значение плотности заряда, зависящее от точек на поверхности, θ - угол между
радиусом - вектором ~r и ~i , ~i = ~a′0/| ~a′0 |. ~i для каждого элемента заряда dQ направлен
нормально поверхности внутрь тела. Величина "ускорения"a′0 для зарядов отрицательно
заряженного тела (электронов) вычисляется по формуле

a′0 =
eE ′

2m
=

2πσ′

m
, (23.2)

Введем в каждой точке поверхности интегрирования единичный ~n′, направленный по
внешней нормали к поверхности. Тогда соотношение (23.1) примет вид

dA0 =
σ′dS ′

r′
exp

{
−πeσ′(r′ + ~n′ · ~r′)

mc2

}
(23.3)

В электростатическом случае для любой стационарной метрики будет отличны от нуля
F0k компоненты тензора электромагнитного поля. Из (23.3), произведя интегрирование
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по поверхности и вычисляя тензор поля, имеем в точке наблюдения с координатами xk

выражение. 2

F0k = −∂A0

∂xk
=

∫ σ′

r′
exp

{
−πeσ′(r′ + ~n′ · ~r′)

mc2

}

[
xk − x′k

r′2
+

πσ′e
mc2

(
xk − x′k

r′
+ n′k

)]
dS ′. (23.4)

Выберем точку наблюдения xk на поверхности проводника и умножим скалярно получен-
ное выражение в точке наблюдения на единичный вектор нормали ~n, образуя скалярную
относительно пространственных преобразований величину Ψ.

Ψ =
∫ σ′

r′
exp

{
−πeσ′(r′ + ~n′ · ~r′)

mc2

}

[
~n · ~N ′

r′
+

πσ′e
mc2

(
~n · ~N ′ + ~n · ~n′

)]
dS ′. (23.5)

Здесь ~N ′ единичный вектор вдоль ~r′, направленный от элемента интегрирования к точке
наблюдения.

При стандартном рассмотрении для поля свободных зарядов величина Ψ связана с
поверхностной плотностью зарядов σ с помощью соотношения

Ψ = 2πσ.

Ясно, что в "нерелятивистском"приближении мы получим обычное классическое инте-
гральное уравнение Гринберга [89]. Учет поля связанных зарядов приводит к более слож-
ной зависимости между Ψ и σ.

Найдем ограничения на метрику пространства-времени вне заряженного проводящего
тела наподобие тому, как мы это делали для заряженного шара в разделе 19.

Будем считать, что тело заряжено отрицательно (для положительно заряженного тела,
как показано ранне, пространство-время остается практически плоским). Подвесим на
невесомых нитях в поле от этого тела пробные заряды (например, электроны). Так как
силы со стороны поля уравновесятся силами натяжения нитей, то перейдя в лагранжеву
сопутствующую систему отчета, связанную с электронами, можно убедиться, что метрика
в такой системе будет равна

dS2 = g00(dy0)2 − γkldykdyl. (23.6)

Очевидно, компоненты тензора в силу статичности поля не должны зависеть от временной
координаты y0, а зависят лишь от пространственных координат yk. Так как вращения
отсутствуют, то равны нулю g0k.

2Заметим, что хотя каждый элементарный заряд на поверхности тела принадлежит искривленному
пространству-времени, однако пространственное сечение для каждого из зарядов является евклидовым,
т.к. метрика (2.18) имеет плоское сечение и при различных (локально постоянных) значений ускорения.
Поэтому при вычислении расстояний от элементов поверхности интегрирования каждого из зарядов до
произвольной, но фиксированной точки наблюдения метрический пространственный тензор - есть символ
Кронекера. По этой причине здесь мы не делаем различия между ковариантными и контравариантными
пространственными компонентами.
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Так как подвешенные электроны неподвижны, то требуется выполнения условий со-
путствия, которые для метрики (23.6) имеют вид

V k = Vk = 0, V 0 = (g00)
−1/2, V0 = (g00)

1/2, (23.7)

Из условий сопутствия следует, что вектор первой кривизны (4-ускорение) не равен нулю,
как при равновесии в пространстве Минковского, а вычисляется по известной формуле,
как и в случае силы, действующей на частицу в постоянном гравитационном поле [7].

F k = Γk
00(V

0)2 = − 1

2g00

gkm ∂g00

∂ym
. (23.8)

С другой стороны, эту величину можно найти и из силы, действующей на заряд со сто-
роны связи, удерживающей заряд в поле неподвижным. Эта сила численно равна силе со
стороны поля и противоположна ей по знаку.

F k = − 1

2g00

gkm ∂g00

∂ym
= − e

mc2
F k0V0 =

e

mc2
gkmF0mV 0. (23.9)

Электрическое поле от заряженного тела можно также определить из уравнений Макс-
велла в "заданном гравитационном поле"[7] 3, с неизвестным метрическим тензором для
метрики (23.6). Это уравнение вне заряженного тела (плотностью пробных "подвешен-
ных"электронов пренебрегаем) имеет вид [7].

∂

∂yk

(√
γDk

)
= 0, Dk = −√g00F

0k. (23.10)

Тензор поля (23.4) можно вычислить, если знать плотность зарядов σ на поверхности про-
водника. Так как форма проводника известна, то можно выбрать на поверхности провод-
ника двумерную ортогональную криволинейную координатную сетку с пространственны-
ми координатными векторами, направленными нормально поверхности тела. Четвертые
координатные временные векторы, в согласии с (23.7), совместим с направлением 4 - ско-
ростей покоящихся на поверхности электронов. На базе данной координатной системы воз-
никает естественная система тетрад (17.10) с калибровкой Ламе. Так как напряженность
поля на поверхности проводника нормальна поверхности, то тензор поля на поверхности
проводника в выбранной системе координат имеет имеет единственную отличную от нуля
компоненту, например F01. Выразим эту компоненту через тетрадную компоненту F(0)(1)

F01 = e
(µ)
0 e

(ν)
1 F(µ)(ν) =

√
g00
√

γ11F(0)(1) (23.11)

Как и для рассмотренных ранее задач заряженной сферы и плоскости, отождествим
тетрадную компоненту поля F(0)(1) с плотностью зарядов на теле.

Правая часть в соотношении (23.5) совпадает в новой системе координат с F01 ком-
понентой тензора поля на поверхности проводника. Поле на поверхности проводника в

3Естественно, никакого истинного гравитационного поля мы здесь не рассматриваем, а просто пользу-
емся уравнениями Максвелла в римановом пространстве, не используя уравнений Эйнштейна.
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малой окрестности некоторой точки складывается из поля, создаваемого зарядами лежа-
щими внутри этой окрестности, и всеми остальными зарядами. Зная, что поле на поверх-
ности от зарядов вне окрестности равно половине от полного поля, получаем интегральное
уравнение для нахождения плотности связанных зарядов в виде

2πσ
√

g00
√

γ11 =
∫ σ′

r′
exp

{
−πeσ′(r′ + ~n′ · ~r′)

mc2

}

[
~n · ~N ′

r′
+

πσ′e
mc2

(
~n · ~N ′ + ~n · ~n′

)]
dS ′. (23.12)

При выводе (23.12) учли, что поле в окрестности рассматриваемой точки на поверхности,
созданное всеми остальными зарядами на теле вне окрестности, непрерывно на границе
проводника. Поле же зарядов, лежащих внутри окрестности, терпит разрыв на границе
проводника. Это поле, складываясь с полем остальных зарядов вне проводника, вбли-
зи его поверхности приводит к удвоению поля от остальных зарядов вне проводника и
обращению в нуль полного поля внутри проводника. Поэтому полное среднее поле на по-
верхности проводника, равное полусумме внешнего и внутреннего полей, приводит в левой
части равенства (23.12) к величине 2πσ вместо 4πσ.

Уравнения (23.10), (23.12) и (23.9) есть уравнения как для нахождения плотности заря-
дов и поля, так и для нахождения компонент метрического тензора. К этим уравнениям
необходимо добавить и уравнения структуры (1.7) при условии, что Σµν = Ωµν = 0 и
переписать их в лагранжевой сопутствующей СО.

Правда, вопрос о совместности всех уравнений для нахождения компонент метриче-
ского тензора остается открытым. Для случая заряженной плоскости и сферы уравнения
оказались совместными, однако для общего случая это пока не удалось доказать.
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Глава 6

ДВИЖЕНИЕ ЧАСТИЦ В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ
ПОЛЕ СВЯЗАННЫХ ЗАРЯДОВ

В этой главе рассмотрено движение заряженных частиц в полях связанных зарядов для
случаев плоской и сферической симметрии. Проведено сравнение с результатами, получа-
емыми при классическом рассмотрении в СТО и ОТО.

24. Общая постановка задачи движения
частиц в полях связанных зарядов

В предыдущей главе были получены уравнения для нахождения плотности зарядов на
проводнике произвольной формы, геометрии пространства-времени и электростатического
поля, создаваемого таким проводником. Ясно, что в простейших случаях, таких как заря-
женная плоскость, заряженный шар и цилиндр поверхностная плотность заряда постоян-
на. Для тел произвольной формы это не так. Как было показано, уравнение для плотности
зарядов содержит неизвестные компоненты метрического тензора пространства-времени
СО, зависящие от плотности связанных зарядов, от массы и величины пробных заря-
дов, задающих СО. Для нахождения геометрии пространства-времени СО мы закрепляли
пробные заряды неподвижными относительно заряженного тела. Поэтому силы со сторо-
ны поля уравновешивались силами реакции связей. Метрика СО определялась формулой
(23.6) и условия сопутствия (23.7). Компоненты метрического тензора в силу статичности
поля не зависели от временной координаты y0. Так как вращения отсутствуют, то равны
нулю g0k.

Очевидно, что условие равновесия частиц базиса СО эквивалентно равенству нулю
суммы сил со стороны поля и сил реакции связи. В плоском пространстве- времени это
приводит в согласии со вторым законом Ньютона и к равенству нулю ускорения. В ри-
мановом пространстве-времени равенство нулю суммы сил, действующих на каждую из
частиц базиса, не означает равенства нулю ускорения. Это следует из того факта, что g00

компонента метрического тензора не равна единице.

Вектор первой кривизны (4-ускорение) не равен нулю, как при равновесии в простран-
стве Минковского, а вычисляется по формуле (23.8). Эта сила численно равна силе со
стороны поля, противоположна ей по знаку и вычисляется по формуле (23.9). Таким
образом, в римановом пространстве-времени второй закон Ньютона оказался
несправедливым, так как равенство нулю сил, действующих на частицу, при-
вело к ненулевому ускорению.

С аналогичной ситуацией сталкиваемся и в ОТО. Например, для наблюдателя, покоя-
щегося на поверхности гравитирующей сферы, с точки зрения механики Ньютона сумма
сил равна нулю, что приводит и к нулевому ускорению. С точки зрения ОТО, тело покоя-
щееся на поверхности этой сферы, имеет отличный от нуля вектор первой кривизны, что,
например, следует из решения Шварцшильда и формулы (23.8). Ускорение направлено
вдоль "радиуса-вектора"от центра сферы.

168



Электрическое поле от заряженного тела можно найти из уравнений Максвелла, если
компоненты метрического тензора нам удалось найти из (23.10), (23.12) и (23.9).

К этим уравнениям необходимо добавить и уравнения структуры (1.7) при условии,
что Σµν = Ωµν = 0 и переписать их в лагранжевой сопутствующей СО. Более полно эта
процедура рассмотрена в предыдущем параграфе.

Предположим, что мы указанным способом нашли компоненты метрического тензора и
тензора электромагнитного поля, выбрав в качестве пробных закрепленных в поле зарядов
одинаковые заряженные частицы массы m0 и заряда q.

Вопрос заключается в том: "Как будут двигаться эти пробные частицы в электриче-
ском поле, создаваемом заряженным телом заряда Q, если связи, удерживающие заряд в
поле неподвижным, ликвидировать?"

На первый взгляд ответ кажется тривиальным. Казалось бы, что при описании движе-
ния пробного заряда в поле нужно исходить из обычных соотношений для пространства
Минковского с заменой обычных производных на ковариантные с найденной метрикой и
тензором поля, т.е.

m0c
DV µ

dS
=

q

c
F µ

νV
ν . (24.1)

Если для движения относительно НСО, такой подход применим и был подробно рас-
смотрен в параграфе 7 главы 1, то для движения пробных частиц в поле связанных заря-
дов, рассмотренные соотношения не имеют места. Действительно, раскрыв абсолютную
производную с использованием, например, метрики заряженной плоскости (17.9)

dS2 = exp
(
−2E0qy

1

m0c2

)
dy02 − y12 − dy22 − dy32

,

получим уравнение движения в виде

dV 1

dS
− 0q

m0c2

(
1 + V 12

)
=

qE0

m0c2

√
1 + V 12. (24.2)

Это уравнение описывает движение заряженной частицы относительно заряженной плос-
кости, движущейся с отрицательным ускорением a = −E0q/m. Заряд плоскости и пробный
заряд q одного знака. Из последнего уравнения следует, что в нерелятивистском прибли-
жении заряд движется относительно плоскости с удвоенным ускорением по отношению к
ускорению относительно покоящегося заряженного тела.

Итак, постулат эквивалентных ситуаций, сформулированный нами для расчета
электростатических полей, нельзя непосредственно использовать для расчета движения
заряженных частиц. Сила со стороны поля учитывается дважды: входит в связность и в
правую часть уравнения движения.

Так как при выводе метрики вне заряженного тела использовались формулы (23.8) и
(23.9), то ясно, что информация о поле заряженного тела содержится в связности (24.1).
Поэтому при описании движения пробной заряженной частицы относительно тела со свя-
занными зарядами будем использовать уравнение движения (24.1) с нулевой правой ча-
стью. Точно также поступают в ОТО при рассмотрении движения частицы вне грави-
тирующей массы. Таким образом, уравнение движения относительно заряженного тела
примет вид
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dV µ

dS
+ Γµ

ναV µV α = 0. (24.3)

Пробная заряженная частица, принадлежащая к конгруенции мировых линий частиц
базиса, будет при ликвидации реакции связи двигаться по геодезической линии. Символы
Кристоффеля определяются известным образом по найденной метрике.

Сила реакции связи сбивает частицу с геодезической, искривляя ее мировую линию, и
создавая отличный от нуля вектор первой кривизны (4-ускорение).

Следовательно, между рассмотрением движения заряженных частиц в электростати-
ческом поле пространства Минковского и движением в поле связанных зарядов в про-
странстве Римана имеется принципиальное различие.

В пространстве Минковского искривлена мировая линия движущейся в поле части-
цы, а в пространстве Римана искривлена мировая линия закрепленной в поле частицы.
Решение уравнений (24.3) приводит к геодезической конгруенции линий частиц базиса.
Переход в систему отсчета, образованную движущимися частицами, приводит очевидно к
синхронной метрике. Таким образом, движение пробных частиц в поле связанных зарядов
можно рассматривать как переход от НСО к квази-ИСО.

Преобразуя тензор электромагнитного поля из СО связанных зарядов в СО движу-
щихся зарядов, опишем движение закрепленных зарядов относительно подвижных. Ясно,
что векторы 4-ускорения для закрепленных зарядов отличны от нуля относительно лю-
бой СО, в том числе и синхронной. Поэтому движение связанных зарядов относительно
свободных не может быть геодезическим, а определяется обычной формулой

m0c
DṼ µ

dS̃
= −q

c
F̃ µ

νṼ
ν , (24.4)

в которой Ṽ µ - поле 4-скорости связанных зарядов относительно квази-ИСО, F̃ µ
ν - тензор

электромагнитного поля в квази-ИСО. Знак минус в (24.4) обусловлен тем, что связанные
заряды движутся вдоль удерживающих их нитей, силы натяжения которых направлены
в обратную сторону действующих полевых сил. Отметим, что пока мы рассматриваем
движение частицы в электростатическом поле и не включаем в рассмотрение магнитного
поля. В настоящее время СТО является "инженерной"наукой и подтверждается многочис-
ленными экспериментальными данными. Поэтому любой альтернативный подход должен
объяснять экспериментальные факты, которые следуют из СТО. Различие между подхо-
дами должно проявляться в экспериментах, которые либо не ставились, либо не обладали
достаточной точностью.

В связи с рассмотренным выше встает законный вопрос: "Какому же пространству-
времени Минковского или Римана принадлежит частица, движущаяся в электростатиче-
ском поле?"

Ответ на этот вопрос зависит от позиции наблюдателей. А именно, какие часы исполь-
зуют наблюдатели для регистрации движения частиц в поле.

Пусть помимо закрепленных в поле зарядов и свободных, имеются и нейтральные ча-
стицы, покоящиеся относительно заряженной плоскости. Из рассмотренного выше раздела
"Поля в связанных структурах"следует, что нейтральные частицы принадлежат простран-
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ству Минковского.

С нейтральными частицами свяжем часы, показывающие ход времени в пространстве
Минковского. При этом координатное время этих часов совпадает с собственным.

С закрепленными зарядами свяжем другие часы. Так как метрика для заряженных
частиц в электростатическом поле является статической

dS2 = g00(dy0)2 + gkldykdyl, (24.5)

то для собственного времени между любыми двумя событиями, для некоторой связанной
частицы имеет место формула

τ =
1

c

∫ √
g00 dy0 =

1

c

√
g00y

0. (24.6)

Отметим, что величина мирового времени y0/c не совпадает с мировым временем про-
странства Минковского. Помимо рассмотренных часов, имеются часы, связанные со сво-
бодными частицами, собственное время которых совпадает с мировым временем этих ча-
стиц.

Допустим, что два различных наблюдателя исследуют движение заряженной частицы
в электрическом поле. Один из наблюдателей придерживается традиционной точки зре-
ния СТО, а другой - представленного здесь альтернативного подхода. Консервативный на-
блюдатель использует часы пространства Минковского, а альтернативный – пространства
Римана. Поэтому каждая из свободных частиц для разных наблюдателей принадлежит
разным пространствам.

Таким образом, возникает задача моделирования (отображения) решений в простран-
стве Римана на решения в пространстве Минковского. С подобной задачей мы столкнулись
ранее в параграфе 21 при рассмотрении моделирования полей гравитации и параграфе 6
при рассмотрении эталонных координат в квази-ИСО.

При альтернативном подходе математический аппарат для рассмотрения заряда, дви-
жущегося в электростатическом поле, подобен аппарату в ОТО при рассмотрении движе-
ния частиц в статическом гравитационном поле. В отличие от ОТО метрика для поля от
связанных зарядов определяется не из уравнений Эйнштейна, а из процедуры, описанной
выше.

Поэтому поиск инвариантов соответствия является главной задачей. Так как наблюда-
тели рассматривают движение одних и тех же частиц, то ясно, что для обоих наблюдателей
факт пересечения мировой линии заряда с какой-либо из мировых линий базиса является
инвариантом соответствия. Однако мировые времена от начала движения частицы до ко-
ординат точки пересечения мировых линий для каждого из наблюдателей, вообще говоря,
различны, т.к. каждый из наблюдателей использует время разных пространств. Очевидно,
что и собственные времена движущейся частицы различны при разных подходах.

Итак, различие в подходах должно приводить к деформации времени.

Рассмотрим конкретные примеры.

25. Движение заряженных частиц
в однородном поле связанных зарядов
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Пусть над заряженной плоскостью подвешена на невесомых нитях одноименно заря-
женная пыль. Частицы пыли задают базис СО, метрика которого определяется формулой
(17.9). Пусть часть частиц освобождается от связей и начинает движение относительно
оставшихся связанных зарядов в согласии с соотношением (24.3), т.е. по геодезическим
линиям. Закрепленные на нитях частицы, в согласии со сказанным выше, будут иметь от-
личное от нуля ускорение. Интегрируя систему (24.3), найдем уравнения движения движу-
щихся частиц относительно связанных, воспользуясь раннее найденными нами решениями
(3.3)-(3.6) при рассмотрении перехода от НСО к квази-ИСО. Отличие между метриками
(2.18), используемой для описания НСО, и метрикой (17.9) проявляется лишь в разных
знаках для ускорения и его конкретизации. Система уравнений имеет решение

dy1

dS
= − tan(a0S/c2), y1 = x1 +

c2

a0

ln | cos(a0S/c2) |, a0 = −E0q

m0

, (25.1)

dy0

dS
=

exp(−a0x
1/c2)

cos2(a0S/c2)
, y0 =

c2

a0

tan(a0S/c2) exp(−a0x
1/c2). (25.2)

При выводе учли, что при S = 0, dy1/dS = 0, а эйлеровы координаты y1 каждой из
частиц базиса движущейся СО в начальный момент совпадают с лагранжевыми x1, кото-
рые при интегрировании системы выступали как постоянные интегрирования. Величина
S/c = x0/c = t выступает в качестве координатного времени движущейся СО. Подстанов-
ка (25.1) и (25.2) в (17.9) при условии, что y2 = x2, y3 = x3 дает для элемента интервала
движущейся СО

dS2 = c2dt2 − cos2(a0t/c)(dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2. (25.3)

Итак, найденная СО, совпадает с синхронной, в которой линии времени совпадают с гео-
дезическими линиями частиц.

Разрешив систему алгебраических уравнений (25.1), (25.2) относительно x1, x0, полу-
чим закон движения сплошной среды в переменных Лагранжа связанных зарядов отно-
сительно движущихся, что дает

x1 = y1 − c2

a0

ln | 1− a0
2y02

c4
exp(2a0y

1/c2) |,

x0 =
c2

a0

arcsin
(

a0y
0

c2
exp(a0y

1/c2)
)
. (25.4)

Подстановка (25.4) в (25.3) снова приводит к интервалу (17.9).

Закон движения (25.4) можно представить в другой форме, принятой в нерелятивист-
ской механике сплошных сред

x1 = y1 − c2

a0

ln | cos(a0t/c) |, t = t. (25.5)

Дифференцирование (25.5) по t дает скорость v1 каждой из лагранжевых частиц

v1 = c tan(a0t/c), v =
√

(−g11v1v1) = −c sin(a0t/c). (25.6)
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Величина этой скорости v не превосходит скорости света и достигает ее за конечный про-
межуток времени t1 = m0c/(2E0q). Отличные от нуля символы Кристоффеля по метрике
(25.3) имеют вид

Γ0
11 =

1

2c

∂

∂t
cos2(a0t/c), Γ1

01 =
1

2c

∂

∂t
ln cos2(a0t/c). (25.7)

4 - скорости частиц Ṽ µ могут быть вычислены с помощью закона движения (25.4) по
формуле

Ṽ µ = Θ
∂xµ

∂y0
, (25.8)

где скалярный множитель Θ определяется из условия нормировки 4-скорости. Поле 4 -
скорости в переменных Эйлера сведется к виду

Ṽ1 = − sin(a0t/c), Ṽ 0 = Ṽ0 =
1

cos(a0t/c)
, Θ = exp(−a0y

1/c2). (25.9)

C помощью формул (25.9) и метрики (25.3) можно убедиться, что тензор скоростей де-
формаций Σµν (1.3) и тензор угловой скорости вращения Ωµν (1.4) обращаются в нуль, а
величина 4 - ускорения gµνF

µF ν = −a2
0/c

4 (1.5) постоянна.

Из формул (25.3) и (25.6) следует, что выражение для элемента интервала можно пред-
ставить в форме

dS2 = c2dt2 − (1− v2/c2)(dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2. (25.10)

содержащей в явном виде лоренцево сокращение длины движущейся СО по отношению к
наблюдателю из СО связанных зарядов.

Уравнения Максвелла в движущейся СО имеют вид

∂Fµν

∂xε
+

∂Fεµ

∂xν
+

∂Fνε

∂xµ
= 0,

1√−g

∂

∂xν

(√−gF µν
)

= −4π

c
jµ. (25.11)

Можно показать, используя (25.3), что уравнения Максвелла в пустоте в движущейся
СО допускают решение

F01 = −F10 = E0 cos(a0x
0/c2), (25.12)

Непосредственной проверкой убеждаемся

√−g = cos(a0x
0/c2), F 01 = g00g11F01 = − E0

cos(a0x0/c2)
,

1√−g

∂(
√−gF 10)

∂x0
≡ 0, (25.13)

что и доказывает сделанное выше утверждение.

Решение уравнений Максвелла в СО связанных зарядов имеет вид

F01 = E1 = D1 exp
(
−E0qy

1

m0c2

)
= D1

√
g00, D1 = E0 = const, (25.14)
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в чем можно убедиться непосредственно из закона движения (25.4) и формул преобразо-
вания для тензора поля

Fαβ(yγ) =
∂xµ

∂yα

∂xν

∂yβ
Fµν .

Из последнего преобразования получим из (25.12) выражение (25.14).

Вычисляя "физические"тетрадные компоненты тензора поля с помощью тетрад с ка-
либровкой Ламе

eµ
(α) =

δµ
α√
|gαα|

, e(α)
µ = δα

µ

√
|gαα|,

по формуле
F(α)(β) = eµ

(α)e
ν
(β)F̃µν,

получим как для движущейся, так и для связанной СО отличные от нуля значения

F(0)(1) = E0 = const.

Рассмотренная ситуация аналогична той, при которой электрическое поле не меняется
и при преобразованиях Лоренца, когда скорость движущейся системы направлена вдоль
поля ~E.

Проверим общее соотношение (24.4) в частном случае движения связанных зарядов
относительно движущихся. Из (25.3), (25.7) и (25.9) находим

Ṽ µ∇µṼν = Fν = Ṽ µ
(

∂Ṽν

∂xµ
− Γε

µνṼε

)
, F0 =

a0

c2
tan(a0t/c),

F1 = −a0

c2
, Σµν = Ωµν = 0, gµνF

µF ν = −a0
2

c4
.

Из последнего соотношения и (25.12) следует, что уравнение (24.4) обращается в тож-
дество.

Итак, мы доказали, что свободные заряды относительно связанных движутся по гео-
дезическим, а связанные по отношению к свободным по мировым линиям в согласии с
уравнением движения (24.4). При этом поле в локальных тетрадах в обеих СО является
однородным и совпадает с полем в пространстве Минковского.

Таким образом, на движение заряженной пыли в однородном электрическом поле мож-
но смотреть с позиции двух наблюдателей:

1. Наблюдатель находится в жесткой ИСО пространства Минковского, в которой вы-
браны галилеевы координаты. В согласии с наиболее распространенной в настоящее время
трактовкой движение заряженной пыли для него происходит по закону (2.5), (2.6) и при
переходе к НСО приводит к метрике (2.7), (2.8). (Отметим, что в силу обозначений, ис-
пользуемых в этой главе, лагранжевы координаты определяем, как xk, а эйлеровы, как
yk, время пространства Минковского обозначаем через T , а собственное время частиц в
пространстве Минковского через τ .) Из сказанного имеем

y1(x1, T ) = x1 + (c2/a′0)[
√

1 + a′0
2T 2/c2 − 1],
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y2 = x2, y3 = x3, y0 = x0, a′0 = −a0 =
E0q

m0

(25.15)

или

y1(x1, τ) = x1 + c2/a′0[cosh(a′0τ/c)− 1],

y2 = x2, y3 = x3, T = (c/a′0) sinh(a′0τ/c), (25.16)

где в (25.15) в качестве временного параметра используется время в ИСО T , а в (25.16)
τ - собственное время. Для законов движения (25.15) и (25.16) имеем соответствующие
метрики

dS2 =
c2dT 2

1 + a′0
2T 2/c2

− 2
a′0TdTdx1

(1 + a′0
2T 2/c2)1/2

−(dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2, (25.17)

dS2 = c2(dτ)2 − 2 sinh(a′0τ/c)cdτdx1 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2, (25.18)

Если из метрик (25.17) , (25.18) согласно работе [7] построить трехмерный метриче-
ский тензор γkl = −gkl + g0kg0l/g00, то для квадратов "физического расстояния "получим
соответственно

dl2 = (1 + a′0
2
T 2/c2)(dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2, (25.19)

dl2 = cosh2(a′0τ/c)(dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2. (25.20)

Из последних формул следует, что найденная метрика не является жесткой.

2. Наблюдатель находится в пространстве-времени связанных зарядов Движение пыли
для него происходит по закону (24.3). Решение задачи приводит к соотношениям (25.1),
(25.2) и метрике (25.3).

Очевидно, что как для консервативных, так и для альтернативных наблюдателей по-
падание частицы с лагранжевыми координатами xk в точку с эйлеровыми координатами
yk является инвариантным фактором. Иными словами, для одних и тех же движущихся
частиц в пространстве Минковского и Римана выбрана общая пространственная коорди-
нация как эйлеровых, так и лагранжевых координат.

Однако моменты времени по часам пространства Минковского и по часам связанных и
свободных зарядов различны. Различны, очевидно, и величины интервалов между двумя
событиями с точки зрения разных пространств.

В пространстве Минковского при равноускоренном движении в согласии с (25.15) и
(25.16) гиперплоскость T = const задает и гиперплоскость τ = const, однако не совпадает
с гиперповерхностью ортогональной мировым линиям движущихся зарядов.

В пространстве Римана для этих же частиц в силу (25.1)-(25.3) гиперповерхность S/c =
t = const совпадает с гиперповерхностью ортогональной геодезическим линиям свободных
частиц. Собственное время для геодезической конгруенции совпадает с мировым временем
t.
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Сравнивая законы движения (25.1) с (25.15), получаем связь между временем про-
странства Минковского и пространства Римана для движущихся частиц

t =
cm0

E0q
arccos

[
exp

(
1−

√√√√1 +
E0q

2T 2

m2
0c

2

)]
. (25.21)

После чего интервал (25.3) можно переписать в эталонных координатах пространства
Минковского, введенных в разделе 6 главы 1.

dS2 = g00c
2dT 2 − g11(dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2,

g00 =
β2 exp

(
2(1− (1 + β2)1/2)

)

(1 + β2)
[
1− exp

(
2(1− (1 + β2)1/2)

)] ,

g11 = exp
(
2(1− (1 + β2)1/2)

)
, β =

E0qT

m0c
. (25.22)

Рассмотрим к каким следствиям могут привести два различных подхода.

При классическом рассмотрении связь между собственным временем τm и временем T
при гиперболическом движении в постоянном электрическом поле определяется формулой

T =
m0c

E0q
sinh

(
E0qτm

m0c

)
, τm =

m0c

E0q
arsinh

(
E0qT

m0c

)
. (25.23)

Из анализа соотношения (25.23) следует, что для наблюдателя пространства Минковско-
го бесконечно большому времени движения частицы в однородном поле соответствует и
бесконечное собственное время.

Анализ соотношения (25.21) и метрики (25.3) показывает, что по часам пространства
Римана бесконечному времени для плоского пространства соответствует конечный проме-
жуток времени, отсчитываемый в системе свободных зарядов, а именно

τ∞ =
cm0π

2E0q
. (25.24)

Собственное время СО связанных зарядов, которое определим как и в случае статических
гравитационных полей [7] по правилу

τ̃ =
1

c
(g00)

1/2y0 (25.25)

получается из соотношений (25.4), (25.5), (25.21).

τ̃ =
c

a′0

√[
1− exp

(
2(1− (1 + β2)1/2)

)]
=

c

a′0
sin(a′0t/c). (25.26)

Рассмотрим к каким отличиям могут привести два различных подхода при рассмотрении
времени жизни нестабильных элементарных частиц в разных СО. С точки зрения на-
блюдателя пространства Минковского связь между собственным временем частицы dτm и
лабораторным временем dT дается хорошо известным соотношением

dτm

dT
=
√

1− α2, α =
v

c
. (25.27)
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Если лабораторные часы находятся вне электрического поля, то связь между собственным
временем частицы t в пространстве Римана и лабораторным временем T определяется из
(25.21). Дифференцируя (25.1) по T и исключая ускорение в полученной после дифферен-
цирования формуле в согласии с соотношением

α =
β√

1 + β2
, (25.28)

получаем зависимость
dt

dT
=

α√
exp

(
2√

1−α2 − 2
)
− 1

. (25.29)

Из формул (25.29) и (25.27) получаем

D =
dt

dτm

=
α√

exp
(

2√
1−α2 − 2

)
− 1

1√
1− α2

. (25.30)

Приводим конкретные значения величины D в зависимости от α: α = 0 → D = 1,
α = 0.25 → D = 0.992, α = 0.5 → D = 0.960, α = 0.75 → D = 0.849, α = 0.95 → D = 0.338,
α = 0.99 → D = 0.016. Из анализа (25.30) следует, что промежуток собственного времени
частицы в пространстве Римана короче промежутка собственного времени в пространстве
Минковского. Это отношение уменьшается в зависимости от роста скорости частицы. Та-
ким образом, по отношению к лабораторной системе нестабильные частицы должны ока-
заться более долгоживущими, чем это принято считать, основываясь на СТО. Например,
при α = 0.75 время жизни в лабораторной системе должно быть на 15% больше, чем это
следует из СТО. Последнее утверждение справедливо только для заряженных частиц.
Для незаряженных частиц, в том числе и для фотонов, геометрия пространства-времени
– плоская. Поэтому для таких частиц справедлива динамика СТО.

После прочтения предыдущего текста возникает законный вопрос. "Почему движение
заряженной пыли в однородном электрическом поле не является жестким в смысле Борна,
ведь очевидно, что метрика (25.3) нестационарна и расстояние между двумя соседними
частицами вдоль оси движения уменьшается?"На первый взгляд кажется, что, основы-
ваясь на утверждении, согласно которому в однородном силовом поле любой природы
твердое тело должно двигаться как единое целое без деформаций (2.18), мы пришли к
противоречию, рассматривая геодезическое движение пыли в однородном поле связанных
зарядов. Причина разрешения противоречия лежит в различии позиций наблюдателей,
изучающих движение заряженной пыли в электрическом поле. Для разрешения парадок-
са рассмотрим следующий пример.

Пусть в однородном электрическом поле на невесомой нити (динамометре) подвешена
заряженная частица, к которой на нити (динамометре) закреплена нейтральная проб-
ная масса, значительно меньшая, чем масса заряженной частицы. Ясно, что при прене-
брежении гравитацией, нить, удерживающая заряженную частицу в поле, – натянута, а
нить, связывающая заряженную частицу с пробной, находятся в ненатянутом состоянии.
В согласии с рассмотренным выше, закрепленная в поле заряженная частица покоится
(т.е. "движется"равноускоренно) в римановом пространстве с метрикой (17.9). Нейтраль-
ная частица не подвержена действию полей и для нее пространство-время есть плоское
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пространство Минковского. Если нить, удерживающую заряд в поле, обрезать , то заря-
женная частица будет двигаться по геодезической линии, а нейтральная, привязанная к
заряженной, по мировой линии в римановом пространстве времени. Исходная метрика по
отношению к которой движутся нейтральные частицы есть метрика квази-ИСО (3.7), в
которой xk → yk, t → t̃ т.е.

dS̃2 = c2dt̃2 − cos2(ã0t̃/c)(dy1)2 − (dy2)2 − (dy3)2. (25.31)

Ускорение нейтральной частице будут сообщать сила натяжения нити, связывающая
нейтральную частицу с заряженной. Если рассмотреть вместо одной связанной пары их
совокупность и устремить длины нитей, связывающих пары, к нулю, то получим кон-
груенцию геодезических линий для заряженных частиц среды с метрикой в лагранжевой
сопутствующей СО в виде (25.3) и конгруенцию мировых линий пробных нейтральных
частиц. Последняя конгруенция должна соответствовать и конгруенции мировых линий
частиц с метрикой

dS̃2 = exp
(

2ã0x
1

c2

)
(dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2, (25.32)

получаемой из (2.18) заменой yk → xk. Нам остается доказать существование инварианта
соответствия мировых и геодезических линий частиц среды, а именно совпадения законов
движения в переменных Лагранжа для каждой из конгруенций. Так как рассматривается
движение одних и тех же частиц, то ясно, что для обеих конгруенций пересечение каждой
из мировых линий лагранжевых частиц с какой-либо из мировых линий базиса должно
быть инвариантом соответствия.

Однако времена от начала движения частицы до координат точки пересечения ми-
ровых линий для заряженной и нейтральной каждой из частиц, вообще говоря, должны
быть различны. Каждая из частиц пары находятся в разных физических условиях. Ней-
тральная частица движется равноускоренно, а ускорение заряженной частицы равно нулю.
Таким образом, на каждой из движущихся частиц пары находятся свои часы и показа-
ния "заряженных"часов не совпадают с показанием "нейтральных"часов этой же пары
частиц.

Математически задача существования инварианта соответствия между мировыми и
геодезическими линиями каждой из пар частиц конгруенции сводится к доказательству
утверждений:

1). Относительно метрики (25.31) существует решения уравнения Максвелла для од-
нородного (в тетрадах) поля.

2). Интегрирование уравнения движения (24.1) с использованием метрики (25.31) и
найденного решения уравнения Максвелла должно привести к закону движения среды в
переменных Лагранжа эквивалентному (25.1).

Фактически первое утверждение уже нами доказано выше (формулы (25.11-25.14) и
т.д.), в которых нужно заменить xα → yα. Для доказательства второго утверждения вы-
скажем следующие наводящие соображения:

а). Законы движения (25.1) и (25.2) описывают перемещения свободных заряженных
частиц по отношению к связанным зарядам и переводят метрику (17.9) в метрику (25.3).
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b). Законы движения связанных зарядов относительно движущихся (25.4) переводят
метрику (25.3) в метрику (17.9).

c). Следовательно, для нахождения закона движения, преобразующего метрику (25.31)
в метрику (25.32), в законе движения (25.4) достаточно сделать формальную замену
xk → yk, yk → xk, x0 → y0, y0 → x0, a0 → ã0. Учтем также, что текущая координата
движущейся частицы всегда больше больше начальной, т.е. y1 > x1 и ã0 > 0. В результате
находим закон движения в переменных Лагранжа нейтральных связанных с движущими-
ся зарядами частиц относительно квази-ИСО (25.31)

y1 = x1 − c2

ã0

ln
∣∣∣∣1−

ã2
0x

02

c4
exp(2ã0x

1/c2)
∣∣∣∣,

y0 =
c2

ã0

arcsin
(

ã0x
0

c2
exp(ã0x

1/c2)
)
. (25.33)

Закон движения (25.33) представим в другой форме, которая принята в нерелятивистской
механике сплошных сред

y1 = x1 − c2

ã0

ln | cos(ã0t̃/c) |, ã0 =
E0q

m0

, y0 = ct̃. (25.34)

Сравнение законов движения (25.34) и (25.1) говорит о их совпадении. Остается доказать,
что конгруенция мировых линий частиц (25.33) является решением уравнений движения
(24.1), в котором под массой m0 понимается суммарная масса нейтральной и заряженной
частиц, совпадающей практически с массой заряженной частицы. Поле 4-скорости V µ

можно получить из закона движения (25.33) аналогично соотношению (25.8)

V µ = Θ̃
∂yµ

∂x0
, (25.35)

где скалярный множитель Θ̃ определяется из условия нормировки 4-скорости. Поле 4 -
скорости в переменных Эйлера сведется к виду

V1 = − sin(ã0t̃/c), V 0 = V0 =
1

cos(ã0t̃/c)
, Θ̃ = exp(−ã0x

1/c2).

V 1 =
tan(ã0t̃/c)

cos(ã0t̃/c)
. (25.36)

Отличные от нуля символы Кристоффеля для метрики (25.31) имеют вид

Γ0
11 =

1

2c

∂

∂t̃
cos2(ã0t̃/c), Γ1

01 =
1

2c

∂

∂t̃
ln cos2(ã0t̃/c). (25.37)

Из (25.36), (25.37) и (25.31) находим

V µ∇µVν = Fν = V µ
(

∂Vν

∂yµ
− Γε

µνVε

)
, F0 =

ã0

c2
tan(ã0t̃/c),

F1 = − ã0

c2
, Σµν = Ωµν = 0, gµνF

µF ν = − ã2
0

c4
. (25.38)
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Решение уравнения Максвелла для однородного поля в пустоте для квази-ИСО (25.31)
имеет вид аналогичный (25.12).

F01 = −F10 = E0 cos(ã0y
0/c2), (25.39)

Из соотношений (25.36), (25.38) и (25.39) следует, что уравнение (24.1) обращается в
тождество.

Итак, ответ на вопрос "Почему движение заряженной пыли в однородном электриче-
ском поле не является жестким в смысле Борна, ведь очевидно, что метрика (25.3) неста-
ционарна и расстояние между двумя соседними частицами вдоль оси движения уменьша-
ется?"заключается в следующем:

1. Метрика (25.3) - это метрика для наблюдателей, находящихся в СО связанных заря-
дов (17.9) и использующих для описания движения заряженной пыли координаты квази-
ИСО (25.3). Уменьшение расстояния между геодезическими связано с лорецновыми со-
кращениями (25.10).

2. Метрика (25.32) - это метрика для наблюдателей, находящихся В НСО, связанной
с движущимися зарядами. Эта метрика отличается знаком ускорения от метрики (17.9).
Метрика является жесткой в смысле Борна, как и должно быть при движении в однород-
ном поле с нулевыми начальными скоростями.

Из сравнения (25.3) и (25.32) следует, что квадрат интервала не является инвариантом
соответствия для различных наблюдателей.

Более подробно эти вопросы изложены в первой главе и мы не будем на этом больше
останавливаться.

26. Движение заряженных частиц
в кулоновом поле связанных зарядов

a). Классический подход аналогичный ОТО

Рассмотрим движение заряженной частицы массы m0 и заряда q в поле, которое созда-
ет другой заряд Q. Масса заряда, создающего поле, велика по сравнению с m0, поэтому
заряд Q будем считать неподвижным. В согласии с изложенным выше, пробный заряд
будет двигаться по геодезической линии в поле связанных зарядов, образующих заряд Q.
Метрика пространства-времени определяется формулой

dS2 = exp(ν)(dy0)2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2)− exp(λ)(dr)2, (19.4)

где коэффициенты ν и λ определяются формулами формулами (19.14) и (19.15).

Для описания движения частицы вместо уравнения геодезической (24.3) удобнее вос-
пользоваться уравнением Гамильтона-Якоби. Известно, что при движении в центрально-
симметричном поле траектория частицы лежит в одной плоскости, проходящей через
центр неподвижного заряда, создающего поле. В качестве такой плоскости выберем плос-
кость θ = π/2.
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Уравнение Гамильтона-Якоби будет иметь точно такой же вид, как и в ОТО при опи-
сании движения в центрально-симметричном гравитационном поле [7].

gµν ∂S

∂yµ

∂S

∂yν
−m0c

2 = 0. (26.1)

Из (19.4) и (26.1) имеем

e−ν
(

∂S

∂y0

)2

− e−λ
(

∂S

∂r

)2

− 1

r2

(
∂S

∂φ

)2

−m2
0c

2 = 0. (26.2)

В согласии с общим методом решения уравнения Гамильтона-Якоби действие S предста-
вим в следующей форме

S = −E0y
0

c
+ Mφ + Sr(r). (26.3)

Здесь E0 - постоянная энергия, M - постоянный момент импульса. Из (26.3) и (26.2) имеем

Sr =
∫ √

exp(λ− ν)
E2

0

c2
−

(
m2

0c
2 +

M2

r2

)
exp(λ)d r. (26.4)

В согласии с (19.14) и (19.15) для подинтегрального выражения имеем

exp(λ) =

r4

Q2

(
∂A0

∂r

)2

(
1 + qA0

m0c2

)2 . (26.5)

exp(λ− ν) =

r4

Q2

(
∂A0

∂r

)2

(
1 + qA0

m0c2

)4 . (26.6)

Найдем зависимость радиальной координаты r oт мирового времени y0/c. Это можно
сделать из уравнения

∂S

∂E0

= const. (26.7)

Используя (26.3-26.6), находим

v(1)

c
=

exp(λ/2)dr

exp(ν/2)dy0
=

√√√√1− m2
0c

4

E2
0

(
1 +

M2

m2
0c

2r2

)(
1 +

qA0

m0c2

)2

. (26.8)

Здесь v(1) - радиальная "физическая"компонента трехмерной скорости.

Для примера рассмотрим падение на положительно заряженный кулоновский центр
отрицательно заряженной частицы.

Из (26.8) находим при M = 0 формулу

v(1)

c
=

√√√√1− m2
0c

4

E2
0

(
1 +

qA0

m0c2

)2

. (26.9)

181



Последнее соотношение может быть получено также из закона сохранения энергии, кото-
рый аналогичен закону сохранения энергии для частицы в постоянном гравитационном
поле в ОТО [7].

E0 =
m0c

2√g00√
1− v2

c2

. (26.10)

В формуле (26.10) под величиной скорости v понимается величина вычисленная по фор-
муле

v =
cdl√
g00dy0

, (26.11)

где dl - элемент пространственного расстояния вдоль мировой линии движущейся части-
цы. Время измеряется по часам наблюдателя покоящегося в пространстве связанных за-
рядов. Как показано нами ранее, для положительных зарядов "релятивистские"поправки,
обусловленные "ускорением"связанных зарядов, создающих поле, дают малую поправку
в скалярный потенциал. Поэтому справедлива формула (19.15a), из которой имеем

v(1)

c
=

√
1−

(
1− |q||Q|

m0c2r

)2

. (26.12)

Рассмотрим в частности задачу о радиальном движении электрона в поле протона,
не рассматривая пока квантовых эффектов. Как известно из ядерной физики, радиус
распределения заряда внутри протона R = 0.8 · 10−13cm. Классический радиус электрона
r0 = 2.8 · 10−13cm. Скалярный потенциал вне протона может быть вычислен по формуле
(19.3a).

A0 =
Q exp(−ζ2)

√
πi

4Rζ

[
Φ(iζ(1− 2R/r))− Φ(iζ)

]
, ζ =

r

R

√
eQ

8mc2R
. (19.3a)

Вне протона справедливо соотношение

ζ =
r

R

√
eQ

8mc2R
=

r

R

√
mer0

8mpR
= 0.0154

r

R
. (26.13)

В последней формуле me, mp - соответственно массы электрона и протона. Учитывая
малость δ = 0.0154, раскладывая (19.3) в ряд Тейлора, получим для формулы (26.9)

v(1)

c
=

√√√√1− m2
0c

4

E2
0

(
1− r0

r

)2

. (26.14)

Займемся анализом формулы (26.14) Пусть электрон имел на бесконечности нулевую
скорость, что эквивалентно соотношению E0/m0c

2 = 1. В этом случае из формулы (26.14)
имеем

v(1)

c
=

√
1−

(
1− r0

r

)2

. (26.15)

Из (26.15) следует, что при падении на протон скорость электрона сначала возрастает от
нуля до скорости света c, достигая последней на расстоянии от центра протона равном
классическому радиусу электрона r0. При дальнейшем приближении к центру скорость
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электрона начинает уменьшаться и обращается в ноль на расстоянии от центра протона
равном половине классического радиуса электрона r0/2. Далее при уменьшении радиуса
подкоренное выражение становится отрицательным и скорость мнимой, что лишено физи-
ческого смысла. Таким образом, найденное решение справедливо при значениях r ≥ r0/2.

Уменьшение "физической"скорости электрона эквивалентно отталкиванию со сторо-
ны протона при малых расстояниях 1.4 · 10−13cm, равных приблизительно эффективному
радиусу протона.

Отметим для сравнения, что в аналогичной задаче при движении по радиусу частиц в
гравитационном поле, заданной метрикой Шварцшильда, "физическая"скорость опреде-
ляется формулой [60]

v(1)

c
=

√
1−

(
1− rg

r

)
=

√
rg

r
. (26.16)

В формуле (26.16) rg - гравитационный радиус.

При формальной замене e2 → kmpme или r0 → rg/2 решение (26.15) и (26.16) вдали от
гравитационного радиуса совпадают.

Однако вблизи гравитационного радиуса решения (26.15) и (26.16) качественно отли-
чаются друг от друга. В (26.16) "физическая"скорость частицы возрастает с уменьшением
радиуса, достигает значения скорости света c на гравитационном радиусе и стремится к
бесконечности при r → 0.

В нашем случае (26.15) величина скорости частицы как и в СТО не превосходит ско-
рости света в вакууме, достигая последней при r = r0.

Решение аналогичной задачи в рамках СТО [7], приводит к соотношению

v(1)

c
=

√√√√√√
1− 1

(
1 + r0

r

)2 . (26.17)

Из формулы (26.17) следует, что скорость электрона при приближении к центру возрастает
с уменьшением радиуса и стремится к скорости света c при r → 0. При r = r0, v(1) = .866c.
Ясно, что при нашем рассмотрении при r > r0 максимальное отклонение скорости от
решения в СТО не превосходит 14%. При r0/r ¿ 1 решения (26.15) и (26.17) совпадают.
При r0/r > 1 характер поведения скорости изменяется: в нашем случае она уменьшается,
а в СТО - возрастает.

Исследуем радиальное движение ультрарелятивистских электронов, которые даже на
бесконечности обладают бесконечно большой энергией. Полагая в (26.9) E0 →∞, получим
для любых r, v(1) = c. Для аналогичного случая такой же результат получится в СТО и
ОТО.

Исследуем более подробно соотношение (26.14), введя безразмерную энергию электро-
на E и безразмерную скорость v по формуле

E =
E0

mec2
, v =

v(1)

c
. (26.18)
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В согласии с принятыми обозначениями имеем

v =

√
1− 1

E2

(
1− r0

r

)2

. (26.19)

Из анализа (26.14) следует, что для любых значений E ≥ 1 величина v имеет макси-
мум равный единице в точке r = r0. Для больших значений энергии кривая нарастания
скорости из бесконечности до точки r0, будет более плавной, чем для меньших значений
энергии. Для ультрарелятивистских частиц кривая нарастания совпадает с прямой v = 1.
После прохождения максимума кривая скорости будет спадать и на некотором значении
радиуса значение v становится равным нулю. Расстояние rmin, соответствующее нулевому
значению скорости, будет тем ближе к кулоновскому центру, чем больше энергия частицы.
Это следует из формулы

rmin =
r0

E + 1
. (26.20)

Из (26.20) следует, что достигнуть кулоновского центра могут только электроны с беско-
нечно большой энергией E. Однако это не так. Формулы (26.19), (26.20) применимы для
протона конечного радиуса. Для модельного точечного протона нужно пользоваться об-
щими формулами (26.9) и (19.3a). В согласии с (19.3a) для скалярного потенциала вблизи
кулоновского центра справедлива формула

A0(R) =
Q exp(−δ2)

√
π

2Riδ

[
Φ(iδ)

]
,

откуда находим при z = δ À 1 выражение

A0(R) =
4mc2

e
.

Из последней формулы и (26.9) следует, что иметь нулевую скорость в кулоновском центре
могут электроны с энергией

E = 4
mp

me

− 1. (26.22)

Таким образом, достигать точечного кулоновского центра могут электроны с большой, но
конечной энергией.

Найдем время падения электрона на протон с некоторого расстояния r1 до остановки.

Время падения по мировому времени y0/c в пространстве связанных зарядов опреде-
лим из формулы

y0 =
∫ dr

(
1− r0

r

)2
√

1− 1
E2

(
1− r0

r

)2
. (26.23)

Этот интеграл расходится при r → r0. Точно такая же ситуация имеет место в ОТО, когда
внешний наблюдатель рассматривает радиальное движение частицы в шварцшильдовом
поле при приближении ее к гравитационному радиусу.

Вычислим время падения электрона τ в сопутствующей электрону СО.

τc =
∫

dr

√
exp(ν)

dy02

dr2
− exp(λ) =

∫ dr√
E2 −

(
1− r0

r

)2
. (26.24)
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Интегрируя последнее соотношение, получим время τ падения электрона от некоторого
значения r1 до rmin, определяемого из (26.20).

τ =
r0

c(E2 − 1)

[√√√√(E2 − 1)
r2
1

r2
0

+ 2
r1

r0

− 1

− 1√
E2 − 1

ln

∣∣∣∣∣

√
E2 − 1

√
(E2 − 1)

r2
1

r2
0

+ 2 r1

r0
− 1 + (E2 − 1) r1

r0
+ 1

E

∣∣∣∣∣

]
. (26.25)

Итак, как и в ОТО, собственное время падающего электрона на конечном расстоянии
является конечной величиной. Для упрощения анализа последней формулы рассмотрим
случай E = 1. В частности для E = 1 из (26.24) имеем непосредственно выражение

τ =
r0

3c

(
1 +

r1

r0

)
. (26.26)

Это же соотношение можно получить и из (26.25) предельным переходом E → 1. Формула
(26.26) дает собственное время падения электрона в поле протона с расстояния r1 от цен-
тра протона до остановки при нулевой кинетической энергии на бесконечности. Выясним
физический смысл происхождения остановки электрона в поле протона. Приравнивая в
(26.19) нулю подкоренное выражение, найдем функцию E(r), играющую роль потенци-
альной кривой в нерелятивистской теории.

E(r) =
∣∣∣∣1−

r0

r

∣∣∣∣. (26.27)

Из анализа (26.27) следует, что в результате наличия модуля функция E(r) при r < r0

не убывает, а возрастает, обращаясь в единицу при r = r0/2 и стремясь к бесконечности
при r → 0. Таким образом, ближе расстояний r = r0 проявляется как бы "эффективное
отталкивание вызывающее остановку электрона на r = rmin в соответствии с (26.20). Так
как E(∞) = 1, то образуется потенциальная яма с глубиной 1− E(r0) = 1.

Итак, при E = E1 < 1 радиальное движение электрона в поле протона финитно.
Электрон совершает радиальные колебания в пределе от rmin до r1 = r0/(1 − E1). При
E = E1 > 1 движение инфинитно. Электрон, достигнув при падении значения rmin, после
"отражения"уходит на бесконечность.

В СТО решение такой задачи при M = 0 приводит к падению заряда на кулоновский
центр. Аналогичная ситуация имеет место при нулевом моменте в ньютоновской механике
и в ОТО.

Найдем движения электрона в поле протона по круговым орбитам. Полагая в (26.8)
v(1) = 0, что соответствует при M 6= 0 круговым орбитам, получим выражение для потен-
циальной кривой U(r) = E0(r)/(mec

2) выражение

U =

√√√√1 +
M2

m2
ec

2r2

∣∣∣∣1−
r0

r

∣∣∣∣. (26.28)

Рассматриваемая задача подобна известной задаче C. A. Каплана в ОТО [7], [60]. Для
удобства сравнения с решением Каплана сделаем формальную замену r0 → rg/2. Cмысл
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этой замены состоит в том, что после нее приближенная метрика (19.15а) после разложе-
ния в ряд Тейлора совпадает с точной метрикой Шварцшильда в ОТО. В поле Шварц-
шильда и определяются круговые орбиты в задаче Каплана.

Для упрощения выкладок введем безразмерные величины энергии E (26.18), момента
a и безразмерного радиуса x в согласии с формулами

a =
M

mecrg

, x =
r

rg

, r0 → rg

2
. (26.29)

После такой замены соотношение (26.28) сведется к виду

U =

√
1 +

a2

x2

∣∣∣∣1−
1

2x

∣∣∣∣. (26.30)

Радиусы круговых орбит и соответствующие им значения энергии и момента определя-
ются нахождением экстремумов у эффективной потенциальной энергии U(x). Минимумы
функции соответствуют устойчивым, а максимумы - неустойчивым круговым орбитам.
Решив совместно систему уравнений U(x) = E и U ′(x) = 0, получим

x1,2 = a2
(
1±

√
1− 2

a2

)
, E =

√
2a√
x1,2

∣∣∣∣1−
1

2x1,2

∣∣∣∣
3/2

. (26.31)

Знак плюс в формуле для радиусов орбит соответствует устойчивой орбите, а знак минус
- неустойчивой. Приведем для сравнения в наших обозначениях решение задачи Каплана

x1,2 = a2
(
1±

√
1− 3

a2

)
, E =

√
2a√
x1,2

∣∣∣∣1−
1

x1,2

∣∣∣∣ (26.32)

и приводим выражение эффективной потенциальной U0(x) в ОТО.

U0(x) =

√(
1 +

a2

x2

)(
1− 1

x

)
. (26.33)

Ясно, что если в (26.30) внести под корень выражение с модулем и разложить в ряд Тей-
лора, ограничиваясь первым членом разложения, то получим потенциальную потенци-
альную кривую (26.33). Однако эта операция справедлива только для x À 1. Из анализа
(26.33) следует, что это выражение определено лишь для значений x ≥ 1, в противном
случае U0 становится мнимой.

Для случая (26.30) таких ограничений не существует. Графики потенциальных кривых
(26.33) для разных значений момента a приведены в работах [7] и [60]. Графики кривых
(26.30) при различных a в области x ≥ 1 сходны по внешнему виду с графиками (26.33)
и отличаются лишь положениями максимумов и минимумов. Это видно из сравнения вы-
ражений (26.31) и (26.32). Например, при a2 = 2 координаты максимума и минимума для
нашего случая сливаются, в ОТО это происходит при a2 = 3. Для нашего случая бли-
жайшая к центру устойчивая круговая орбита соответствует значению r1 = 2rg → 4r0.
Соответствующая энергия E1 =

√
27/32 = 0.919, а скорость кругового движения, опреде-

ленная из формулы (26.10), приводит к значению v = c
√

3/3 = 0.577c.
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В ОТО имеем соответственно r1 = 3rg, E1 =
√

8/9 = 0.943, v = c/2 [60].

При a2 < 2 для нашего случая кривая экстремумов не имеет (в ОТО для a2 < 3).
С ростом момента a от

√
2 до ∞ координаты максимумов уменьшаются от r2 = 4r0 до

r2 = 2r0 (в ОТО от r2 = 3rg до r2 = 1.5rg). Энергия Emax увеличивается от Emax = 0.919
до Emax = ∞ (в ОТО от Emax = 0.943 до Emax = ∞).

Ближайшая к центру неустойчивая круговая орбита соответствует значению r1 = rg →
2r0, Emax = ∞, v = c, (в ОТО r1 = 1.5rg, Emax = ∞, v = c).

Хотя внешне решения Каплана и наше не сильно отличаются друг от друга, однако
имеется важное принципиальное отличие. Наличие выражения с модулем в эффективной
потенциальной энергии U(x) в (26.30) приводит к дополнительному минимальному зна-
чению U(x) в точке x = 1/2. Ясно, что производная по x от функции U(x) в этой точке
терпит разрыв, как это имело место и при радиальном падении частицы, т.е. при a = 0.
В точке x = 1/2 происходит смена притяжения на отталкивание, и функция U(x) начина-
ет неограниченно возрастать при стремлении радиуса к нулю. Наличие дополнительной
центробежной энергии делает возрастание функции U(x) при стремлении к нулю более
быстрым, чем при равном нулю моменте.

Наличие максимума в потенциальной кривой в поле Шварцшильда приводит к грави-
тационному захвату, если энергия частицы E > Emax. Для нашего случая при E > Emax

захвата не происходит, поскольку любое значение E всегда "наталкивается"на потенци-
альную кривую при 0.5 > x > 0. Таким образом, как и в механике Ньютона, при любой
большой энергии частица, огибает притягивающий центр и уходит в бесконечность. Даже,
в отличие от механики Ньютона, это имеет место и при радиальном падении на кулонов-
ский центр. Важно отметить, что существует устойчивое равновесие электрона в поле
протона при r = r0, чего нет при классическом рассмотрении.

Наличие дополнительной "потенциальной ямы"с минимальным значением U(r0) = 0
допускает существование финитного движения электрона в этой яме. Таким образом, про-
тон и электрон могут образовывать устойчивое соединение "нейтрон"размерами порядка
r0. Конечно рассматриваемый здесь подход имеет лишь методический интерес, поскольку
квантовые эффекты должны уже проявляться на расстояниях значительно превышающих
r0.

Рассмотрим траекторию электрона в поле протона. Как известно [7], траектория опре-
деляется уравнением ∂S/∂M = const. Откуда из (26.3) – (26.6) имеем

φ =
∫ Md r

r2

√
exp(λ− ν)

E2
0

c2
−

(
m2

0c
2 + M2

r2

)
exp(λ)

. (26.34)

Представляет методический интерес исследовать траектории электрона в пределах
атома по аналогии движения планет в поле тяготения Солнца. Для движения электро-
на в поле протона на расстояниях сравнимых с размерами атома r À r0. Поэтому пред-
лагаемая теория должна приводить лишь к незначительным поправкам по сравнению с
обычным взаимодействием Кулона.

Для вычисления поправок к траектории будем исходить, как и в [7], из радиальной
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части действия (26.4) до момента его дифференцирования по M .

Sr = m0c
∫ √√√√ E2r4

(r − r0)4
− M2

m2
0c

2(r − r0)2
− r2

(r − r0)2
d r. (26.35)

После преобразования переменной интегрирования

r − r0 = r′,

используя легко проверяемую формулу

m2
0c

2(E2 − 1) = 2m0E
′ +

E ′2

c2
,

где E ′ – нерелятивистская энергия частицы (без энергии покоя), получим с требуемой
точностью выражение

Sr =
∫ √

2m0E ′ +
E ′2

c2
+

2r0m2
0c

2 + 8r0m0E ′

r
− M2 − 5r2

0m
2
0c

2

r2
d r. (26.36)

При формальной замене e2 → kmpme или r0 → rg/2 радиальная часть действия Sr близ-
ка по структуре аналогичной величине, используемой для описания движения планет в
центрально-симметричном гравитационном поле в ОТО. Различие проявляется лишь в
последнем коэффициенте при 1/r2. В ОТО из M2 вычитается (в наших обозначениях)
величина 6r2

0m
2
0c

2. Остальные члены совпадают.

Как известно из [7], поправочные коэффициенты в первых двух членах под корнем
отражаются только на изменении связи между энергией, моментом частицы и параметра-
ми ее орбиты. Вычитаемый из M2 коэффициент, приводит к систематическому смещению
перигелия орбиты. Считая член 5r2

0m
2
0c

2/r2 малой поправкой по отношению к M2/r2, по-
лучим после разложения в ряд подинтегрального выражения соотношение

Sr = S0
r + δSr, (26.37)

где S0
r соответствует (26.36) при равной нулю поправке, а δSr определяется равенством

δSr =
∫ 5m2

0c
2r2

0d r

2r2
√

2m0E ′ + E′2
c2

+
2r0m2

0c2+8r0m0E′
r

− M2

r2

. (26.38)

Приращение ∆δSr за период обращения электрона по орбите в согласии с нерелятивист-
ской механикой в кулоновом поле после выполнения интегрирования в (26.38) сведется к
виду

∆δSr =
5πm2

0c
2r2

0

M
. (26.39)

Так как траектория определяется уравнением

∂S

∂M
= φ +

∂Sr

∂M
= const,

то за период имеем

∆φ = −∂∆Sr

∂M
= −∂∆S0

r

∂M
− ∂∆δS0

r

∂M
.
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Используя (26.39) и учитывая, что

−∂∆S0
r

∂M
= 2π,

получим

∆φ = 2π +
5πm2

0c
2r2

0

M2
. (26.40)

Второй член в (26.40) определяет собой смещение перигелия орбиты электрона вокруг про-
тона. Решение этой же задачи в рамках СТО приводит к смещению перигелия в пять раз
меньше, чем у нас и в шесть раз меньше, чем в ОТО при формальной замене e2 → kmpme

или r0 → rg/2. Таким образом, разработанный нами аппарат гораздо ближе соответствует
ОТО, чем СТО.

Рассмотрим нерадиальное движение ультрарелятивистских электронов в поле прото-
на (аналог распространения светового луча в центрально-симметричном гравитационном
поле). Считаем по определению, что даже на бесконечности v∞ → c.

Радиальная часть действия (26.35) после преобразования переменной интегрирования

r − r0 = r′,

при условии, что E À 1, E0 = m0c
2E и прицельное расстояние ρ связано с моментом M

по формуле [7]

ρ =
M

m0cE
(26.41)

приводится к виду

Sr =
E0

c

∫ √
1 +

4r0

r′
− ρ2

r′2
+

6r2
0

r′2
d r. (26.42)

Рассмотрим сначала случай, когда r0/ρ ¿ 1. Для этого случая (26.42) имеет вид

Sr =
E0

c

∫ √
1 +

4r0

r′
− ρ2

r′2
d r. (26.43)

Последнее выражение с точностью до множителя и замены 2r0 → rg совпадает с ради-
альной частью эйконала для распространения лучей света в поле тяжести в ОТО [7].
Используя вывод [7], получим, что под влиянием кулоновского поля притяжения со сто-
роны протона траектория ультрарелятивистского электрона искривляется, образуя собой
кривую с вогнутостью к центру. Угол между двумя асимптотами этой кривой отличается
от π на величину δφ, определяемую из равенства

δφ =
4r0

ρ
. (26.44)

Проведем анализ движения ультрарелятивистских электронов, когда прицельное рас-
стояние ρ одного порядка с r0. Для анализа движения воспользуемся формулой (26.8),
которая при E À 1 сводится к виду

v(1)

c
=

√
1− ρ2

r2

(
1− r0

r

)2

. (26.45)
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Очевидно, что приближение электрона к протону прекратится, когда радиальная компо-
нента скорости v(1) = 0. Точка поворота определится из равенства нулю подкоренного
выражения в (26.45). Это приводит к соотношению между прицельным расстоянием и
координатой точки поворота, представимому в виде

ρ1 =
r2
1

|r1 − 1| , ρ1 ≡ ρ

r0

, r1 ≡ r

r0

. (26.46)

Кривая (26.46) имеет минимум в точке

r1 =
√

2, ρ1min = 2(
√

2 + 1) (26.47)

и две асимптоты: вертикальную r1 = 1 и наклонную Y = r1+1. Наличие модуля в знамена-
теле расширяет область существования переменной вплоть до значений r1 → 0. Появляет-
ся вторая ветвь кривой, которая при изменении аргумента от r1 = 1 до r1 = 0 изменяется
соответственно от∞ до нуля. Использование вблизи кулоновского центра формулы (26.21)
для нулевой компоненты 4-потенциала в (26.8) сказывается лишь на характере приближе-
ния к нулю при r1 → 0, не меняя существа дела.

Для анализа полученного решения удобно выписать аналогичное уравнение для кривой
в ОТО для ультрарелятивистской частицы в поле Шварцшильда. В согласии с [7] и [60]
для искомой кривой имеем

ρ2 =
r
3/2
2√

r2 − 1
, ρ2 ≡ ρ

rg

, r2 ≡ r

rg

. (26.48)

Кривая (26.47) имеет минимум в точке

r2 =
3

2
, ρ2min =

3
√

3

2
(26.49)

и две асимптоты: вертикальную r2 = 1 и наклонную Y = r2.

Обе рассмотренных кривых при r1 > 1 и r2 > 1 по характеру похожи и отличаются
только положениями минимумов и их значениями. Однако при r2 < 1 кривая (26.48) не
определена, поскольку подкоренное выражение становится отрицательным. Таким обра-
зом, в отличие от нашего случая, в ОТО нет второй ветви кривой. В ОТО ультрареляти-
вистская частица, летящая из бесконечности с прицельным параметром ρ2 < ρ2min = 2.6
не встречает кривой поворота и, следовательно, происходит ее гравитационный захват.
Сечение захвата дается формулой

σ = πρ2
2minr

2
g =

27πr2
g

4
= 6.75πr2

g . (26.50)

В нашем случае при ρ1 < ρ1min = 4.82 электрон "проходит"под первой кривой по-
ворота но "встречает"на своем пути вторую ветвь этой кривой. Максимальное значение
координаты точки встречи со второй ветвью определяется из очевидного уравнения

ρ1min =
r2
1

1− r1

, (26.51)
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Решение этого уравнения имеет вид

r1max =

√
ρ2

1min + 4ρ1min − ρ1min

2
= 0.85. (26.52)

В отличие от ОТО электрон, "пролетая"под кривой поворота, не захватывается прото-
ном. Этому препятствует возникающее со стороны протона отталкивание, которое прояв-
ляется при расстояниях r < r0. С расстояний от r =

√
2r0 до r = r0 электрон испытывает

тенденцию к захвату, не "зная"о последующей силе отталкивания. Поэтому назовем сече-
нием псевдозахвата σp

σp = πρ2
1minr

2
0 = 4π(

√
2 + 1)2r2

0 = 23.31πr2
0 → 5.83πr2

g . (26.53)

Разберем еще один случай, когда электрон на бесконечности имеет имеет пренебрежи-
мо малую скорость v∞ по сравнению со скоростью света c, что соответствует E = 1.

В ОТО сечение гравитационного захвата определяется из требования, чтобы значение
максимума потенциальной кривой (26.33) U(xmax) = 1. Этому значению энергии соответ-
ствует xmax = 2, a = 2. Прицельное расстояние ρ = 2crg/v∞ и сечение захвата

σ = πρ2
2minr

2
g = 4πr2

g

(
c

v∞

)2

. (26.54)

Все частицы с ρ < 2crgv∞ гравитационно захватываются.

В нашем случае потенциальная кривая U(x) задается соотношением (26.30) Решив
совместно систему уравнений U(x) = 1 и U ′(x) = 0, получим для максимума

x1 = a2
(
1−

√
1− 2

a2

)
, 1 =

√
2a√
x1

∣∣∣∣1−
1

2x1

∣∣∣∣
3/2

. (26.55)

Из (26.55) находим

a2 =
22 +

√
222 + 16

16
= 2.773, a = 1.665, x1 = 1.309. (26.56)

Прицельное расстояние в наших обозначениях ρ = 3.33cr0/v∞ и сечение псевдозахвата

σp = πρ2 = 11.1πr2
0

(
c

v∞

)2

→ 2.77πr2
g

(
c

v∞

)2

. (26.57)

В нашем случае протон не может захватить электрон, поскольку при r < r0 потенци-
альная кривая начинает возрастать и энергия электрона E = 1 с этой кривой "пересечет-
ся".

Из классической релятивистской электродинамики при движении в кулоновом поле
известно [7], что при Mc < |Qe| и Qe < 0 траектории частиц представляют собой спирали
со стремящимся к нулю радиусом r и при угле φ →∞. Время же падения частицы в начало
координат является конечной величиной. В частности, для нерелятивистской частицы
на бесконечности (электрона в поле протона) условие падения на центр эквивалентно
равенству

ρ <
cr0

v∞
(26.58)
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В нашем случае прицельное расстояние при псевдозахвате оказалось в 3.33 раза большим,
чем в СТО. Важной особенностью нашего решения в отличие от СТО и ОТО, является
возможность устойчивого статического равновесия электрона в поле протона на рассто-
янии r0 от центра протона. Допускаются и радиальные колебания относительно r0. Это
говорит о (качественной в рамках модели) возможности существования нейтральной ста-
бильной частицы размерами порядка r0.

b). Квантование адиабатических инвариантов

Хотя в данной книге рассматривается классические поля связанных структур, однако
представляет интерес рассмотреть простейшие возможности учета квантовых эффектов.
Как известно, Бор и Зоммерфельд объяснили спектр атома водорода с помощью кван-
тования адиабатических инвариантов. Далее Зоммерфельд сделал попытку в рамках ме-
ханической модели учесть релятивистские поправки. Он допустил, что релятивистские
поправки могут объяснить расщепление термов, вырожденных в нерелятивистской тео-
рии. Именно таким образом Зоммерфельд хотел построить теорию тонкой структуры.

Отметим, что в некотором смысле ему это удалось сделать и он получил формулы для
тонкой структуры уровней атома водорода в рамках старой теории Бора еще до создания
квантовой механики, не используя решения уравнения Дирака.

Предлагаемый нами подход по структуре близок подходу Бора - Зоммерфельда, но
имеет и принципиальные различия. Перечислим эти отличия:

1. В отличие от подхода Зоммерфельда, использующего движение электрона в поле
протона в рамках СТО плоского пространства - времени, мы работаем в римановой гео-
метрии, обусловленной полем элементов связанных зарядов протона.

2. Мировая линия электрона в поле протона в теории Зоммерфельда соответствует
в нашем случае геодезической линии электрона в римановом пространстве времени. По-
ле протона, как таковое, в нашем подходе в явном виде отсутствует, проявляясь в виде
искривленной геометрии пространства - времени.

Так как размеры атома порядка 10−8 см, а размеры ядра порядка 10−13 см, то коэф-
фициенты метрики (19.4) можно с помощью (19.15) представить в виде

exp(ν) =
(
1− e2

rm0c2

)2

=
(
1− r0

r

)2

= exp(−λ), (26.59)

где e - заряд электрона, m0 - масса электрона.

Как известно [7], обобщенным импульсом Pµ называется 4-вектор, определяемый ра-
венством

Pµ = − ∂S

∂yµ
. (26.60)

Вычислим радиальную компоненту 4-импульса электрона в поле протона. Из (26.3) и
(26.4) находим

Pr = −
√

exp(λ− ν)
E2

0

c2
−

(
m2

0c
2 +

M2

r2

)
exp(λ). (26.61)
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В отличие от СТО, квантовое условие применим к "физической"радиальной компоненте
4-импульса, определяемой с помощью тетрад (17.10).

P(r) = − 1√−g11

Pr = −
√

exp(−ν)
E2

0

c2
−

(
m2

0c
2 +

M2

r2

)
= −P (r). (26.62)

Следуя Бору и Зоммерфельду сформулируем условие квантования в виде
∮

P (r)dr = nrh,
∮

Mdφ = nφh, (26.63)

где nr и nφ целые числа. В результате приходим к равенству

∮
√√√√(

1 +
r0

r

)2E2
0

c2
−

(
m2

0c
2 +

n2
φh̄

2

r2

)
dr = nrh, h̄ =

h

2π
. (26.64)

В этом равенстве после выполнения интегрирования требуется определить величины E0,
зависящие от квантовых чисел nr и nφ. Интеграл можно представить в виде

∮ √
−A + 2B/r − C/r2dr, A =

(
m2

0c
2 − E2

0

c2

)
,

B =
r0E

2
0

c2
, C = n2

φh̄
2 − r2

0E
2
0

c2
. (26.65)

Так как мы рассматриваем финитное движение электрона в поле протона, то величина
A очевидно отрицательна. Подинтегральное выражение имеет два корня для положитель-
ных значений r, что очевидно соответствует перигелию и афелию электронной орбиты.
Интегрирование должно быть проведено от одного корня до другого и обратно с измене-
нием знака перед корнем в в выражении под интегралом. Аналогичная задача с другими
постоянными решена в [111], на основе вычислений которой имеем

∮ √
−A + 2B/r − C/r2dr = 2π

(
B√
A
−
√

C
)
. (26.66)

В результате получаем следующее уравнение для нахождения энергетических уровней

r0E0

c2

1√
m2

0c
2 − E2

0/c
2
−

√
1− r2

0E
2
0

c2M2
= nrh̄. (26.67)

Введя безразмерную энергию E в согласии с (26.18), последнее уравнение после несколько
громоздких алгебраических преобразований сведем к виду

E =

[
1 +

α′2
(√

nφ
2 − α′2 + nr

)2

]−1/2

, α′ = αE, α =
e2

h̄c
, (26.68)

где α - постоянная тонкой структуры. Последнее соотношение с перенормированной по-
стоянной тонкой структуры α′ в точности совпадает с соотношением тонкой структуры
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Зоммерфельда [112], полученной путем решения уравнения Дирака при движении элек-
трона в кулоновом поле. Так как при движении электрона в атоме с большой степенью
точности выполняется соотношение

E = 1− ε, (26.69)

где ε - малая положительная величина, а постоянная тонкой структуры α = 1/137, то
очевидно, что в нашем случае первое приближение, соответствующее равенству нулю ε в
правой части (26.68), приводит к точной формуле Зоммерфельда.

Физический смысл величины ε - это, взятая с обратным знаком, полная безразмерная
энергия электрона в поле протона за вычетом безразмерной энергии покоя. Из формул
(26.68) и (26.69) получаем с учетом, что α′ ¿ 1, выражение

ε =
α′2

2n2

[
1 +

α′2

n

(
1

nφ

− 3

4n

)]
, n = nr + nφ, α′2 = α2

(
1− α2

2n2

)
. (26.70)

Переходя к размерной энергии W = −εm0c
2 и введя nφ = j + 1/2, получим в заданном

приближении следующую формулу для энергии уровней в атоме водорода

W = −α′2m0c
2

2n2
− α4m0c

2

2n3

(
1

j + 1/2
− 3

4n

)
. (26.71)

Проведем анализ последней формулы. Как известно из квантовой механики, первый
член определяет энергетические уровни атома водорода, рассчитанные с помощью нере-
лятивистского уравнения Шредингера. Второй член представляет собой добавку, которая
обуславливается тонким расщеплением уровней. Эта добавка рассчитывается с помощью
уравнения Дирака. Если второй член в формуле (26.71) в заданном приближении в точ-
ности совпал с теорией Дирака, то первый член в (26.71) несколько отличается от обще-
принятого. Энергетические уровни в нашем случае несколько занижены по сравнению со
стандартными Ws. Для сравнения приведем конкретные значения

Ws −W

Ws

· 100% =
α2

2n2
· 100% =

1

n2
0.00266% (26.72)

Полученная нами оценка укладывается в оценку погрешности теоретических и экспери-
ментальных значений энергии серии Бальмера. Полная ширина тонкой структуры [113],
определяемая как расстояние между уровнями j1 = n − 1/2 и j2 = 1/2 при заданном n
совпадает совпадает с аналогичной величиной из теории Дирака. Рассмотрим квантова-
ние круговых орбит электрона в поле протона с эффективной потенциальной энергией
(26.28). Нашей целью является выяснить как связаны рассмотренные выше круговые ор-
биты в поле протона (26.31), аналогичные каплановским орбитам в ОТО, с орбитами Бора
в атоме водорода. Очевидно, что в случае круговых орбит мы должны положить равным
нулю радиальное квантовое число nr в (26.68). Тогда орбитальное квантовое число nφ бу-
дет совпадать с главным n. Это приводит к следующему значению безразмерной энергии
E.

E =
1√

1 + α2

n2

, n = nφ, α =
e2

h̄c
. (26.73)
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Ясно, что в виду малости постоянной тонкой структуры α, последнее соотношение можно
записать в виде

E = 1− α2

2n2
+

3α4

8n4
. (26.74)

Рассмотрим устойчивые орбиты электрона в поле протона в согласии с соотношением
(26.31), выбрав знак плюс перед радиусами. Рассмотрим случай a À 1, что эквивалентно
r/r0 À 1. Именно такой случай реализуется в атоме водорода, когда радиусы боровских
орбит значительно больше классического радиуса электрона. Соотношение (26.31) можно
преобразовать к виду

x1 = a2(2− 1/a2), E1 = 1− 1

8a2
. (26.75)

Приравнивая энергию устойчивых каплановских орбит из (26.75) энергии устойчивых бо-
ровских орбит (26.74) и ограничиваясь членами с α2, получим с использованием (26.29)
выражение.

M =
nmecr0

α
= nh̄. (26.76)

Из последнего соотношения следует, что каплановские устойчивые орбиты в атоме водо-
рода в точности совпадают с боровскими орбитами.

Рассмотрим ближайшую к центру устойчивую каплановскую орбиту, которая в соот-
ветствии с разобранным выше, имеет значение a2 = 2 или r1 = 4r0. Для этого случая из
формул (26.31) находим.

E1 =

√
27

32
. (26.77)

Приравнивая энергию из последней формулы энергии из соотношения (26.73), получим

n =

√
27

5
α = 0.017. (26.78)

Ясно, что последняя формула не удовлетворяет условию квантования, так как n долж-
но быть целым и положительным. Это говорит, что развиваемый здесь метод квантова-
ния Зоммерфельда не работает на близких расстояниях от центра протона. Что касается
неустойчивых каплановских орбит для протона, то ни одна из них не совместна с услови-
ями квантования Зоммерфельда.

Итак, примененный нами метод квантования Бора - Зоммерфельда в римановом про-
странстве, привел к результатам близким с Зоммерфельдом. Это говорит, что предложен-
ный нами вариант новой метрической теории по крайней мере не абсурден.
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Глава 7

ВВЕДЕНИЕ В КЛАССИЧЕСКУЮ
МЕЗОДИНАМИКУ СВЯЗАННЫХ НУКЛОНОВ

В этой главе получено уравнение скалярного мезонного поля связанных нуклонов, реляти-
вистское уравнение движения пробных нуклонов в поле связанных мезонов. Определена
геометрия пространства - времени мезонного скалярного поля и найден тензор энергии -
импульса этого поля.

27. Скалярные ядерные силы связанных нуклонов

Рассмотрим сначала простейший вариант теории ядерных сил, основанный на допуще-
нии, что сила притяжения между любыми нуклонами обуславливается нейтральным ме-
зонным полем, которое определяется однокомпонентной скалярной вещественной функци-
ей ψ. Теорию скалярных ядерных сил будем строить в рамках классической (неквантовой)
мезодинамики, с учетом "связанности"поверхностных нуклонов в ядре. Будем считать для
простоты модели, что как и для заряженных проводников, нуклоны, которые находятся
на поверхности ядра взаимодействуют с создаваемым ими внешним полем. Ввиду корот-
кодействия ядерных сил, нуклоны расположены в объеме ядра с внешним полем вне ядра
не взаимодействуют, а взаимодействуют лишь с ближайшими соседями. Однако конкрет-
ное распределение нуклонной плотности в ядре на первом этапе учитывать не будем, так
как учет распределения плотности нуклонов в ядре (как и учет распределения плотности
заряда внутри электрона в теории электромагнитной массы) не приведет к существенному
эффекту. Существенным отличием ядерных сил от электромагнитных является сила при-
тяжения между одинаковыми нуклонами, вместо силы отталкивания между одноименны-
ми зарядами в электродинамике. Это приводит к тому, что нуклоны на поверхности ядра
испытывают силу положительного давления со стороны создаваемого ими поля (вместо
силы отрицательного давления со стороны электрического поля заряженного проводни-
ка.) Так как каждый из нуклонов покоится, то сила со стороны поля уравновешивается
силой связи со стороны ядра. С нашей точки зрения каждый из нуклонов на поверхно-
сти ядра в силу постулата эквивалентных ситуаций, (который мы распространяем и на
ядерные силы) "движется"ускоренно по радиусу от центра. Итак, каждый из нуклонов
на поверхности ядра, которое считаем сферическим по форме, эквивалентен размещению
в начале координат некоторой равноускоренной НСО с метрикой (2.18). Т.к. в метрике
(2.18) пространственное сечение является плоским, то вклад в скалярный потенциал ψ
от всей сферы можно вычислить путем интегрирования вклада от элементарных "заря-
дов"каждого из элементов сферы в плоском пространстве ( но в римановом пространстве-
времени).

Поэтому предварительно возникает задача о нахождении поля нуклона в равноуско-
ренной НСО.

Так как физические законы должны быть справедливы во всех СО, значит они должны
выражаться в виде тензорных уравнений. Если уравнения содержат производные полевых
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величин, то это должны быть ковариантные производные. Следовательно, известные урав-
нения скалярного мезонного поля, создаваемого точечными нуклонами, имеющие в ИСО
вид [109] (

∇2 − 1

c2

∂2

∂t2
− k2

0

)
ψ = 4πg′δ(~r − ~r′(t)), (27.1)

где g′ - мезонный заряд, ~r′(t) - радиус-вектор движущегося нуклона, должны быть в НСО
представлены в форме

−gµν∇µ∇νψ − k2
0ψ = 4πg′δ(~r − ~r′(t)), k0 =

2πµc

h
. (27.2)

В соотношении (27.2) µ - масса нуклона, h - постоянная Планка, ~r - радиус-вектор коор-
динаты точки наблюдения, gµν - метрический тензор НСО. Написанное уравнение (27.2)
носит название уравнения Клейна - Гордона. Уравнение можно преобразовать к друго-
му виду, используя известное соотношение для ковариантной дивергенции произвольного
векторного поля ∇µψ = Aµ в виде

∇µ
µ =

1√−g

∂(
√−gAµ)

∂yµ
. (27.3)

Из (27.3), находим для (27.2) выражение

− 1√−g

∂

∂yµ

(√−ggµν ∂ψ

∂yν

)
− k2

0ψ = 4πg′δ(~r − ~r′(t)). (27.4)

Чтобы решить уравнение (27.4), необходимо знать компоненты метрического тензора gµν .
В равноускоренной НСО метрика определена из соотношения (2.18). Будем искать стаци-
онарное решение (27.4) с учетом метрики (2.18), считая, что точечный нуклон расположен
в начале координат. В результате приходим к следующему уравнению

∆ψ +
a0

c2

∂ψ

∂y1
− k2

0ψ = 4πg′δ(y1)δ(y2)δ(y3). (27.5)

Решение (27.5) ищем в виде

ψ = u(y1, y2, y3) exp(λy1), λ = −a

2
= − a0

2c2
. (27.6)

После чего уравнение для u сведется к форме

∆u− (
a2

4
+ k2

0)u = 4πg′ exp
(

ay1

2

)
δ(y1)δ(y2)δ(y3), (27.7)

a его решение

u = −g′

r
exp

(
−r

√
k2

0 +
a2

0

4c4

)
. (27.8)

Отметим, что хотя пространство (2.18) - риманово, но его пространственное сечение ев-
клидово, в котором существует радиус - вектор. Из рассмотренного следует, что решение
уравнения (27.5) имеет вид

ψ = −g′

r
exp

{
−

a0r
(√

1 +
4k2

0c4

a2
0

+ cos θ
)

2c2

}
. (27.9)
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Решив предварительную задачу о поле нуклона в равноускоренной НСО, приступим к
решению основной задачи нахождению поля ядра, учитывая, что поверхностные нукло-
ны в ядре находятся в особом состоянии, эквивалентном их "ускоренному движению"по
радиусу от центра.

Разобъем поверхность сферического ядра на элементарные ячейки, выбрав сфериче-
скую систему координат с началом в центре ядра. На поверхности ядра естественным
образом возникают аффинные ортогональные реперы с векторами, направленными вдоль
координатных линий. Выберем на полярной оси вне ядра некоторую точку наблюдения, в
которой вычислим ядерный потенциал от поверхностных нуклонов ядра. Введем нуклон-
ную поверхностную плотность зарядов σ. Из соображений симметрии очевидно, что для
любого полярного угла θ, отсчитываемого от полярной оси, вклад в ядерный потенциал
от элемента в точке наблюдения не зависит от азимутального угла φ. Поэтому вклад в
потенциал dψ от кольца ширины Rdθ и радиуса R sin θ имеет вид

dψ = −2πσR2 sin θ

r′
exp

{
−

a0r
′
(√

1 +
4k2

0c4

a2
0

+ cos γ
)

2c2

}
dθ. (27.10)

Здесь γ - угол между радиусом-вектором из начала координат до элемента заряда и
радиусом-вектором ~r′ от элемента заряда до точки наблюдения.

Отметим во избежание недоразумений, что с точки зрения локального наблюдателя,
связанного с элементом поверхности, на которой расположен "ускоренный"нуклонный за-
ряд, пространство является плоским, а пространство-время - римановым. Поэтому ~r′ и ~r с
точки зрения этого наблюдателя имеют ясный геометрический смысл. С другой стороны,
совокупность мировых линий частиц, расположенных на сфере, с точки зрения глобаль-
ного наблюдателя, находящегося в начале сферической системы отсчета, не принадлежит
жесткой равноускоренной НСО, поскольку радиальные ускорения не параллельны. Для
такого наблюдателя совокупность рассмотренных мировых линий частиц на сфере при-
надлежит к радиальноускоренной жесткой НСО. "Пространственное сечение"для частиц
на сфере не будет плоским.

Так как с точки зрения наблюдателя на элементе поверхности сферы трехмерное про-
странство плоское, то, используя элементарные тригонометрические преобразования, по-
лучим для ядерного потенциала ψ выражение

ψ = − g′

2r
eβrp

∫ 1

−1

exp(−βr(fb + x))

b
dx (27.11)

Здесь введены следующие обозначения

x = cos θ, f =

√√√√1 +
4k2

0c
4

a2
0

, β =
a0

2c2
,

p =
R

r
, b =

√
1 + a2 − 2ax. (27.12)

Интеграл (27.11) можно преобразовать к виду

ψ =
g′

2Rs
exp (−s2 + s2p2(1− f 2))

∫ s(1−p(1+f))

s(1+p(1−f))
exp(u2)du, (27.13)
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где величинa s определяется равенством

s =

√
βr

2p
= r

√
a0

4Rc2
. (27.14) =

Потенциал ψ скалярного мезонного поля можно найти и непосредственно из решения
уравнения (27.4) с нулевой правой частью, выбрав стационарное решение для случая сфе-
рической симметрии. Компоненты метрического тензора задаются интервалом (19.4), в
котором функции ν(r) и λ(r) требуется определить. Из (27.4) получаем соотношение

∂

∂r

(
exp

(
ν − λ

2

)
r2∂ψ

∂r

)
= k2

0r
2ψ(r) exp

(
ν + λ

2

)
. (27.15)

Соотношение (27.15) при известной функции ψ(r) из (27.13) связывает искомые функции
ν(r) и λ(r).

Для нахождения второго уравнения, связывающего эти функции, рассмотрим силу со
стороны поля, действующую на "пробный"нуклонный "заряд"g′ , закрепленный в точке
с координатой r от центра шара. Пусть масса пробного заряда m0. Тогда вектор первой
кривизны F 1 мировой линии этого заряда можно найти из соотношения (1.5), записав для
закрепленных зарядов условие сопутствия для метрики (19.4) в виде

V k = Vk = 0, V 0 = (g00)
−1/2,

V0 = (g00)
1/2, F 1 = F (r), F 0 = F 2 = F 3 = 0. (27.16)

Откуда из (1.5), (19.4) и (27.16) имеем

F 1 =
1

2

dν

dr
exp(−λ). (27.17)

С другой стороны, эту величину можно найти и из силы, действующей на нуклон со
стороны связи, удерживающей нуклон в поле неподвижным. Эта сила численно равна силе
со стороны поля и противоположна ей по знаку. Уравнения движения нуклонного заряда
в скалярном мезонном поле можно найти из закона Ньютона, представимого в виде

DV µ

dS
=

g′

m0c2
(gµν − V µV ν)

∂ψ

∂yν
(27.18)

В нерелятивистском приближении эта формула совпадает с обычным уравнением движе-
ния нуклона в скалярном мезонном поле [109].

В согласии со сказанным выше, получаем формулу

1

2

dν

dr
exp(−λ) =

g′

m0c2
exp(−λ)

∂ψ

∂r
, (27.19)

из которой с учетом обращения метрики на бесконечности в плоскую, имеем

ν(r) =
2g′

m0c2
ψ(r). (27.20)
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Итак, формулы (27.20), (27.13) определяют g00 компоненту метрического тензора скаляр-
ного мезонного поля. Компоненту g11 метрического тензора можно определить из уравне-
ния (27.15), которое можно представить в следующей форме:

dY

dr
+ h(r)Y (r) = k(r), Y (r) = exp(−λ), h(r) =

2

T

dT

dr
,

T (r) = exp
(

ν

2

)
r2∂ψ

∂r
, k(r) =

2k2
0ψ

∂ψ
∂r

. (27.21)

Таким образом, поучили линейное неоднородное уравнение, решение которого представи-
мо в виде:

Y (r) = exp
(
−

∫ r

d
h(r)dr

) ∫ r

d
exp

(∫ r

d
h(r)dr

)
k(r)dr+

+C exp
(
−

∫ r

d
h(r)dr

)
. (27.22)

Решение уравнения представлено здесь как сумма двух функций. Первая при r = d об-
ращается в нуль, а вторая принимает значение C. Внутренний интеграл легко берется в
квадратурах. ∫ r

d
h(r)dr = ln

(
T (r)

T (d)

)2

,

откуда следует выражение

Y (r) =
2k2

0

T 2(r)

∫ r

d
exp(ν)r4ψ

∂ψ

∂r
dr + C

(
T (d)

T (r)

)2

. (27.23)

В соотношении (27.23) интегральная кривая Y (r) проходит через точку (d, C). Считая,
что на бесконечности метрика является плоской, получим

Y (r) =
(

T (∞)

T (r)

)2[
1− 2k2

0

T 2(∞)

∫ ∞

r
exp(ν)r4ψ

∂ψ

∂r
dr

]
. (27.24)

Формулы (27.13), (27.20) и (27.24) определяют геометрию пространства - времени скаляр-
ного мезонного поля. Зная метрику и скалярный потенциал ψ, найдем тензор энергии-
импульса нейтрального скалярного поля, воспользуясь результатом работы [53]. В резуль-
тате получаем

Tµν =
n

4π

(
∂ψ

∂yµ

∂ψ

∂yν
+

1

2

(
k2

0 −
∂ψ

∂yλ

∂ψ

∂yλ

)
gµν

)
. (27.25)

Здесь n - размерная постоянная, выбор которой зависит от конкретного вида скалярно-
го поля. Для интересующей нас тетрадной компоненты T(0)(0) тензора энергии-импульса
получаем выражение

T(0)(0) =
n

4π

(
dψ

dS

dψ

dS
+

1

2

(
k2

0 −
∂ψ

∂yλ

∂ψ

∂yλ

))
. (27.26)

Для стационарного случая в сопутствующей системе (27.16) находим

T(0)(0) =
n

8π

(
k2

0ψ
2 − gkl ∂ψ

∂yk

∂ψ

∂yl

)
. (27.27)
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Далее, воспользуясь общей формулой (19.18) для энергии поля, получим выражение

W =
∫

T (0)(0)√−gd3y =

=
n

8π

∫
exp

(
λ + ν

2

)
r2 sin θ

(
k2

0ψ
2 + e−λ

(
dψ

dr

)2)
dθdφdr =

=
n

2

∫
exp

(
λ + ν

2

)
r2

(
k2

0ψ
2 + e−λ

(
dψ

dr

)2)
dr. (27.28)

Воспользуясь уравнением (27.15), имеем для первого члена в (27.28) выражение

n

2

∫
exp

(
λ + ν

2

)
r2k2

0ψ
2dr =

=
n

2

∫
ψ

∂

∂r

((
exp

ν − λ

2

)
r2∂ψ

∂r

)
dr, (27.29)

которое после интегрирования по частям сводит энергию поля W к виду

W = −n

2
ψ(R) exp

(
ν(R)− λ(R)

2

)
R2∂ψ

∂r

∣∣∣∣∣
r=R

. (27.30)

Отметим, что полученные результаты неоднозначны. Уравнение (27.2), как известно, на-
пример, из [23], зависит от метода вывода и может быть представлено в следующей форме

−gµν∇µ∇νψ − k2
0ψ − kRψ = 4πg′δ(~r − ~r′(t)), k0 =

2πµc

h
. (27.31)

Здесь R - скалярная кривизна, k - некоторая постоянная, зависящая от способа получения
этого уравнения. Мы не будем на этом останавливаться, отсылая читателя к работе [23].
Ясно, что используемый здесь аппарат можно применить и в теории нестационарного пе-
реноса нейтронов [114-116] для уточнения сечений рассеяния и захвата, но это не является
предметом исследования в данной книге.

28. Скалярная ньютонова гравитационная сила связанных масс

Проведем анализ полученного соотношения для энергии поля.

Для частного случая k0 = 0, нейтральное мезонное поле по структуре напоминает
ньютоновское гравитационное поле. Решим следующую задачу.

Пусть имеется невесомая твердая оболочка радиуса R, окруженная взаимодействую-
щими друг с другом по закону всемирного тяготения Ньютона частицами пыли. Пусть
массивные пылинки расположены в очень тонком сферическом слое, толщина которого
пренебрежимо мала по сравнению с радиусом оболочки. Ясно, что под действием силы
взаимного притяжения частицы будут давить на оболочку. По третьему закону Ньютона
оболочка будет давить на частицы, вызывая у них появление "ускорения направленного от
центра оболочки по радиусу. В согласии с постулатом эквивалентных ситуаций и вычис-
лениями, проведенными в предыдущем разделе, потенциал скалярного гравитационного
поля гравитирующего слоя можно получить из формулы (27.13), полагая в ней f = 1.

ψ =
g′

2Rs
exp (−s2)

∫ s(1−2p)

s
exp(u2)du, (28.1)
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где величинa s определяется равенством

s =

√
βr

2p
= r

√
a0

4Rc2
. (28.2)

В согласии с принципом соответствия, при исчезающе малых значениях s должно полу-
чаться выражение для ньютонова потенциала. Откуда следует, что заряд g′ = kM , где k
- гравитационная постоянная, M - масса всех частиц в слое. Величина a0 на поверхности
оболочки равна половине от величины ускорения свободного падения пробных частиц на
оболочку, что дает для s

s =
r

4R

√
rg

R
, rg =

2kM

c2
, (28.3)

где rg - гравитационный радиус.

Для скалярного гравитационного поля уравнение (27.15) сводится к виду

∂

∂r

(
exp

(
ν − λ

2

)
r2∂ψ

∂r

)
= 0, (28.4)

интегрируя которое при выполнении принципа соответствия, получаем

exp
(

ν − λ

2

)
r2∂ψ

∂r
= kM. (28.5)

Воспользуясь выражением для энергии (27.30), получим

W = −n

2
kψ(R). (28.6)

Если мы пренебрежем "ускорением"частиц на сфере, то в силу классического соотношения

ψ = −kM

R
,

получаемого из (28.1) при s → 0, находим

W =
n

2

k22

R
. (28.7)

Из принципа соответствия для ньютоновского гравитационного поля выбираем

n = −1

k
, (28.8)

после чего выражение для энергии поля вне оболочки в нулевом приближении совпадает
с ньютоновским аналогом.

W = −1

2

k2

R
. (28.9)

Знак минус говорит о том, что массы в гравитации всегда притягиваются. В электростати-
ке одноименные заряды отталкиваются, поэтому электростатическая энергия заряженного
шара для заряда любого знака положительна.

Отметим, что рассматриваемая нами ньютоновская скалярная гравитация рассматри-
вается в римановом пространстве-времени. Она ни в коем случае не претендует на замену
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ОТО и представляет чисто методический интерес, как некоторый частный случай без-
массового мезонного скалярного поля, для которого уравнения более просты, чем для
массивных мезонов.

Из формулы (28.9) следует, что при R → 0 энергия гравитационного поля оболочки
при фиксированной массе M стремится к минус бесконечности. Это вполне естественно
для теории Кулона и Ньютона и является главной трудностью этих теорий.

Найдем значение энергии скалярного гравитационного поля в нашем случае. Для этого
воспользуемся выражениями (28.6) и (28.1) при p = 1. В результате получим

ψ(R) = −g′ exp(−δ2)
√

π

2Riδ

[
Φ(iδ)

]
, s(R) = δ =

1

4

√
rg

R
. (28.10)

При R → 0, δ →∞, поэтому используя формулу (19.22), находим

W = −2Mc2.

Знак минус в энергии означает наличие притяжения между частицами, а удвоение энергии
обусловлено наличием давления Пуанкаре со стороны жесткой оболочки на частицы.

29. Энергия протона

В разделе 19 при рассмотрении электромагнитной энергии электрона для устранения
его взрыва под действием кулоновских сил было необходимо вводить поверхностное давле-
ние Пуанкаре. Природа этого давления неизвестна, однако оно необходимо для объяснения
устойчивости электрона. При рассмотрении протона давление Пуанкаре обусловлено есте-
ственными ядерными силами. Для простоты будем считать, что заряд протона размазан
по его поверхности, а отрицательное давление со стороны созданного протоном электро-
магнитного поля удерживает протон от коллапса. Таким образом, сила со стороны элек-
тромагнитного поля играет роль связи для противодействия основным ядерным силам
сжатия. Эта силы, направленные по радиусу от центра протона, противоположны по зна-
ку силам Пуанкаре для электрона, и в отличие от сил Пуанкаре, вызывают положитель-
ное "ускорение"для элементов зарядов на поверхности протона. Поэтому для вычисления
энергии протона будем использовать формулу (19.3) вместо соотношения (19.3а), которое
использовалось нами ранее при рассмотрении движения электрона в электрическом поле
протона. 1

Дальнейшее вычисление электростатической энергии протона производится по форму-
лам раздела 19 с положительным "ускорением"и для протона приводит к соотношению
(19.23) с N=1, т.е.

W = mpc
2
(
1− 4mpc

2R

e2

)
, (29.1)

где mp - масса покоя протона, а R - его характерный размер. Последняя формула справед-
лива, когда параметр δ в (19.8) много больше единицы, что эквивалентно R → 0. Поэтому
для точечного протона его энергия электрического поля

W = mpc
2. (29.2)

1Отметим во избежание недоразумений, что для описания электрона в поле протона можно использо-
вать и формулу (19.3). Какая же из них является более "правильной"не совсем ясно.
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Глава 8

РЕЛЯТИВИСТСКАЯ КИНЕМАТИКА
ДЕФОРМИРУЕМОЙ СРЕДЫ

В этой главе рассмотрена кинематика деформируемой среды в рамках СТО. На гипер-
поверхностях ортогональных мировым линиям частиц среды (актуальной и начальной)
найдены тензоры деформаций в различных системах отсчета, обобщающие классические
тензоры Альманси, Грина, Коши, Фингера. Получены релятивистские уравнения совмест-
ности деформаций и выведены соотношения, связывающие тензор распространения натя-
жений со скоростью изменения тензора деформаций в различных представлениях. Най-
дены релятивистские уравнения совместности для тензора скоростей деформаций.

30. Формализм ортогональных реперов в пространстве Минковского и Римана

Неголономные преобразования и тетрадный формализм в предыдущих разделах ис-
пользовались лишь эпизодически. В этой и последующих главах формализм ортогональ-
ных реперов и неголономные геометрические объекты являются определяющими. Так как
в литературе, хорошо известной читателям (например, [7]), сведений по тетрадному фор-
мализму недостаточно для дальнейшего изложения, а книги [128], [1], [22], в которых
формализм дан достаточно полно, стали библиографической редкостью, то для удобства
читателей приведем необходимые в дальнейшем соотношения по формализму ортогональ-
ных реперов. Для более тесной связи с классической механикой деформируемых сред бу-
дем использовать в пространстве Минковского не сигнатуру (+−−−), как в предыдущих
разделах, а задавать интервал с помощью выражения

−dS2 = δµνdxµdxν , (30.1)

где метрический тензор имеет простейший вид

gµν = δµν , µ, ν = 1, 2, 3, 4, x4 = ict, i =
√−1.

Всюду в дальнейшем греческие индексы будут изменяться от единицы до четырех, а ла-
тинские - от единицы до трех. В силу выбора x4 = ict не делается различия между кова-
риантными и контравариантными компонентами.

В каждой точке галилеевой системы координат построим ортонормированный репер -
тетраду. Каждая из тетрад будут отличаться друг от друга только параллельными сдви-
гами ( однородное поле тетрад), {

O,~hµ

}
, (30.2)

образующее прямолинейную тетрадную решетку. Наряду с тетрадами (30.2) введем про-
извольное неоднородное поле тетрад

{
O,~h(α)

}
,
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которые связаны с векторами тетрад (30.2) локальным ортогональным преобразованием

~h(α) = hµ(α)~hµ. (30.3)

Тетрадные индексы произвольного тетрадного поля будем заключать в скобки. Коэффи-
циенты hµ(α) называются коэффициентами Ламе. Выбрав точку O какой либо тетрады
(30.2) за начало отсчета, остальным точкам O сопоставляются координаты Минковского
xµ, отсчитываемые вдоль направлений тетрадных векторов. Подобно тетрадам (30.2), тет-
рады (30.3) также образуют ортогональную, но уже искривленную тетрадную решетку, с
которой можно связать координатную сетку x(α), как и для тетрад (30.2). Координатные
сетки тетрад (30.2) и (30.3) связаны локальным ортогональным преобразованием

dx(α) = hµ(α)dxµ. (30.4)

Тот факт, что тетрадные векторы единичны и ортогональны запишется в виде

~h(α) · ~h(β) = δ(αβ), ~hµ · ~hν = δµν . (30.5)

Из последнего соотношения следует

hµ(α)hµ(β) = δ(αβ), hµ(α)hν(α) = δµν , ~hµ · ~h(α) = hµ(α). (30.6)

Так как в каждой точке пространства-времени находятся два ортонормированных репера,
то любой вектор ~A может быть разложен по векторам этих реперов.

~A = Aµ
~hµ = A(α)~h(α). (30.7)

Откуда, используя (30.5) и (30.6), получаем

A(α) = hµ(α)Aµ, Aµ = hµ(α)A(α). (30.8)

Заметим, что соотношение (30.4) в общем случае неинтегрируемо, т.к. dx(α) не является
полным дифференциалом. В этом случае преобразование (30.4) называется неголоном-
ным.

Найдем изменение ∆x(α) при обходе по замкнутому контуру в случае (30.4).

∆x(α) =
∮

(L)

hσ(α)dxσ =
∫

(f)

Cµν(α)dfµν 6= 0. (30.9)

Мы использовали теорему Стокса при переходе от интеграла по замкнутому контуру (L)
к интегралу по охватываемой контуром поверхности (f).

Cµν(α) =
1

2

(
∂hν(α)

∂xµ

− ∂hµ(α)

∂xν

)
. (30.10)

Величина Cµν(α) называется объектом неголономности, который является общековариант-
ным тензором в индексах µ, ν, но не относительно индекса α. Только в том случае, когда
все компоненты объекта неголономности равны нулю, преобразование будет голономным.
Отметим еще одно важное обстоятельство. Так как соотношение (30.3) приводит к появле-
нию искривленной тетрадной решетки, то при параллельном переносе некоторого вектора
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~A его компоненты A(α), вследствие различной ориентации тетрад, будут изменяться по
закону

dpA(α) = ∆σ(αβ)A(β)dxσ. (30.11)

Здесь объект связности
∆σ(αβ) = −∆σ(βα)

играет ту же роль, что и символы Кристоффеля при параллельном перенесении некото-
рого вектора Aµ в криволинейной координатной системе. Величины ∆σ(αβ), образующие
общековариантный вектор относительно индекса σ, называются коэффициентами враще-
ния Риччи, для вычисления которых воспользуемся тем фактом, что при параллельном
переносе галилеевы компоненты вектора не меняются

dpAσ = dpA(α)hσ(α) + A(α)dphσ(α) = 0,

dpA(α) = −hν(α)
∂hν(β)

∂xσ

A(β)dxσ.

Откуда, сравнивая с (30.11), имеем

∆σ(αβ) = −hν(α)
∂hν(β)

∂xσ

. (30.12)

Ковариантный (абсолютный) дифференциал вектора A(α) есть

∗DA(α) = dA(α)− dpA(α) =
[
∂A(α)

∂xσ

−∆σ(αβ)A(β)
]
dxσ. (30.13)

∗DA(α)

∂xσ

=∗ ∇σA(α) =
∂A(α)

∂xσ

−∆σ(αβ)A(β). (30.14)

Отметим, что ∗∇σA(α) является общековариантным тензором относительно локальных
преобразований тетрад. Для любого тензора Tµ(α), заданного галилеевыми и тетрадными
компонентами, имеем

∗∇σTµ(α) =
∂Tµ(α)

∂xσ

−∆σ(αβ)Tµ(β). (30.15)

В частности
∗∇σhµ(α) =

∂hµ(α)

∂xσ

+ hν(α)
∂hν(β)

∂xσ

hµ(β) ≡ 0. (30.16)

Таким образом, при ковариантном дифференцировании коэффициенты Ламе являются
ковариантно постоянными. Производная по направлению от некоторого геометрического
объекта T в направлении x(α) определяется при помощи равенства

∂T

∂x(α)
= hσ(α)

∂T

∂xσ

. (30.17)

Покажем, что эти производные некоммутативны и вычислим их коммутатор

∂2T

∂x(β)∂x(α)
= hε(β)

∂hν(α)

∂xε

∂T

∂xν

+ hε(β)hν(α)
∂2T

∂xε∂xν

,

∂2T

∂x(β)∂x(α)
− ∂2T

∂x(α)∂x(β)
=

(
hε(β)

∂hν(α)

∂xε

− hε(α)
∂hν(β)

∂xε

)
∂T

∂xν

.
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Воспользуемся равенствами

C(αβ, γ) = Cµε(γ)hµ(α)hε(β), (30.18)

C(αβ, γ)hν(γ) = C(αβ)ν =
1

2

(
hε(β)

∂hν(α)

∂xε

− hε(α)
∂hν(β)

∂xε

)
. (30.19)

Используя (3.19), находим

∂2T

∂x(β)∂x(α)
− ∂2T

∂x(α)∂x(β)
= 2C(αβ)ν

∂

∂xν

= 2C(αβ, γ)
∂

∂x(γ)
. (30.20)

Из (30.20) следует, что некоммутативность производных по направлениям является след-
ствием того, что объект неголономности отличен от нуля. Путем непосредственной про-
верки можно убедиться, что между коэффициентами Риччи и объектом неголономности
существует соотношение

∆(ε, αβ) = hσ(ε)∆σ(αβ) = C(αε, β) + C(αβ, ε) + C(εβ, α). (30.21)

Остановимся еще на одном важном пункте, отметив, что тетрады (O,~h(a)) только одной
точкой O (началом) принадлежат пространству Минковского, а вся остальная конструк-
ция ему не принадлежит. Геометрически это утверждение означает, что преобразования
координатной сетки меняет координаты точек O, но не изменяют ориентации самих тет-
рад. Рассмотрим обычные (глобальные) преобразования Лоренца.

xµ′ = Lµ′µxµ, Lµ′µLµ′ν = δµν , Lµ′µ = const. (30.22)

Из соотношения (30.8)
A(α) = hµ(α)Aµ,

где Aµ и hµ(α) при преобразованиях Лоренца преобразуются как 4-векторы, следует, что

A′(α) = h′µ(α)A′
µ = Lµ′µLµ′νhµ(α)Aν = A(α). (30.23)

Таким образом, вектор A(α), заданный тетрадными компонентами, при преобразованиях
Лоренца ведет себя как совокупность скаляров. Так как тетрады друг от друга отли-
чаются только относительной ориентацией, то они связаны локальным ортогональным
преобразованием

~h(α′) = ω(α′α)~h(α), ω(ασ)ω(βσ) = δ(αβ), (30.24)

где коэффициенты преобразования ω(αβ) зависят от координат. Преобразование (30.24)
образует группу, действующую в пространстве тетрад, которая выполняет примерно ту
же роль, что и группа преобразований координатной сетки в пространстве Минковского.
При преобразовании (30.24) любой тензор Aα1α2...αn , заданный галилеевыми компонентами,
преобразуется как совокупность скаляров. Действительно

A′
α1α2...αn

= hα1(β1)hα2(β2)...hαn(βn)A(β1...βn) =

= hα1(β
′
1)hα2(β

′
2)...hαn(β′n)ω(β1β

′
1)ω(β2β

′
2)...ω(βnβ′n)

ω(β1γ
′
1)ω(β2γ

′
2)...ω(βnγ

′
n)A(γ′1γ

′
2...γ

′
n) = Aα1α2...αn . (30.25)
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Таким образом, геометрический объект Aα1...αn(β1...βm) представляет собой тензор ранга
n относительно преобразований Лоренца и тензор ранга m относительно преобразований
тетрад. Связь между галилеевыми и тетрадными компонентами в общем случае, как и в
случае (30.8), осуществляется при помощи коэффициентов Ламе.

Aα1α2...αn(β1β2...βm)hα1(γ1)hα2(γ2)...hαn(γn) = A(γ1...γnβ1...βm), (30.26)

Aα1α2...αn(β1β2...βm)hσ1(β1)hσ2(β2)...hσm(βm) = Aα1...αnσ1...σm . (30.27)

Рассмотрим, как изменяется вектор A(α) при параллельном переносе по бесконечно
малому замкнутому контуру

∮
dpA(α) =

∮
∆ε(αβ)A(β)dxε =

1

2

∫
Rµν(αβ)A(β)dfµν =

=
1

2

∫
dfµν

[
∂∆ν(αβ)

∂xµ

− ∂∆µ(αβ)

∂xν

+

+∆µ(αε)∆ν(βε)−∆ν(αε)∆µ(βε)
]
A(β). (30.28)

Откуда

Rµν(αβ) =
∂∆ν(αβ)

∂xµ

− ∂∆µ(αβ)

∂xν

+ ∆µ(αε)∆ν(βε)−∆ν(αε)∆µ(βε). (30.29)

Подставляя (30.29) в (30.12), получаем, что

Rµν(αβ) ≡ 0, (30.30)

где Rµν(αβ) - тензор кривизны, заданный галилеевыми и тетрадными компонентами.

Таким образом, связность ∆µ(αβ) появилась именно потому, что мы ввели некоторое
произвольное тетрадное поле. Она не дает вклада в тензор кривизны, компенсируя введе-
ние неоднородного тетрадного поля, которое мы ввели наряду с однородным.

Выясним теперь, что нового дает переход от галилеевых координат пространства Мин-
ковского к произвольным криволинейным координатам. Пусть yµ - криволинейные коор-
динаты, введенные наряду с галилеевыми xα при помощи соотношения

yµ = fµ(xα), xα = φα(yµ). (30.31)

Выражение (30.1) примет более общую форму

−dS2 = ĝµνdyµdyν , (30.32)

где компоненты метрического тензора ĝµν имеют следующий вид

ĝµν =
∂xα

∂yµ

∂xα

∂yν
. (30.33)

Радиус-вектор ~r, проведенный из начала координат в некоторую точку M , будет функцией
криволинейных координат yµ. Рассмотрим новый вектор ~̂

hµ, полученный дифференциро-
ванием ~r по yµ, т.е.

~̂
h =

∂~r

∂yµ
. (30.34)
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Каждый из этих четырех векторов является касательным к координатной линии yµ в точке
M и все вместе они образуют локальный аффинный репер, с которым можно связать
локальную косоугольную и прямолинейную систему координат. При переходе от точки
к точке векторы ~̂

hµ изменяют свою длину и относительную ориентацию. Любой вектор
~A, заданный в точке M может быть разложен по векторам ~̂

hµ аффинного репера, для
которого точка M служит началом

~A = Âµ~̂hµ. (30.35)

Коэффициенты разложения Âµ, являющиеся в общем случае функциями координат yµ,
называются криволинейными контравариантными компонентами вектора ~A. В каждой
точке может быть построен также взаимный аффинный репер ~̂

h
µ

такой, что

~̂
hν · ~̂h

µ

= δµ
ν . (30.36)

Тогда
~A = Âµ

~̂
h

µ

, (30.37)

где Âµ - ковариантные компоненты вектора. Кроме того, в каждой точке галилеевой си-
стемы может быть построен ортонормированный репер, векторы которого единичные и
ортогональные. Так как поле таких векторов в соответствии с (30.2) однородно, то

∂~hµ

∂xε

=
∂~hµ

∂yε
= 0. (30.38)

Скалярные произведения векторов аффинного и ортонормированного образуют коэффи-
циенты Ламе

hεµ = ~hε · ~̂hµ =
∂~r

∂xε

· ∂~r

∂yµ
=

∂xε

∂yµ
, hµ

ε = ~hε · ~̂h
µ

=
∂~r

∂yν

∂yν

∂xε

~̂
h

µ

=
∂yµ

∂xε

. (30.39)

Коэффициенты Ламе являются компонентами смешанного тензора, индексы которого от-
носятся к разным координатным системам. Эти коэффициенты позволяют связать орто-
гональные и криволинейные компоненты векторов.

Aα = hαµÂ
µ = hµ

αÂµ, Âµ = hµ
αAα, Âµ = hαµAα. (30.40)

При помощи их можно записать компоненты метрического тензора

ĝµν =
∂xα

∂yµ

∂xα

∂yν
= hαµhαν , ĝµν =

∂yµ

∂xα

∂yν

∂xα

= hµ
αhν

α, hαµh
µ
β = δαβ. (30.41)

Используя соотношения (30.3), введем произвольное тетрадное поле {O,~h(α)}. Таким об-
разом, в каждой точке возникают три репера: два ортогональных и один аффинный. Связь
между произвольным ортогональным репером и аффинным также осуществляется при
помощи параметров Ламе.

~h(α) · ~̂hµ = ĥµ(α), ~h(α) · ~̂h
µ

= ĥµ(α), ĥµ(α)ĥµ(β) = δ(αβ),

ĥµ(α)ĥν(α) = hεµhεν = ĝµν , ĥµ(α)ĥν(α) = hσµh
ν
σ = δν

µ,
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ĥµ(α)ĥν(α) = hµ
σh

ν
σ = ĝµν . (30.42)

Между аффинными и тетрадными компонентами для некоторого вектора ~A имеют место
равенства.

A(α) = ĥµ(α)Âµ = h(α)µÂµ, Âµ = h(α)µA(α), Âµ = hµ(α)A(α). (30.43)

Найдем изменение ∆yµ при обходе по замкнутому контуру. Используя значения (30.39),
получим

∆yµ =
∮

(L)

hµ
αdxα =

1

2

∫

(f)

(∂hµ
β

∂xα

− ∂hµ
α

∂xβ

)
dfαβ = 0. (30.43a)

Этим свойством, как известно, обладают голономные преобразования. Подсчитаем анало-
гичное изменение для

dy(α) = ĥµ(α)dyµ.

∆y(α) =
∮

(L)

ĥσ(α)dxσ =
∫

(f)

Ĉµν(α)dfµν 6= 0, (30.43b)

так как объект неголономности Ĉµν(α), отнесенный к произвольной криволинейной коор-
динатной сетке и определяемый равенством

Cµν(α) =
1

2

(
∂hν(α)

∂yµ
− ∂hµ(α)

∂yν

)

отличен от нуля. При переходе к галилеевым координатам получим соотношение (30.10).

Рассмотрим как будут изменяться компоненты A(α) при параллельном переносе неко-
торого вектора ~A.

dpA(α) = D̂eltaε(αβ)A(β)dyε, dpA(α) = dp(ĥ
µ
αÂµ) =

= −ĥµ(α)Γµ
σλÂ

λdyσ + +Âµ ∂ĥµ(α)

∂yσ
dyσ =

=
(
−ĥµ(α)ĥλ(β)Γµ

ελ + +ĥµ(β)
∂ĥµ(α)

∂yσ

)
A(β)dyε.

Откуда находим

D̂eltaε(αβ) = −ĥµ(α)ĥλ(β)Γµ
ελ + ĥµ(β)

∂ĥµ(α)

∂yε
,

что эквивалентно

Γµ
σλ. = ∆µ

σ,λ. + ĥµ(β)
∂ĥλ(β)

∂yσ
(30.44)

В галилеевых координатах коэффициенты Риччи определяются соотношением (30.12).
Коэффициенты Γµ

σλ (символы Кристоффеля) описывают изменение локальных аффин-
ных реперов при переходе от точки к точке. Если метрический тензор порожден только
криволинейной системой координат плоского пространства, то коэффициенты связности
имеют вид

Γµ
σλ =

∂yµ

∂xα

∂2xα

∂yσ∂yλ
. (30.45)

210



При этом ĝµν и Γµ
σλ связаны обычным образом

Γµ
σλ =

1

2

(
∂ĝλν

∂yσ
+

∂ĝσν

∂yλ
− ∂ĝσλ

∂yν

)
. (30.46)

Коэффициенты Риччи D̂elta(ε, αβ) связаны с объектом неголономности по тому же пра-
вилу, как и (30.21).

D̂elta(ε, αβ) = Ĉ(αε, β) + Ĉ(αβ, ε) + Ĉ(εβ, α). (30.47)

Ĉ(εβ, α) = Ĉµν(α)ĥµ(ε)ĥν(β). (30.48)

Ковариантный (абсолютный) дифференциал вектора A(α), как и в случае (30.13) есть

∗DA(α) = dA(α)− dpA(α) =
[
∂A(α)

∂yσ
− D̂eltaσ(αβ)A(β)

]
dyσ. (30.49)

∗DA(α)

∂yσ
=∗ ∇σA(α) =

∂A(α)

∂yσ
− D̂eltaσ(αβ)A(β). (30.50)

Для любого тензора T̂µ(α), заданного аффинными и тетрадными компонентами, имеем

∗∇σT̂µ(α) =
∂T̂µ(α)

∂yσ
− Γλ

σµT̂λ(α)− D̂eltaσ(αβ)T̂µ(β). (30.51)

В галилеевых координатах (30.51) переходит в (30.15). ∗∇σT̂µ(α) является общековариант-
ным тензором по индексам σ, µ и вектором по отношению к преобразованию тетрад. В
частности

∗∇σĥµ(α) =
∂ĥµ(α)

∂yσ
− Γλ

σµĥλ(α)− D̂eltaσ(αβ)ĥµ(β) ≡ 0. (30.52)

Таким образом, как и в случае (30.16) коэффициенты Ламе являются ковариантно посто-
янными.

В рассмотренном выше случае всегда можно от криволинейных координат yµ перейти
к галилеевым xα, тогда все сорок коэффициентов связности Γµ

σλ обратятся в нуль. Если же
пространство риманово, то галилееву систему во всем пространстве ввести нельзя и мы вы-
нуждены пользоваться только криволинейными системами координат. Далее, в римановом
пространстве вместо радиуса-вектора конечных размеров, которого принципиально не су-
ществует, можно построить в каждой точке бесконечно малый радиус вектор d~r, однако он
будет принадлежать уже другому многообразию - касательному плоскому пространству,
которое можно построить в каждой точке искривленного пространства. В этом касатель-
ном (локальном) плоском пространстве располагаются аффинный и ортонормированный
реперы, а также любые векторы, которые можно построить по их криволинейным компо-
нентам. Таким образом, формализм плоского пространства в криволинейных координатах
применим и к риманову пространству, в котором, правда, метрический тензор и символы
Кристоффеля не выражаются через производные от галилеевых координат, как это имело
место в плоском пространстве. В римановом пространстве принципиально нельзя выбрать
такой координатной системы, в которой координаты метрического тензора ĝµν становятся
постоянными во всем пространстве. В связи с этим в римановом пространстве появля-
ется новая характеристика, которая отличает его от плоского пространства, а именно,–
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кривизна. При параллельном переносе вектора A(α) по бесконечно малому замкнутому
контуру этот вектор получает приращение ∆A(α), определяемое как

∆A(α) =
∮

dpA(α) =
∮

D̂eltaε(αβ)A(β)dyε =
1

2

∫
Rµν(αβ)A(β)dfµν , (30.53)

где

Rµν(αβ) =
∂D̂eltaν(αβ)

∂yµ
− ∂D̂eltaµ(αβ)

∂yν
+ D̂eltaµ(αε)D̂eltaν(βε)− D̂eltaν(αε)D̂eltaµ(βε).

(30.54)
Соотношение (30.54) выражает тензор кривизны через коэффициенты Риччи. Свертывая
индексы с помощью коэффициентов Ламе ĥµ(α), ĥν(β), получим скалярную кривизну
пространства R.

R = 4∇σ{Ĉ(εβ, β)ĥσ(ε)} − 4Ĉ(αβ, β)Ĉ(αε, ε) + D̂elta(ε, αβ)Ĉ(αβ, ε), (30.55)

где ∇σ - ковариантная производная относительно группы преобразований координатной
сетки, для которых тетрадные индексы являются инвариантными. Поэтому

∇σÂ
µ(α1, ...αn) =

∂Âµ(α1, ...αn)

∂yσ
+ Γµ

σλÂ
λ(α1, ...αn). (30.56)

В частности из (30.52)
∇σĥµ(α) = D̂eltaσ(αβ)ĥµ(β). (30.57)

До сих пор мы рассматривали ортогональные реперы ĥµ(α) как некоторое произ-
вольное тетрадное поле. Однако особый интерес для нас будут представлять тетрады,
связанные с каждой точкой некоторой временно-подобной кривой Γ (мировой линией) в
пространстве-времени. Выпишем соотношения, носящие название формул Френе-Серре.

δÂµ

δS
= β̂B̂µ, (30.58)

δB̂µ

δS
= ĉĈµ + β̂Âµ, (30.59)

δĈµ

δS
= d̂D̂µ − ĉB̂µ, (30.60)

δD̂µ

δS
= −d̂Ĉµ, (30.61)

где
ÂµÂµ = −1, B̂µB̂µ = ĈµĈµ = D̂µD̂µ = 1. (30.62)

B̂µ, Ĉµ, D̂µ представляют собой первую вторую и третью нормали к Γ соответственно, а
β̂, ĉ, d̂ - первую, вторую и третью кривизны. δF̂ µ/δS - абсолютная производная контрава-
риантного векторного поля F µ на кривой yµ(S), определяемая равенством

δF̂ µ

δS
=

dF̂ µ

dS
+ Γµ

αβF̂α dyβ

dS
. (30.63)
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Пусть

Âµ =
dyµ

dS
(30.64)

есть мнимо единичный вектор, касательный к Γ. Тогда из уравнений (30.58), (30.62) опре-
деляются B̂µ и β̂, из уравнений (30.59), (30.62) определяются Ĉµ и ĉ и из (30.60), (30.62)
находим D̂µ и d̂. В силу соотношения (30.62) три вектора B̂µ, Ĉµ, и D̂µ - единичные и один
Âµ - мнимоединичный. Установим, что они образуют ортогональный репер и удовлетво-
ряют уравнению (30.61). Умножая уравнение (30.58) на Âµ и используя (30.62), имеем

ÂµB̂
µ = 0. (30.65)

Аналогично

ĉB̂µĈ
µ = B̂µ

δB̂µ

δS
= 0, B̂µĈ

µ = 0, (30.66)

Ĉµ
δĈµ

δS
= 0 = d̂ĈµD̂

µ − ĉĈµB̂
µ, ĈµD̂

µ = 0. (30.67)

Умножая (30.59) на Âµ, имеем

Âµ
δB̂µ

δS
= ĉĈµÂµ − β̂.

Дифференцируя (30.65), получаем

Âµ
δB̂µ

δS
= −B̂µ δÂµ

δS
= −β̂.

Откуда
ĈµÂµ = 0. (30.68)

Остальные соотношения доказываются аналогично. Чтобы доказать справедливость фор-
мулы (30.61), замечаем, что любой вектор может быть разложен по реперу Âµ, B̂µ, Ĉµ,
D̂µ и поэтому можно записать

δD̂µ

δS
= αÂµ + βB̂µ + γĈµ + δD̂µ. (30.69)

Умножая это уравнение поочередно на Âµ, B̂µ, Ĉµ, D̂µ и используя уже доказанные усло-
вия ортогональности и уравнения (30.58) - (30.60), получаем

α = β = δ = 0, γ = −d̂,

что удовлетворяет (30.61).

Рассмотрим кривую Γ, заданную уравнением yµ = yµ(S) и векторное поле V̂ µ, опреде-
ленное на Γ. Если вектор V̂ µ переносится параллельно вдоль Γ, то его абсолютная произ-
водная обращается в нуль.

δV̂ µ

δS
= 0. (30.70)

При этом ни длина вектора, ни его скалярное произведение не меняется. Кривая носит
название геодезической, если всякий вектор касательный к этой кривой в какой-либо точке
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M остается к ней касательным при параллельном перенесении вдоль нее. В частности, если
Âµ = dyµ/dS претерпевает параллельный перенос вдоль Γ и кривая неизотропная, то из
равенства δÂµ/δS = 0 следует уравнение геодезической

d2yµ

dS2
+ Γµ

νε

dyν

dS

dyε

dS
= 0. (30.71)

Помимо параллельного переноса рассмотрим необходимый нам в дальнейшем перенос
Ферми-Уолкера. Определим перенос Ферми-Уолкера вектора F̂ µ с помощью уравнения

δF̂ µ

δS
= β̂F̂ε(Â

µB̂ε − ÂεB̂µ), (30.72)

где β̂, Âµ, B̂ε входят в формулы Френе-Серре, рассмотренные выше. Важное свойство
переноса Ферми-Уолкера состоит в том, что в силу формул Френе-Серре, единичный ка-
сательный вектор к какой-либо кривой (негеодезической) автоматически претерпевает пе-
ренос Ферми-Уолкера. Этот перенос имеет сходство с параллельным переносом в смысле
сохранения нормы вектора и скалярного произведения. Действительно

d

dS
(F̂µF̂

µ) = 2β̂F̂µF̂ε(Â
µB̂ε − ÂεB̂µ) = 0,

d

dS
(F̂µK̂

µ) = β̂(F̂µK̂ε + K̂µF̂ε)(Â
µB̂ε − ÂεB̂µ) = 0. (30.73)

Поскольку параллельный перенос определяется более простым уравнением, он в матема-
тическом отношении более фундаментален, чем перенос Ферми-Уолкера, однако послед-
ний оказывается более важным в некоторых физических ситуациях. Например, если мы
возьмем тетраду на Γ так, что ĥµ(4) останется касательным к Γ, то при переносе Ферми-
Уолкера сохраняется не только ĥµ(4) вдоль Γ, но сохраняется также ортонормированный
3-репер, ортогональный Γ. Это приводит к образованию пространственной системы отсче-
та для наблюдателя, движущегося в пространстве-времени вдоль Γ. Рассмотрим тетраду
ĥµ(α), подвергающуюся переносу Ферми-Уолкера вдоль Γ так, что

iĥµ(4) = Âµ. (30.74)

Откуда следует с учетом (30.72), что

δĥµ(α)

δS
= iβ̂(ĥµ(4)B̂(α)− δ(α4)B̂µ). (30.75)

В частности
δĥµ(4)

δS
= −iβ̂B̂µ. (30.76)

δĥµ(k)

δS
= iβ̂ĥµ(4)B̂(k). (30.77)

Если перенос Ферми-Уолкера применить к вектору F̂ µ, ортогональному в некоторой точке
на Γ к касательному вектору Aµ, то эта ортогональность сохранится и в дальнейшем. Тогда
уравнение (30.72) примет вид

δF̂ µ

δS
= β̂F̂εÂ

µB̂ε. (30.78)
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Это правило переноса впервые было сформулировано Ферми, поэтому соотношение (30.78)
носит название переноса Ферми.

Рассмотрим нужные в дальнейшем некоторые свойства пространства с абсолютным
параллелизмом. Таким пространством будем называть пространство, в котором резуль-
тат параллельного переноса произвольного вектора x̂iµ из точки P в точку Q при любом
выборе этих точек не зависит от пути перенесения Q. Подобным свойством обладает, на-
пример, евклидово пространство. Выясним, существуют ли другие пространства с абсо-
лютным параллелизмом и какие именно. Рассмотрим риманово пространство, в каждой
точке которого в касательном (локальном) плоском пространстве располагаются аффин-

ный и ортонормированный реперы ~̂
h

µ

и ~h(α) соответственно. Объявим по определению,
что во всех точках риманова пространства соответствующие тетрадные векторы ~h(α) яв-
ляются параллельными. Рассмотрим некоторый вектор ~ξ = ξ(α)~h(α). Так как тетрадное
поле ~h(α) задано и объявлено параллельным, то естественно считать, что при параллель-
ном переносе вектора ~ξ его компоненты ξ(α) в разных тетрадах одинаковы, т.е.

dpξ(α) = 0, (30.79)

dpx̂iµ = −Γ̄µ
σλx̂iλdyσ, (30.80)

где связность Γ̄µ
σλ неизвестна. Найдем эту связность

dpξ(α) = dp(x̂iµĥµ(α)) = 0,

(
Γ̄µ

σλĥµ(α)ĥν(α)− ĥν(α)
∂ĥλ(α)

∂yσ

)
x̂iλdyσ = 0.

Откуда, в силу произвольности x̂iλ и dyσ, имеем

Γ̄µ
σλ = ĥµ(α)

∂ĥλ(α)

∂yσ
. (30.81)

Если выражение (30.81) подставить в риманов тензор кривизны, который выражается
обычным образом в виде

Rµ
στλ. =

∂Γµ
σλ

∂yτ
− ∂Γµ

τλ

∂yσ
+ Γµ

τεΓ
ε
σλ − Γµ

σεΓ
ε
τλ (30.82)

и заменить в этом тензоре Γµ
σλ → Γ̄µ

σλ, то

R̄µ
στλ.(Γ̄) ≡ 0. (30.83)

Таким образом, связность (30.81) является связностью пространства с абсолютным парал-
лелизмом, так как результат параллельного переноса вектора x̂iµ в силу (30.83) не зависит
от пути переноса. Из соотношения (30.81) следует, что Γ̄µ

σλ не является симметричной по
нижним индексам. Поэтому можно построить тензор кручения, определяемый как

Cλ
σµ. = Γλ

[σµ] =
1

2

(
∂ĥµ(α)

∂yσ
− ∂ĥσ(α)

∂yµ

)
ĥλ(α). (30.84)
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Используя (30.41), находим взаимосвязь между тензором кручения и объектом неголо-
номности

Cλ
σµ. = ĥλ(α)Ĉσµ(α). (30.85)

Таким образом, из равенства нулю тензора кривизны можно получить два решения: 1)
плоское пространство, 2) выражение для связности в пространстве с абсолютным парал-
лелизмом. Если потребовать равенства нулю тензора кручения, то пространство окажется
плоским.

Исследуем метрику пространства, задаваемую в согласии с (30.42) выражением

γ̂µν = ĥµ(α)ĥν(α).

Подставляя это выражение в (30.46) и (30.82), получим, что тензор кривизны будет от-
личен от нуля, так как исходное пространство риманово. Рассматривая (30.43) и (30.83),
замечаем, что полная риманова связность складывается из коэффициентов вращения Рич-
чи и связности пространства с абсолютным параллелизмом, т.е.

Γµ
σλ. = D̂eltaµ

σ,λ. + Γ̄µ
σλ.. (30.86)

Поэтому наличие кривизны риманова пространства связано с отличием от нуля коэффи-
циентов Риччи. Ясно, что связность абсолютного параллелизма можно ввести и в про-
странстве Минковского. В частности, в галилеевых координатах достаточно положить
Γµ

σλ = 0. Тот факт, что в этом случае коэффициенты Риччи и коэффициенты связности
абсолютного параллелизма отличаются знаком, обусловлен тем, что при выводе послед-
них мы объявили "параллельными"тетрадные векторы ~h(α), в то время как при выводе
(30.12) параллельными векторами в буквальном смысле этого слова являются векторы ~hµ.

31. Движение сплошной среды и тензоры деформаций

Движение сплошной среды будем описывать сначала в пространстве Минковского, ин-
тервал в котором дается выражением (30.1). Выбор галилеевых координат для описания
движения, вообще говоря, не является обязательным и при желании можно перейти к
любой криволинейной системе координат, но так как галилеевы координаты имеют мет-
рический смысл, то мы отдаем им предпочтение.

Каждой точке среды в пространстве Минковского соответствует своя мировая линия.
Следовательно, для всей среды мы будем иметь конгруенцию мировых линий, характер
которой зависит и от движения среды как целого, так и от деформаций, возникающих в
среде. Если среда обладает тем свойством, что под действием приложенных сил меняет
свою форму – деформируется и полностью восстанавливает свою форму после устранения
причины, вызывающей деформацию, то такую среду будем называть упругой. (Матема-
тическое определение упругой среды дадим ниже).

Прежде, чем переходить к релятивистскому описанию движения сплошной среды, оста-
новимся на классическом рассмотрении. Для описания движения сплошной среды суще-
ствуют два метода – метод Лагранжа и метод Эйлера. Движение материальной точки в
классической механике сплошной среды описывается при помощи уравнений

xi = xi(t), (31.1)
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где xi - текущие координаты, t - время. Рассматривая частицу сплошной среды как мате-
риальную точку, приведенные уравнения опишут ее движение. Так как сплошную среду,
непрерывным образом заполняющую пространство, можно представить состоящей из бес-
конечного множества точек, то для описания движения этих точек при помощи уравнений
(31.1) необходимо ввести в них параметры ak, характеризующие конкретную точку среды.
Тогда уравнения движения точек можно записать в виде

xi = xi(ak, t). (31.2)

В частности, параметры ak, образующие трехмерный вектор, можно выбрать так, чтобы
они определяли начальные координаты точек среды. Метод описания (31.2) носит назва-
ние метода Лагранжа, а переменные ak называются переменными Лагранжа.

Однако к вопросу о движении среды можно подойти и иначе. А именно, за объект
изучения можно выбрать неподвижное пространство, заполненное движущейся средой, и
изучать изменение различных элементов движения в фиксированной точке пространства,
изучая изменение этих элементов как с течением времени, так и при переходе к другим
точкам пространства. Тогда величины, характеризующие движение, рассматриваются как
функции координат точки xk и времени t. Этот метод был развит Эйлером, поэтому че-
тыре аргумента xk и t носят название переменных Эйлера. Разрешив уравнения (31.2)
относительно ak, получим

ak = ak(xi, t). (31.3)

Если ak характеризует начальное положение точки среды, то уравнения (31.3) указывают
начальное положение той точки среды, которая находится в момент времени t в точке
пространства xk. При релятивистском рассмотрении уравнения (31.2) заменяются урав-
нениями

xµ = xµ(ξν), (31.4)

где ξk - лагранжевы координаты, определяющие начальные положения точек среды, посто-
янные вдоль каждой из мировых линий, ξ4 - любой удобный времениподобный параметр,
изменяющийся вдоль мировых линий.

Наш подход к кинематике базируется на использовании лагранжевых сопутствующих
систем отсчета [44], [5]. Действительно, наиболее естественным способом построения реля-
тивистской кинематики является рассмотрение движения среды с точки зрения семейства
пространственно подобных гиперповерхностей, ортогональных мировым линиям. Эти ми-
ровые линии и гиперповерхности образуют инвариантную структуру, не зависящую от
выбора системы координат. Рассмотрение движения среды с позиции таких гиперповерх-
ностей сводят задачи динамики к задачам статики, так как на гиперповерхностях среда
всегда покоится. В разделе 30 был дан тетрадный формализм, который справедлив для
произвольного тетрадного поля ĥµ(α). Однако особый интерес для нас будут представлять
тетрады, связанные с мировыми линиями. Пусть hµ(4) единичный вектор, направленный
по касательной к мировой в некоторой точке. Так как движение сплошной среды описыва-
ется при помощи конгруенции мировых линий, то возникает поле единичных касательных
векторов. Поле этих векторов, как очевидно, совпадает по направлению с полем 4-скорости
Vµ. Поэтому имеет место равенство

ihµ(4) = Vµ. (31.5)
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Как известно из [20], в случае движения среды без вращений, мировые линии образуют
нормальную конгруенцию, т.е. существует семейство трехмерных гиперповерхностей, по
отношению к которым мировые линии ортогональны. Согласно методу Лагранжа, введем
четыре параметра yα, первые три из которых yk постоянны вдоль каждой мировой линии,
а четвертый y4 - переменный (временной). В качестве временного параметра y4 выбе-
рем параметр, нумерующий ортогональные мировым мировым линиям гиперповерхности.
При наличии вращений среды такой параметр будет неголономным, а при отсутствии -
голономным.

Уравнения конгруенций мировых линий для голономных лагранжевых координат при-
нимают вид

xµ = xµ(yα). (31.6)

Вектор 4-скорости Vµ в переменных Лагранжа определяется как

Vµ = θ
∂xµ

∂y4
, (31.7)

где скалярный множитель θ выбирается здесь таким образом, что

VµVµ = θ2∂xµ

∂y4

∂xµ

∂y4
= −1. (31.8)

(Обратим внимание, что в силу выбранной в (30.1) метрики, 4-скорость нормируется в
этом разделе на минус единицу, а не на единицу, как в (1.2)). Так как три лагранже-
вых параметра yk характеризуют положения мировых линий частиц среды на гиперпо-
верхностях, а y4 отсчитывается вдоль каждой мировой линии, то yα, очевидно, являют-
ся скалярными функциями относительно глобальных преобразований Лоренца. Совокуп-
ность лагранжевых параметров yk образует на любой фиксированной гиперповерхности
y4 = const деформируемую криволинейную координатную сетку, которая называется со-
путствующей системой координат. Она, очевидно, будет изменяться в зависимости от y4.
Как в классической механике сплошной среды [44], так и при релятивистском рассмотре-
нии [5], [46], выбор такой системы координат при фиксированном y4 в нашей власти, но
в следующий момент (y4 + dy4) она уже не подвластна нам, так как она "вморожена"в
среду и деформируется вместе с ней. Такую вмороженную в среду систему координат по
аналогии с классической механикой сплошной среды [44] определим как сопутствующую
систему. Координаты точек сплошной среды yk на любой произвольной, но фиксирован-
ной гиперповерхности y4 = const не изменяются, в то время как метрический тензор ĝkl на
этих гиперповерхностях, отнесенный к системе координат yk, вообще говоря, зависит от y4.
Кроме голономных координат yk на всякой фиксированной гиперповерхности y4 = const
возникают неголономные координаты x(k). Действительно, так как hµ(4) касательный
вектор к мировой линии, то триада hµ(k) лежит в ортогональной к ней гиперповерхно-
сти. Поэтому система тетрад (31.5) является сопутствующей системой отсчета. Это можно
доказать и математически, переходя от галилеева представления к тетрадному.

V (α) = hµ(α)Vµ = iδ(α4), V (k) = 0, V (4) = i, (31.9)

что и доказывает утверждение.

При изменении параметра y4 триады hµ(k), связанные с мировыми линиями частиц
среды, в общем случае изменяются. Простейшим переносом, удовлетворяющим (31.5),

218



т.е. оставляющим hµ(4) всегда касательным к мировой линии, является перенос Ферми-
Уолкера (30.75), который в пространстве Минковского задается уравнениями

δhµ(α)

δS
=

dhµ(α)

dS
= ibhε(α)(hµ(4)Bε − hε(4)Bµ), (31.10)

где b, Bε входят в уравнения Френе-Серре (30.58-30.62), записанные в пространстве Мин-
ковского. Так как триады переносятся по Ферми, то как известно из [20], их поле является
той системой отсчета, которая позволяет обеспечить правильное релятивистское обобще-
ние ньютоновского понятия "невращающейся системы отсчета". При поступательном дви-
жении элемент среды не поворачивается относительно осей переносимых по Ферми вдоль
мировых линий.

Всякому вектору dyk, соединяющему на некоторой гиперповерхности y4 = const две со-
седние мировые линии, ставится в соответствие вектор dx(k) = hµ(k)dxµ, соединяющий эти
же мировые линии. Координаты x(α) в отличие от yα, xα являются неголономными. Эти-
ми координатами можно пользоваться только локально (в бесконечно малой окрестности
каждой точки). В отличие от произвольных криволинейных координат yα, неголономные
координаты сохраняют обычный метрический смысл, в то время как произвольные кри-
волинейные координаты yα его теряют. Поэтому все результаты, полученные в произволь-
ных координатах, прежде чем сравнивать с опытом, необходимо выразить в локальной
(связанной с наблюдателем) ортогональной системе координат. Так как локальные орто-
гональные преобразования столь важны, то естественно возникает вопрос, нельзя ли их
сделать голономными?

Условия ортогональности
hµ(α)hµ(β) = δ(αβ)

и условия голономности

hµ(α) =
∂x(α)

∂xµ

,

вытекающие из равенства нулю объекта неголономности (30.10), дают систему десяти
дифференциальных уравнений

∂x(α)

∂xµ

∂x(β)

∂xµ

= δ(αβ),

которым должны удовлетворять четыре функции x(α) = fα(xµ). Ясно, что это в общем
случае невозможно.

Перейдем к рассмотрению деформаций, которые возникают при движении среды под
действием сил. Наш "релятивистский"подход по форме и содержанию почти полностью
эквивалентен классическому подходу, развиваемому в широко известной монографии Л.И.
Седова [44]. Отличие нашего подхода от классического состоит в замене начального и ак-
туального состояния среды на начальные и актуальные гиперповерхности, ортогональные
мировым линиям частиц среды. Таким образом, "релятивизм"проявляется в замене нью-
тоновского времени t на параметр y4/ic, нумерующий ортогональные мировым линиям
гиперповерхности.

Рассмотрим произвольные перемещения среды. Пусть {O, xµ} координаты событий
различных точек континуума. Отметим четыре основные системы координат, которыми
будем пользоваться.
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1. Система {O, x1, x2, x3, x4} с векторным базисом hµ (30.2), (30.38), gµν = δµν , x4 = ict,
−dS2 = δµνdxµdxν выбирается как система отсчета, в которой определяется перемещение
или движение. (Назовем ее системой наблюдателя).

2. Лагранжева система {M, yk, ẏ4} с векторами базиса

∂~r0

∂yk
= ~̇hk,

∂~r0

∂ẏ4
= ~̇h4, (31.11)

отвечающая положениям точек среды на некоторой начальной гиперповерхности ẏ4 =
const. В этой системе образы подвижных точек фиксированы. 4-радиус-вектор ~r0 соеди-
няет начало координат СО с начальными координатами точек движущейся среды.

3. Лагранжева сопутствующая система {M, yα с векторами базиса

∂~r

∂yα
=

~̂
hα, (31.12)

отвечающая измененным положениям точек среды на рассматриваемой (актуальной) ги-
перповерхности y4.

4. Эйлерова сопутствующая система, представляющая собой систему тетрад hµ(α), пе-
реносимых по Ферми-Уолкеру.

Как известно из классической механики сплошной среды [44], при изучении конечных
перемещений необходимо пользоваться самым общим видом криволинейных координат.
Однако для простоты базисы системы 1 ~hµ и системы 4 ~h(α) можно фиксировать по

выбору, в то время как базисы лагранжевых систем 2 ~̇hk и 3 ~̂
hk не могут выбираться

произвольно, так как они связаны друг с другом через свойства перемещения.

Рассмотрим две бесконечно близкие мировые линии движущегося континуума на неко-
торой произвольной, но фиксированной гиперповерхности y4 = const: M(y1, y2, y3, y4) и
M ′(y1 + dy1, y2 + dy2, y3 + dy3, y4). Пусть на начальной гиперповерхности ẏ4 = const поло-
жение точки M ′ по отношению к точке M определено бесконечно малым вектором d~r0, а
на гиперповерхности y4 (в силу непрерывности) бесконечно малым вектором d~r. Из опре-
деления базисов (31.11) и (31.12) имеем

d~r0 =
∂~r0

∂yk
dyk = ~̇hkdyk, d~r =

∂~r

∂yk
dyk =

~̂
hkdyk. (31.13)

Для начального и деформированного состояния получаем

dl20 = (d~r0 · d~r0) = (~̇hk · ~̇hl)dykdyl = ġkldykdyl,

ġkl = (~̇hk · ~̇hl) =
∂ẋµ

∂yk

∂ẋµ

∂yl
, ẋµ = ẋµ(yk, ẏ4) (31.14)

dl2 = (d~r · d~r) = (
~̂
hk · ~̂hl)dykdyl = ĝkldykdyl,

ĝkl = (
~̂
hk · ~̂hl) =

∂xµ

∂yk

∂xµ

∂yl
, xµ = xµ(yk, y4) (31.15)

Деформацию удобно определить следующим образом

dl2 − dl20 = (ĝkl − ġkl)dykdyl = 2ukldykdyl, (31.16)
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где
ukl =

1

2
(ĝkl − ġkl). (31.17)

Здесь ĝkl - метрический тензор на гиперповерхности y4 = const, ġkl - метрический тензор
на начальной гиперповерхности ẏ4 = const. ukl можно рассматривать как ковариантные
компоненты тензора относительно лагранжевых переменных yk на фиксированных акту-
альной или начальной гиперповерхностях. Коэффициенты матрицы ukl являются скаляр-
ными функциями относительно преобразований Лоренца. Так как закон движения (31.6)
известен, а лагранжевы параметры yα - голономны, то разрешив систему (31.6) относи-
тельно yα, получим

yα = yα(xµ). (31.18)

Воспользовавшись (31.6) и (31.18), представим тензоры деформаций (31.17), отнесенны-
ми к лагранжевой сопутствующей системе координат и к начальной гиперповерхности
соответственно

ûkl =
1

2

(
∂xµ

∂yk

∂xµ

∂yl
− ġkl

)
, (31.19)

u̇kl =
1

2

(
ĝkl − ∂ẋµ

∂yk

∂ẋµ

∂yl

)
. (31.20)

Переходя от лагранжевой сопутствующей системы к системе наблюдателя, получим после
несложных вычислений

Uµν = ûklh
k
µh

l
ν =

1

2

(
g∗µν − ġkl

∂yk

∂xµ

∂yl

∂xν

)
, (31.21)

g∗µν = δµν + VµVν (31.22)

Тензор относительно глобальных преобразований Лоренца g∗µν совпадает с оператором
проектирования или проекционным, введенным нами ранее в (10.67). Однако в силу вы-
бранной нами в этом разделе нормировки 4-скорости и введенной метрики, в форме записи
имеются непринципиальные различия. Рассмотрим более подробно свойства этого опера-
тора.

g∗µνVν ≡ 0, g∗α1α2
g∗α2α3

...g∗αn−1αn
= g∗α1αn

. (31.23)

В последнем соотношении по индексам α2, ...αn−1 произведено суммирование. Оператор
проектирования проектирует любой 4-вектор Fµ на гиперповерхность, ортогональную ми-
ровым линиям. Действительно

g∗µεFµ = Pε = Fε + VεVµFµ, PεVε = FεVε − VµFµ = 0. (31.24)

От системы наблюдателя можно перейти к сопутствующим тетрадам, т.е. к сопутствую-
щей системе Эйлера

U(αβ) = Uµνhµ(α)hν(β) (31.25)

Из свойств проекционного оператора и постоянства лагранжевых координат yk вдоль каж-
дой из мировых линий частиц среды, т.е. из равенства

Vµ
∂yk

∂xµ

=
dyk

dS
= 0
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следует, что тензор Uµν ортогонален 4-скорости Vν . Отсюда в силу симметрии Uµν имеет
лишь шесть независимых компонент. Так же шесть независимых компонент имеет тензор
в локальных тетрадах U(αβ), поскольку ihµ(4) = Vµ.

U(4k) = U(44) = 0, U(ab) =
1

2

(
δ(ab)− ġkl

∂yk

∂x(a)

∂yl

∂x(b)

)
. (31.26)

Тензор U(ab) в локальных тетрадах является аналогом тензора Альманси для конечных
деформаций в нерелятивистском приближении [129]. Шесть независимых компонент U(ab)
представляют собой скалярные функции относительно преобразований Лоренца. Тензор
Альманси Uµν относительно лоренцевых преобразований, отнесенный к пространству Мин-
ковского, является релятивистским обобщением его классического выражения. Он содер-
жит десять отличных от нуля компонент, из которых шесть независимых.

Наряду с тензором Альманси, введем в рассмотрение тензор Коши, который в локаль-
ных тетрадах имеет вид

(ab) = (δ(ab)− 2U(ab)) = ġkl
∂yk

∂x(a)

∂yl

∂x(b)
. (31.27)

Переходя к пространству Минковского, получим

µν = hµ(a)hν(b)(ab) = ġkl
∂yk

∂xµ

∂yl

∂xν

= g∗µν − 2Uµν . (31.28)

Тензор Коши в лагранжевой сопутствующей системе координат можно получить из (31.28),
используя параметры Ламе (30.39)

Ĉmn = hµnhνmµν = ġmn =
∂xµ

∂yn

∂xµ

∂ym
− 2ûmn. (31.29)

Из ортогональности тензора Коши (31.28) 4-скорости Vµ следует, что он так же имеет
шесть независимых компонент.

Аналогичным образом, используя (31.20), получим выражения для различных тен-
зоров деформаций, заданных на некоторой начальной гиперповерхности ẏ4 = const. А
именно, если от лагранжевой начальной сопутствующей системы перейдем к начальной
системе наблюдателя, то получим

U̇µν = u̇klḣ
k
µḣ

l
ν = −1

2

(
ġ∗µν − ĝkl

∂yk

∂ẋµ

∂yl

∂ẋν

)
, (31.30)

где ġ∗µν = δµν + V̇µV̇ν - проекционный оператор на начальной гиперповерхности. От на-
чальной системы наблюдателя перейдем к начальным сопутствующим тетрадам , т.е. к
начальной сопутствующей системе Эйлера.

U̇(αβ) = U̇µν ḣµ(α)ḣν(β) (31.31)

U̇(4k) = U̇(44) = 0, U(ab) = −1

2

(
δ(ab)− ĝkl

∂yk

∂ẋ(a)

∂yl

∂ẋ(b)

)
. (31.32)
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Наряду с тензором U̇(ab) введем в рассмотрение тензор Коши Ċ(ab), определяемый как

(̇ab) = (δ(ab) + 2U̇(ab)) = ĝkl
∂yk

∂ẋ(a)

∂yl

∂ẋ(b)
. (31.33)

Переходя к пространству Минковского, получим

µ̇ν = ḣµ(a)ḣν(b)̇(ab) = ĝkl
∂yk

∂ẋµ

∂yl

∂ẋν

. (31.34)

Тензор Коши в начальной лагранжевой сопутствующей системе координат имеет вид

Ċmn = ḣµnḣνmµ̇ν = ĝmn = 2u̇mn + ġmn. (31.35)

Тензоры, которые обратны тензорам Коши, носят название тензоров деформаций Фингера
[129]. Тензоры Фингера в локальных тетрадах на начальной и актуальной гиперповерхно-
стях определяются из условий

C(ab)B(bn) = δ(an), Ċ(ab)Ḃ(bn) = δ(an). (31.36)

В частности, тензор Фингера на актуальной гиперповерхности имеет вид

B(ab) = ġkl ∂x(a)

∂yk

∂x(b)

∂yl
(31.37)

Bµν = hµ(a)hν(b)B(ab) = ġkl ∂xµ

∂yk

∂xν

∂yl
. (31.38)

Рассмотрим выражения для тензоров деформаций через компоненты 4-вектора переме-
щений. Если метрики начального и актуального состояния евклидовы, то можно ввести
4-вектор перемещения ~u, определяемый как

~u = ~r − ~r0, (31.39)

где ~r0 и ~r - четырехмерные радиусы векторы в пространстве Минковского на начальной
ẏ4 и актуальной y4 гиперповерхностях соответственно. ("Естественное"требование евкли-
довости начальных и актуальных метрик на наш взгляд является очень спорным. Если до
включения силового поля среда покоилась в пространстве Минковского, то после включе-
ния силового поля (с нашей точки зрения) пространство-время перестало быть плоским.
В плоском пространстве Минковского, как мы неоднократно подчеркивали, в принципе
невозможно твердотельное движение в однородных силовых полях. Однако в этой главе
мы работаем в рамках СТО, оставляя модернизацию релятивистской теории упругости до
лучших времен.)

Дифференцируя (31.39) по yk, используя (31.11), (31.12), получим

∂~u

∂yk
=

~̂
hk − ~̇hk. (31.40)

Раскладывая вектор ~u по базису ~̂
hµ, имеем

∂~u

∂yk
=

~̂
hµ

∂ûµ

∂yk
+ ûµ ∂

~̂
hµ

∂yk
=
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=
(

∂ûσ

∂yk
+ ûµΓ̂σ

kµ

)
~̂
hσ = ∇̂kû

σ~̂hσ. (31.41)

При выводе последней формулы использовали (30.45). ∇̂kû
σ - ковариантная производная

по метрике ĝµν . Из (31.40), (31.41) и (31.17) имеем

ukl =
1

2
(ĝkl − ġkl) =

1

2
(
~̂
hk · ~̂hl − ~̇hk · ~̇hl) =

=
1

2
[
~̂
hk · ~̂hl − (

~̂
hk − ∇̂kû

σ~̂hσ) · (~̂hl − ∇̂lû
ε~̂hε)] =

=
1

2
[∇̂kûl + ∇̂lûk − ∇̂kûε∇̂lû

ε]. (31.42)

Раскладывая вектор ~u по базису ~̇hµ, получим аналогичное (31.42) выражение

ukl =
1

2
[∇̇ku̇l + ∇̇lu̇k + ∇̇ku̇ε∇̇lu̇

ε]. (31.43)

Представляет интерес рассмотреть выражение для тензора деформаций ukl, отнесен-
ного к пространству Минковского.

Uµν = hk
µh

l
νukl =

1

2

∂yk

∂xµ

∂yl

∂xν

(
∂~u

∂yk

~̂
hl +

∂~u

∂yl

~̂
hk − ∂~u

∂yk

∂~u

∂yl

)
. (31.44)

Для дальнейшего вычисления воспользуемся предварительными соотношениями

∂yk

∂xµ

∂yl

∂xν

∂~u

∂yk

~̂
hl =

∂yk

∂xµ

∂yl

∂xν

∂xε

∂yl

∂uε

∂yk
=

=
(

∂uε

∂xµ

− ∂uε

∂y4

∂y4

∂xµ

)(
δεµ − ∂xε

∂y4

∂y4

∂xν

)
. (31.45)

Рассмотрим равенство
∂xε

∂yα

∂yα

∂xν

= δεν ,

умножая обе части которого на Vε, имеем

Vε
∂xε

∂yα

∂yα

∂xν

= Vν . (31.46)

Так как Vε ортогонален гиперповерхности y4, а ∂xε/∂yk касателен к ней, то имеет место
условие ортогональности

Vε
∂xε

∂yk
= 0. (31.47)

Откуда (31.46) примет вид

Vε
∂xε

∂y4

∂y4

∂xν

= Vν . (31.47)

Из (31.7) и (31.8) имеем
∂y4

∂xν

= −θVν . (31.48)
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Так как в качестве начального состояния выбрана недеформированная среда, отобража-
емая точками некоторой начальной гиперповерхности ẏ4 = const, то

uε = xε(y
k, y4)− ẋε(y

k, ẏ4), (31.49)

∂uε

∂y4
=

∂xε

∂y4
, (31.50)

∂~u

∂yk

∂~u

∂yl

∂yk

∂xµ

∂yl

∂xν

=
(

∂uε

∂xµ

+ VεVµ

)(
∂uε

∂xν

+ VεVν

)
(31.51)

В результате находим

Uµν =
1

2

[
∂uε

∂xµ

g∗εν +
∂uε

∂xν

g∗εµ −
(

∂uε

∂xµ

+ VεVµ

)(
∂uε

∂xν

+ VεVν

)]
. (31.52)

Переход к сопутствующим тетрадам дает

U(αβ) = hµ(α)hν(β)Uµν , U(a4) = U(44) = 0,

U(ab) =
1

2

[∗Du(a)

∂x(b)
+

∗Du(b)

∂x(a)
−

∗Du(ε)

∂x(b)

∗Du(ε)

∂x(b)

]
, (31.53)

где ∗Du(b) - абсолютный дифференциал (30.14), ∗D/∂x(a) - производная по направле-
нию (30.17). Тензор U(ab) есть тензор Альманси в локальных тетрадах, выраженный в
компонентах вектора перемещения. Шесть независимых компонент этого тензора есть
скалярные функции относительно преобразований Лоренца. Из ортогональности тензо-
ра Альманси 4-скорости следует, что

Ua4 = i
vb

c
Uab, U44 = −vavb

c2
Uab, (31.54)

где для Vµ используется обычная форма записи

Va =
va

c
√

1− v2/c2
, V4 =

i√
1− v2/c2

.

Переход к нерелятивистскому пределу Va → 0, V4 → i дает

Uab =
1

2

[
∂ua

∂xb

+
∂ub

∂xa

− ∂uk

∂xa

∂uk

∂xb

]
, Ua4 = U44 = 0. (31.55)

Здесь Uab - классический тензор деформаций Альманси, выраженный через производные
от вектора деформаций ua.

Аналогичным способом, как и выше, от тензора ukl можно перейти к начальной системе
наблюдателя, что дает

U̇µν =
1

2

[
∂uε

∂ẋµ

ġ∗εν +
∂uε

∂ẋν

ġ∗εµ +
(

∂uε

∂ẋµ

+ V̇εV̇µ

)(
∂uε

∂ẋν

+ V̇εV̇ν

)]
. (31.56)

От начальной системы наблюдателя перейдем к начальным сопутствующим тетрадам

U̇(αβ) = ḣµ(α)ḣν(β)U̇µν , U̇(a4) = U̇(44) = 0,
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U̇(ab) =
1

2

[∗Du(a)

∂ẋ(b)
+

∗Du(b)

∂ẋ(a)
+

∗Du(ε)

∂ẋ(b)

∗Du(ε)

∂ẋ(b)

]
, (31.57)

а затем к нерелятивистскому пределу

U̇ab =
1

2

[
∂ua

∂ẋb

+
∂ub

∂ẋa

+
∂uk

∂ẋa

∂uk

∂ẋb

]
, U̇a4 = U̇44 = 0. (31.58)

32. Геометрический смысл тензоров деформаций

Выясним геометрический смысл компонент тензора деформаций. Наше рассмотрение
среды на гиперповерхностях, которые ортогональны мировым линиям частиц, подобно
классическому рассмотрению в мгновенных состояниях. Тензоры деформаций в этом слу-
чае совпадают по форме с аналогичными тензорами классической механики сплошной
среды. Поэтому для выяснения геометрического и механического смысла тензоров дефор-
маций будем следовать методам Л.И. Седова [44] и В. Прагера [129]. Рассмотрим компо-
ненты ukl из (31.17)

ĝkl =
~̂
hk · ~̂hl = |~̂hk||~̂hl| cos ψ̂kl, ġkl = ~̇hk · ~̇hl = |~̇hk||~̇hl| cos ψ̇kl, (32.1)

где ψ̂kl - углы между векторами ~̂
hk и ~̂

hl, ψ̇kl - углы между ~̇hk и ~̇hl.

Найдем отношение

|~̂hk|
|~̇hk|

=
|~̂hk|dyk

|~̇hk|dyk
=
|d~rk|
|d~r0k| =

dlk
dl0k

= Lk + 1, (32.2)

где dlk и dl0k - элементы дуг координатных линий yk, а суммирование по k отсутствует.
Lk - коэффициенты относительных удлинений в направлениях yk, определяемые соотно-
шениями

Lk =
dlk − dl0k

dl0k

. (32.3)

Из проделанных выкладок следует, что тензор ukl представим в виде

2ukl = [(1 + Lk)(1 + Ll) cos ψ̂kl − cos ψ̇kl]|~̇hk||~̇hl|. (32.4)

Если индексы у ukl одинаковы, то

2uii = [(1 + Li)
2 − 1]ġii. (32.5)

Li =

√
1 +

2uii

ġii

− 1. (32.6)

Если поле 4-скорости V̇µ на начальной гиперповерхности ẏ4 постоянно, то сопутствующую
систему в начальном состоянии можно взять декартовой, т.е. ġkl = δkl. (Как будет показано
далее, при неоднородном поле начальных скоростей начальная трехмерная гиперповерх-
ность будет риманова даже в СТО, и начальные декартовы координаты можно вводить
лишь локально.) Если деформации малы, то, раскладывая (32.6) в ряд, имеем

Li = uii, (32.7)
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т.е. ковариантные компоненты тензора деформаций с одинаковыми индексами в случае
бесконечно малых деформаций совпадают с коэффициентами относительных удлинений
вдоль декартовых осей координат на начальной гиперповерхности ẏ4 = const. Рассмотрим
ukl при k 6= l. Ради простоты на начальной гиперповерхности выберем в данной точке
такую систему координат, в которой ~̇hk взаимно ортогональны, т.е. ψ̇kl = π/2. Полагая

ψ̂ij =
π

2
− χij,

получим из (31.17) и (32.1)
2ukl = |~̇hk||~̇hl| sin χkl (32.8)

или
sin χkl =

2ukl√
ĝkkĝll

. (32.9)

Отсюда видно, что в общем случае углы, бывшие на начальной гиперповерхности пря-
мыми, после деформации перестают быть прямыми, и ковариантные компоненты ukl при
k 6= l характеризуют изменение первоначально прямого координатного угла.

Для выяснения геометрического смысла тензора деформаций Альманси U(ab) в ло-
кальных тетрадах (31.26) воспользуемся соотношением

dx(i)δx(j)− ġkldykδyl = 2U(jk)dx(j)δx(k). (32.10)

Смысл этого соотношения состоит в следующем: Рассмотрим движение некоторой части-
цы среды P . Пусть ABPP ′ и ABPP ′′ два исходящих из точки вектора, указывающих
на соседние частицы. Пусть на некоторой актуальной гиперповерхности y4 = const век-
торы ABPP ′ и ABPP ′′ имеют компоненты dx(i) и δx(i) соответственно. На начальной
гиперповерхности ẏ4 = const их компоненты задаются в виде dyi и δyi. Если окрестность
рассматриваемой частицы не претерпевает деформации, то треугольник PP ′P ′′ имеет на
актуальной гиперповерхности ту же самую форму, что и на начальной. Тогда левая часть
равенства (32.10) обращается в нуль при любом выборе частиц P ′ и P ′′ в окрестности
частицы P . Таким образом, при отсутствии деформаций симметричный тензор U(jk) об-
ращается в нуль.

Обозначим длины материальных элементов ABPP ′ и ABPP ′′ на актуальной гиперпо-
верхности через dl и δl соответственно, а на начальной - dl0 и δl0. Введем в актуальном
состоянии единичные векторы n(i) и ν(i) вдоль ABPP ′ и ABPP ′′ соответственно, так
чтобы выполнялись равенства.

dx(i) = n(i)dl, δx(i) = ν(i)δl. (32.11)

Из (32.10) и (32.11) после сокращения на dlδl имеем

cos θ − dl0
dl

δl0
δl

cos θ̇ = 2U(ij)n(i)ν(j). (32.12)

Если, в частности, частица P ′′ совпадает с P ′, то последнее соотношение примет вид

1−
(

dl0
dl

)2

= 2U(ij)n(i)n(j). (32.13)
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Отношение dl/dl0 назовем коэффициентом длины и обозначим как

dl

dl0
= λ(n) = L + 1, (32.14)

где L - коэффициент относительного удлинения. Из (32.13) находим

λ(n) =
1√

1− 2U(ij)n(i)n(j)
. (32.14)

Линейные элементы, которые на актуальной гиперповерхности совпадают с тетрадными
векторами h(k), имеют следующие коэффициенты длин:

λ(1) =
1√

1− 2U(11)
, λ(2) =

1√
1− 2U(22)

λ(3) =
1√

1− 2U(33)
. (32.15)

Рассмотрим линейные элементы ABPP ′ и ABPP ′′, которые на актуальной гиперповерх-
ности ортогональны друг другу.

−dl0
dl

δl0
δl

cos θ̇ = 2U(ij)n(i)ν(j). (32.16)

Введя
ω(jk) = −

(
π

2
− θ̇

)

как уменьшение угла на начальной гиперповерхности между двумя линейными элемента-
ми ABPP ′ и ABPP ′′, которые на актуальной гиперповерхности ортогональны друг другу,
получим

ω(jk) = arcsin(2λ(j)λ(k)U(jk)n(j)ν(k)). (32.17)

В частности, если направление линейных элементов на актуальной гиперповерхности сов-
падает с направлением тетрадных векторов ~h(1), ~h(2), то уменьшение угла определяется
равенством

ω(12) = arcsin(2λ(1)λ(2)U(12)). (32.18)

При бесконечно малом деформировании из начального состояния имеем

λ(n) = 1 + 2U(nn), ω(12) = 2U(12). (32.19)

где суммирование по n отсутствует.

Для выяснения геометрического смысла тензора деформаций U̇(ab) воспользуемся со-
отношением

ĝkldykδyl − dẋ(i)δẋ(j) = 2U̇(jk)dẋ(j)δẋ(k), (32.20)

где ĝkldykδyl - скалярное произведение векторов ABPP ′ и ABPP ′′ на некоторой актуаль-
ной гиперповерхности y4 = const, а dẋ(i)δẋ(i) скалярное произведение этих векторов на
начальной гиперповерхности ẏ4 = const в сопутствующей системе Эйлера.

Обозначим длины материальных элементов ABPP ′ и ABPP ′′ на начальной гиперпо-
верхности через dl̇ и δl̇ соответственно, а на актуальной - dl и δl. Введем в начальном
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состоянии единичные векторы ṅ(i) и ν̇(i) вдоль ABPP ′ и ABPP ′′ соответственно, так
чтобы выполнялись равенства.

dẋ(i) = ṅ(i)dl̇, δẋ(i) = ν̇(i)δl̇, dl̇ = dl0. (32.21)

Из (32.20) и (32.21) после сокращения на dl0δl0 имеем

dl

dl0

δl

δl0
cos θ − cos θ̇ = 2U̇(ij)ṅ(i)ν̇(j). (32.22)

Если, в частности, частица P ′′ совпадает с P ′, то последнее соотношение примет вид
(

dl

dl0

)2

= 1 + 2U̇(ij)ṅ(i)ṅ(j). (32.23)

Для коэффициентов длины λ̇(n) находим

λ̇(n) =
√

1 + 2U̇(ij)ṅ(i)ṅ(j). (32.24)

Первоначально прямой угол между линейными элементами ABPP ′ и ABPP ′′, которые на
начальной гиперповерхности были ортогональны друг другу и совпадали с направлениями
~̇h(1) и ~̇h(2), уменьшится на величину

ω̇(12) = arcsin
(

2U̇(12)

λ̇(1)λ̇(2)

)
. (32.25)

Таким образом, U̇(jk) в локальных тетрадах в точности совпадает с тензором деформаций
Грина в классической механике сплошной среды, вводимом в декартовых координатах.
Так как все тензоры в локальных тетрадах совпадают по форме с аналогичными тензора-
ми в классической механике сплошных сред, то они имеют тот же самый геометрический
и механический смысл, что и при классическом рассмотрении. Поэтому мы ограничились
лишь кратким рассмотрением геометрических свойств различных тензоров деформаций.
Отметим, что при отсутствии деформаций в среде тензоры Альманси и Грина обращаются
в нуль, в то время как тензоры Коши и Фингера имеют вид

C(ab) = B(ab) = Ċ(ab) = Ḃ(ab) = δ(ab), (32.26)

который в пространстве Минковского сводится к выражениям

Cµν = Bµν = g∗µν , Ċµν = Ḃµν = ġ∗µν . (32.27)

Таким образом, при отсутствии деформаций тензоры Коши и Фингера в пространстве
Минковского совпадают с операторами проектирования, задающими пространственную
метрику на ортогональных мировым линиям частиц среды гиперповерхностях – актуаль-
ной и начальной соответственно.

33. Геометрия ортогональных мировым линиям гиперповерхностей и
уравнения совместности деформаций
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Компоненты тензора деформаций в общем случае определяются в согласии с соот-
ношением (31.17). С другой стороны, в пространстве Минковского шесть независимых
компонент ukl определяются через производные только четырех функций 4-вектора пе-
ремещения uµ. Поэтому ukl должны удовлетворять определенным уравнениям, которые
называются уравнениями совместности деформаций и являются условиями интегрируе-
мости. Следуя работам [25], [130], остановимся на основных соотношениях теории гипер-
поверхностей в применении к сплошным средам, считая по определению, что вмещающее
пространство-время является пространством Минковского, т.е. имеет место тождество

Rµν,εσ ≡ 0, (33.1)

где Rµν,εσ - тензор кривизны Римана-Кристоффеля.

Уравнения конгруенций мировых линий частиц сплошной среды для голономных лагран-
жевых координат принимают вид

xµ = xµ(yα). (31.6)

При фиксированном значении y4 эти уравнения представляют собой уравнения гиперпо-
верхности ∗V3, ортогональной мировым линиям. Метрический тензор на ∗V3 имеет вид

ĝkl =
∂xµ

∂yk

∂xµ

∂yl
. (33.2)

В каждой точке M на ∗V3 строим репер, состоящий из четырех векторов (30.39)

hµk =
∂xµ

∂yk
, Vµ = θ

∂xµ

∂y4
. (33.3)

Репер (33.3) носит название сопровождающего репера гиперповерхности [25], для которого
имеют место следующие деривационные формулы, выражающие абсолютные производные
от смешанных тензоров hµk, Vµ через сами эти тензоры, а именно:

∗∇̂khµl = bklVµ,
∗∇̂kVµ = bl

khµl, (33.4)

где ∗∇̂k абсолютная производная на ∗V3, коэффициенты связности ∗Γ̂n
kl вычисляются на

∗V3, исходя из метрического тензора ĝkl. Если вмещающее пространство риманово, то

∗∇̂kξ
µ
l =

∂ξµ
l

∂yk
+ hε

kΓ
µ
ενξ

ν
l − ∗Γ̂n

klξ
µ
n . (33.5)

Для нашего случая hε
k = hεk, Γµ

εν = 0, так как во вмещающем евклидовом пространстве
выбраны декартовы координаты. Поэтому

∗∇̂khµl =
∂hµl

∂yk
− ∗Γ̂n

klhµn. (33.6)

Более того, для любого тензора, отнесенного к пространству Минковского, имеет место
соотношение

∗∇̂kTµ1...µn =
∂Tµ1...µn

∂yk
. (33.7)
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В формуле (33.4) тензор bkl = blk называется вторым основным тензором гиперповерхности
∗V3 (считая, что первый тензор - метрический тензор ĝkl), а отвечающую ему инвариант-
ную квадратичную форму

bkldykdyl,

называем второй квадратичной формой на ∗V3. Симметрия bkl вытекает из очевидного
соотношения

∗∇̂khµl =∗ ∇̂lhµk. (33.8)

Если рассматривать деривационные формулы как систему дифференциальных уравнений
относительно hµk(y

l), Vµ(yl), считая их неизвестными функциями, то как условия интегри-
руемости этой системы получаются уравнения

∗R̂ik,lm = −(bilbkm − bklbim), (33.9)

∗∇̂kblm =∗ ∇̂lbkm, (33.10)

первые из которых называются уравнениями Гаусса, а вторые - уравнениями Петерсона-
Кодацци [25]. Уравнения Гаусса представляют собой весьма важные соотношения, свя-
зывающие первый и второй основные тензоры на гиперповерхности ∗V3. Однако первый
тензор на ∗V3 входит в уравнение Гаусса через тензор кривизны.

Используя деривационные формулы и принятую нами кинематику, постараемся найти
более простые соотношения, связывающие основные тензоры.

Из (33.4) после умножения на Vµ имеем

−Vµ
∗∇̂khµl = bkl. (33.11)

Переставляя индексы k и l, получим

blk + bkl = −Vµ(∗∇̂khµl + ∗∇̂lhµk) = 2bkl, (33.12)

т.е.
bkl = −1

2
Vµ(∗∇̂khµl + ∗∇̂lhµk). (33.13)

Так как Vµ ортогонален гиперповерхности, то

Vµhµl = 0. (33.14)

Беря абсолютную производную от ∗∇̂k(Vµhµl), получим с учетом (33.7)

Vµ
∗∇̂khµl = −hµl

∂Vµ

∂yk
. (33.15)

Учитывая (33.13) и (33.15), получим

bkl =
1

2

(
hµl

∂Vµ

∂yk
+ hµk

∂Vµ

∂yl

)
. (33.16)

Учтя (33.14) и (31.7), находим

bkl =
1

2

[
θ

∂

∂y4
(hµlhµk)

]
. (33.16)
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Так как hµlhµk = ĝkl = ĝlk, а

θ
∂

∂y4
=

∂

∂s
, (33.17)

где s - интервал вдоль мировой линии, то окончательно имеем

bkl =
1

2

∂ĝkl

∂s
. (33.18)

Формула (33.18) устанавливает простую взаимосвязь между первым и вторым основными
тензорами на актуальной гиперповерхности. Уравнения Гаусса (33.9) с использованием
(33.18) сводятся к виду

∗R̂ik,lm = −1

4

(
∂ĝkl

∂s

∂ĝim

∂s
− ∂ĝil

∂s

∂ĝkm

∂s

)
, (33.19)

а уравнения Петерсона-Кодацци дают

∗∇̂k
∂ĝlm

∂s
= ∗∇̂l

∂ĝkm

∂s
. (33.20)

Очень примечательным является тот факт, что уравнения Гаусса (33.19) представляют
собой систему из шести независимых дифференциальных уравнений для определения ше-
сти компонент метрического тензора ĝkl. Все формулы в этом параграфе получены для
актуальной гиперповерхности. Очевидно, что точно такие же соотношения будут иметь
место и для начальной гиперповерхности с метрическим тензором ġkl. Для их получения
необходимо лишь сделать замену всех актуальных тензоров на начальные. В частности,
уравнения Гаусса на начальной гиперповерхности будут иметь вид

∗ ˙̂
Rik,lm = −1

4

(
∂ ˙̂gkl

∂ṡ

∂ ˙̂gim

∂ṡ
− ∂ ˙̂gil

∂ṡ

∂ ˙̂gkm

∂ṡ

)
, (33.21)

Рассмотрим нерелятивистское приближение. Так как

Vε
∂xε

∂yk
= 0,

то
∂x4

∂yk
= −Va

V4

∂xa

∂yk
.

Поэтому

ĝkl =
∂xa

∂yk

∂xb

∂yl

(
δab +

VaVb

V 2
4

)
. (33.22)

При нерелятивистском рассмотрении Va → 0, V4 → i, ds → cdt, c →∞, что дает

ĝkl =
∂xa

∂yk

∂xa

∂yl
, (33.23)

∗R̂ik,lm = 0, ∗ ˙̂
Rik,lm = 0. (33.24)

Таким образом, уравнения Гаусса для актуального и начального состояний представимы
в форме (32.24) и являются уравнениями совместности деформаций при классическом
рассмотрении. При релятивистском рассмотрении уравнениями совместности деформаций

232



являются уравнения (33.19) и (33.21). Выпишем эти уравнения в развернутом виде. Пусть
решением уравнений (33.21) являются функции

ġkl = ġkl(y
k, y4). (33.25)

Тогда из (31.17) имеем
ĝkl = ġkl + 2ukl. (33.26)

Левую часть уравнений (33.19) представим в следующей известной форме [25]

∗R̂ik,lm =
1

2

(
∂2ĝim

∂yk∂yl
− ∂2ĝil

∂yk∂ym
− ∂2ĝkm

∂yi∂yl
+

∂2ĝkl

∂yi∂ym

)
+

+ĝpq
(
∗Γ̂qlk

∗Γ̂pmi − ∗Γ̂qli
∗Γ̂pmk

)
,

∗Γ̂naj =
1

2

[
∂ĝan

∂yj
+

∂ĝjn

∂ya
− ∂ĝaj

∂yn

]
. (33.27)

Если в (33.27) подставить (33.26), то так как начальные функции ġkl известны, то полу-
чим уравнение относительно функций ukl. При этом компоненты ĝpq определяются как
элементы матрицы, обратной матрице с компонентами ĝpq

||ĝpq|| = ||ġpq + 2upq||−1. (33.27)

Если на начальной гиперповерхности выбрать ġkl = const, то уравнения (33.19) примут
вид (

∂2uim

∂yk∂yl
− ∂2uil

∂yk∂ym
− ∂2ukm

∂yi∂yl
+

∂2ukl

∂yi∂ym

)
+

+ĝpq
(
GqlkhGpmi −GqliGpmk

)
=

(
∂ukl

∂s

∂uim

∂s
− ∂uil

∂s

∂ukm

∂s

)
,

Gnaj =
1

2

[
∂uan

∂yj
+

∂ujn

∂ya
− ∂uaj

∂yn

]
. (33.28)

В нерелятивистском приближении правая часть (33.28) обращается в нуль и получаются
известные классические уравнения совместности [44]. В случае бесконечно малых дефор-
маций, пренебрегая величинами второго порядка малости, получаем следующие реляти-
вистские уравнения совместности

(
∂2uim

∂yk∂yl
− ∂2uil

∂yk∂ym
− ∂2ukm

∂yi∂yl
+

∂2ukl

∂yi∂ym

)
=

(
∂ukl

∂s

∂uim

∂s
− ∂uil

∂s

∂ukm

∂s

)
. (33.29)

В случае бесконечно малых деформаций в тензоре ukl (31.42) и (31.43) можно отбросить
квадратичные члены второго порядка малости, что дает

ukl =
1

2
(ĝkl − ġkl) =

1

2
[∇̂kûl + ∇̂lûk] =

1

2
[∇̇ku̇l + ∇̇lu̇k]. (33.30)

В нерелятивистском приближении уравнения совместности (33.29) приобретают вид
(

∂2uim

∂yk∂yl
− ∂2uil

∂yk∂ym
− ∂2ukm

∂yi∂yl
+

∂2ukl

∂yi∂ym

)
= 0 (33.31)
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и носят название уравнений совместности Сен-Венана [44]. Как показано в [44], тензор
деформаций ukl в представлении конечных перемещений (33.30) обращает уравнения Сен-
Венана в тождество. В релятивистском случае, развиваемом нами, вместо уравнений Сен-
Венана используются уравнения (33.29), которые отличаются от уравнений (33.31) нену-
левой правой частью. Так как для случая бесконечно малых деформаций тензоры дефор-
маций (33.30) внешне совпадают с их классическим аналогом, то, как кажется на первый
взгляд, мы пришли к противоречию при релятивистском рассмотрении. Ведь при подста-
новке (33.30) в (33.29) мы должны получить слева 0 в силу справедливости уравнения
Сен-Венана, а справа - в общем случае величину отличную от нуля. Однако это проти-
воречие является только кажущимся. Дело в том, что при классическом рассмотрении
ковариантные производные в (33.30) вычисляются с помощью трехмерного метрического
тензора и соответствующих трехмерных символов Кристоффеля в лагранжевой сопут-
ствующей актуальной (или начальной) системе координат, в то время как при реляти-
вистском рассмотрении пространственные ковариантные производные в (33.30) вычисля-
ются с использованием четырехмерного метрического тензора ĝµν . Это видно из вывода
(31.42) и (31.43). Таким образом, "релятивизм"проявляется в "раскрытии"ковариантных
производных.

34. Тензоры скоростей деформаций и их связь с тензорами деформаций и
тензором кривизны

В предыдущем разделе при выводе тензоров деформаций мы не интересовались исто-
рией возникновения деформаций в среде, а лишь констатировали факт присутствия или
отсутствия их. Особый интерес представляет описание процесса возникновения деформа-
ций в среде. Займемся построением кинематики континуума.

Из соотношений (31.28), (31.29) и ортогональности тензора деформаций Коши 4-скорости
Vµ следует равенство

ġkldykdyl = Cµν
∂xµ

∂yε

∂xν

∂yσ
dyεdyσ = Cµν

∂xµ

∂yk

∂xν

∂yl
dykdyl. (34.1)

Дифференцируя обе части равенства по y4 и считая, что равенство справедливо при про-
извольных dyk, получим

∂

∂y4

(
Cαβ

∂xα

∂yl

∂xβ

∂yj

)
=

∂ġlj

∂y4
. (34.2)

Если ġkl не зависит от y4, т.е. начальное состояние фиксировано, то имеет место следующее
утверждение:

Если якобиан преобразования det ||Iα,ε|| от координат xα к координатам yε отличен
от нуля, то при фиксированном начальном состоянии (т.е. при ∂ġkl/∂y4 = 0) равенство
(34.2) эквивалентно уравнениям

Dαβ ≡ Vµ
∂Cαβ

∂xµ

+
∂Vµ

∂xα

Cµβ +
∂Vµ

∂xβ

Cµα = 0. (34.3)

Доказательство:
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Дифференцирование (34.2) дает

∂αβ

∂y4

∂xα

∂yl

∂xβ

∂yj
+ Cαβ

∂

∂yl

(
∂xα

∂y4

)
∂xβ

∂yj
+ Cαβ

∂xα

∂yl

∂

∂yj

(
∂xβ

∂y4

)
= 0. (34.4)

В силу того, что CαβVβ = 0, имеем

Cαβ
∂

∂yl

(
∂xα

∂y4

)
= Cαβ

∂

∂yl

(
Vα

θ

)
=

1

θ
Cαβ

∂Vα

∂yl
. (34.5)

Поэтому
∂αβ

∂y4

∂xα

∂yl

∂xβ

∂yj
+

1

θ
Cαβ

∂Vα

∂yl

∂xβ

∂yj
+

1

θ
Cαβ

∂xα

∂yl

∂Vβ

∂yj
= 0 (34.6)

Рассматривая поле 4-скоростей как функцию переменных xε и меняя индексы суммиро-
вания, получаем (

θ
∂αβ

∂y4
+ Cµβ

∂Vµ

∂xα
+ Cµα

∂Vµ

∂xβ

)
∂xα

∂yl

∂xβ

∂yj
= 0 (34.7)

Учитывая, что в переменных Эйлера для любой функции ψ(xα) справедливо соотношение

θ
∂ψ

∂y4
= θ

∂ψ

∂xβ

∂xβ

∂y4
= Vβ

∂ψ

∂xβ

=
dψ

ds
,

имеем
Dαβ

∂xα

∂yl

∂xβ

∂yj
= 0. (34.8)

Так как
Dβα = Dαβ, DαβVβ = 0,

то (34.8) эквивалентно соотношениям

DαβIα,εIβ,σ = 0. (34.9)

Так как по условию утверждения det ||Iα,ε|| 6= 0, то отсюда вытекает

Dαβ = 0, (34.10)

что и доказывает утверждение. Используя (31.28), последнее соотношение представим в
виде

σαβ = Vµ
∂Uαβ

∂xµ

+
∂Vµ

∂xα

Uµβ +
∂Vµ

∂xβ

Uµα, (34.11)

где

σαβ ≡ 1

2

(
∂Vα

∂xβ

+
∂Vβ

∂xα

+
∂Vα

∂xν

VνVβ +
∂Vβ

∂xν

VνVα

)
(34.12)

по терминологии работы [20] носит название тензора распространения натяжений, сов-
падающим с введенным нами ранее в главе 1 тензором скоростей деформаций Σαβ (1.3).
Непринципиальное отличие (34.12) от (1.3) только в выборе сигнатуры метрики и соот-
ветствующей нормировки 4-скорости.

Выражение (34.11) представляет собой релятивистское обобщение классического вы-
ражения для материальной скорости изменения тензора деформаций Альманси. Так как
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σαβ = σβα, σαβVβ = 0, то система (34.1) содержит лишь 6 независимых уравнений. Исполь-
зуя равенство

∂Vµ

∂xα

Uµβ =
(

∂Vµ

∂xα

+ VµVν
∂Vα

∂xν

)
Uµβ,

получим
∂Vµ

∂xα

Uµβ = (σµα + ωµα)Uµβ, (34.13)

где

ωµα ≡ 1

2

(
∂Vµ

∂xα

− ∂Vα

∂xµ

+
∂Vµ

∂xν

VνVα − ∂Vα

∂xν

VνVµ

)
. (34.14)

oµα - носит название тензора спина сплошной среды [20]. Этот тензор совпадает с введен-
ным нами ранее в главе 1 (с точностью до выбора сигнатуры метрики и условия нормиров-
ки 4-скорости) с тензором угловой скорости вращения (1.4). Этот тензор антисимметричен
и ортогонален 4-скорости.

Движение среды можно назвать поступательным, если ωµα = 0. По аналогии с класси-
ческой механикой сплошной среды [129] введем понятие скорости деформаций Альманси
и обозначим ее как

U∗
αβ ≡

dUαβ

ds
− ωαµUµβ − ωβµUµα. (34.15)

Используя (34.13), представим (34.11) в виде

σαβ = Vµ
∂Uαβ

∂xµ

+ (σµα + ωµα)Uµβ + (σµβ + ωµβ)Uµα. (34.16)

Откуда получим
U∗

αβ = σαβ − ωαµUµβ − ωβµUµα. (34.17)

Если тело движется как жесткое в смысле Борна, т.е. расстояния любыми двумя соседними
мировыми линиями в процессе движения не изменяется, то как известно σαβ = 0. Откуда
следует

U∗
αβ = 0.

Для случая отсутствия вращения последнее соотношение при жестком движении эквива-
лентно условию

U∗
αβ =

dUαβ

ds
= 0. (34.18)

Смысл последнего соотношения становится особенно ясным, если переписать последнее
соотношение в поле тетрад, которое представляет у нас эйлерову сопутствующую систему
отсчета. А именно

dUαβ

ds
=

dhα(a)

ds
hβ(b)U(ab)+

+hα(a)
dhβ(b)

ds
U(ab) + hα(a)hβ(b)

dU(ab)

ds
= 0.

Откуда имеем

hα(k)hβ(b)
dUαβ

ds
=

dU(kn)

ds
= 0. (34.18)

При выводе учли, что триада hα(a) переносится по Ферми, т.е.

dhα(a)

ds
= Vαhε(a)Bεb, Vαhα(k) = iδ(k4) = 0. (34.19)

236



Таким образом, если тело движется как жесткое в смысле Борна тело, то тензор дефор-
маций Альманси в сопутствующих тетрадах остается постоянным. В частности, если на
некоторой начальной гиперповерхности тело находилось в недеформированном состоянии,
то при жестком движении никаких деформаций в среде не возникает.

Используя соотношение (31.29), найдем взаимосвязь между материальной скоростью
изменения тензора деформаций ûkl и тензором скоростей деформаций, считая начальное
состояние фиксированным.

dĈmn

ds
=

dġmn

ds
=

d

ds
(hµnhµm)− 2

d

ds
ûmn. (34.20)

Откуда
d

ds
ûmn =

1

2

dĝmn

ds
=

1

2

(
hµn

dhµm

ds
+ hµm

dhµn

ds

)
= bnm, (34.21)

где мы воспользовались (33.18). Формула (34.21) связывает второй основной тензор ги-
перповерхности со скоростью изменения тензора деформаций ûnm. Выясним связь между
тензором bnm и hatσmn, т.е. связь между вторым основным тензором гиперповерхности и
тензором скоростей деформаций в сопутствующей лагранжевой системе.

hatσnm = σαβhαnhβm =
1

2

(
∂Vα

∂ym
hαn +

∂Vβ

∂yn
hβm

)
. (34.22)

Используя (33.16), получаем окончательно

hatσnm = σαβhαnhβm = bnm. (34.23)

Поэтому (34.21) можно представить в окончательном виде

dûmn

ds
=

1

2

dĝmn

ds
= bmn = hatσmn. (34.24)

Таким образом, второй основной тензор гиперповерхности bkl тождественен с тензором
скоростей деформаций hatσkl. Если окрестность рассматриваемой частицы движется как
жесткое в смысле Борна тело, то σαβ = 0. Поэтому dûnm/ds = 0. Можно доказать и
обратное утверждение, а именно:

Если скорость изменения тензора деформаций dûmn/ds = 0, то окрестность рассмат-
риваемой частицы движется как жесткое в смысле Борна тело.

Действительно, так как σαβVβ = 0, то из равенства нулю выражения

σαβ
∂xα

∂yn

∂xβ

∂ym
= 0

вытекает, что

σαβ
∂xα

∂yε

∂xβ

∂yσ
= 0.

Так как
det

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂xα

∂yε

∣∣∣∣
∣∣∣∣ 6= 0,

то σαβ = 0, что и доказывает утверждение.
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Используя (34.23), находим для уравнений Гаусса (33.9) соотношения

∗R̂ik,lm = hatσklhatσim − hatσilhatσkm. (34.25)

Переход от сопутствующей системы к системе наблюдателя (т.е. к пространству Минков-
ского) дает

∗Rµν,γσ = ∗R̂ik,lmhi
µh

k
νh

l
γh

m
σ = σνγσµσ − σµγσνσ. (34.26)

При жестком движении σµν = 0 и гиперповерхность, ортогональная мировым линиям,
становится плоской.

Чтобы получить условия интегрируемости для компонент тензора скоростей дефор-
маций, продифференцируем уравнения Гаусса (34.25) по y4, используя (33.27) и (34.24) и
(34.25)

1

2

(
∂2Tim

∂yk∂yl
− ∂2Til

∂yk∂ym
− ∂2Tkm

∂yi∂yl
+

∂2Tkl

∂yi∂ym

)
+

+
∂

∂y4

[
ĝpq

(
∗Γ̂qlk

∗Γ̂pmi − ∗Γ̂qli
∗Γ̂pmk

)]
=

∂

∂y4

(
hatσklhatσim − hatσilhatσkm

)
. (34.27)

Здесь

Tim ≡ hatσim

θ
. (34.28)

Если уравнения (34.27) являются действительно уравнениями совместности для тензора
скоростей деформаций, то общим интегралами этих уравнений должны быть компонен-
ты тензора (34.22). Докажем, что выражения (34.22) обращают в тождество (34.27). Из
ортогональности Vµhµl = 0 вытекает

hatσim = −1

2

(
Vα

∂hαi

∂ym
+ Vα

∂hαm

∂yi

)
= −θ

∂xα

∂y4

∂2xα

∂ym∂yi
, (34.29)

Tim = −∂xα

∂y4

∂2xα

∂ym∂yi
, (34.30)

∂2Tim

∂yk∂yl
= −

(
∂3xα

∂y4∂yk∂yl

∂2xα

∂yi∂ym
+

∂3xα

∂yi∂yk∂ym

∂2xα

∂y4∂yl
+

+
∂3xα

∂yi∂yl∂ym

∂2xα

∂y4∂yk
+

∂4xα

∂yi∂ym∂yk∂yl

∂xα

∂y4

)
, (34.31)

∂2Tim

∂yk∂yl
− ∂2Til

∂yk∂ym
=

(
∂3xα

∂y4∂yk∂ym

∂2xα

∂yi∂yl
− ∂3xα

∂y4∂yk∂yl

∂2xα

∂yi∂ym

)
+

+
(

∂3xα

∂yi∂yk∂yl

∂2xα

∂y4∂ym
− ∂3xα

∂yi∂yk∂ym

∂2xα

∂y4∂yl

)
, (34.32)

∂2Tkl

∂yi∂ym
− ∂2Tkm

∂yi∂yl
=

(
∂3xα

∂y4∂yi∂yl

∂2xα

∂yk∂ym
− ∂3xα

∂y4∂yi∂ym

∂2xα

∂yk∂yl

)
+

+
(

∂3xα

∂yk∂yi∂ym

∂2xα

∂y4∂yl
− ∂3xα

∂yk∂yi∂yl

∂2xα

∂y4∂ym

)
, (34.33)

∂2Tim

∂yk∂yl
− ∂2Til

∂yk∂ym
− ∂2Tkm

∂yi∂yl
+

∂2Tkl

∂yi∂ym
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=
(

∂3xα

∂y4∂yk∂ym

∂2xα

∂yi∂yl
+

∂3xα

∂y4∂yl∂yi

∂2xα

∂yk∂ym

)
−

−
(

∂3xα

∂y4∂yi∂ym

∂2xα

∂yk∂yl
+

∂3xα

∂y4∂yk∂yl

∂2xα

∂yi∂ym

)
=

=
∂

∂y4

(
∂hαm

∂yk

∂hαl

∂yi
− ∂hαm

∂yi

∂hαl

∂yk

)
. (34.34)

Используя формулы (33.6) и (33.4), имеем

∂hµl

∂yk
=∗ ∇̂khµl + ∗Γ̂n

klhµn.

Откуда, правая часть (34.34) сводится к виду

∂

∂y4

[(
∗∇̂khαm + ∗Γ̂n

kmhαn

)(
∗∇̂ihαl + ∗Γ̂p

ilhαp

)
−

−
(
∗∇̂ihαm + ∗Γ̂n

imhαn

)(
∗∇̂khαl + ∗Γ̂p

klhαn

)]
=

=
∂

∂y4
(−bkmbil + bklbim) +

∂

∂y4

(
∗Γ̂n

km
∗Γ̂p

ilĝnp − ∗Γ̂n
im
∗Γ̂p

klĝnp

)
. (34.35)

Левая часть (34.27) с учетом (34.35) преобразуется к виду

∂

∂y4
(hatσklhatσim − hatσkmhatσil) +

∂

∂y4

(
∗Γ̂pkm

∗Γ̂p
il − ∗Γ̂pim

∗Γ̂p
kl

)
+

+
(
∗Γ̂p

lk
∗Γ̂pmi − ∗Γ̂p

li
∗Γ̂pmk

)
=

∂

∂y4
(hatσklhatσim − hatσkmhatσil). (34.36)

Итак, система (34.27) удовлетворяется тождественно и является системой уравнений сов-
местности для компонент тензора скоростей деформаций в релятивистском случае.

На этом мы заканчиваем кинематику и переходим к динамике сплошной среды в СТО.
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Глава 9

РЕЛЯТИВИСТСКАЯ ДИНАМИКА
ДЕФОРМИРУЕМОЙ СРЕДЫ

В этой главе выведено релятивистское уравнение неразрывности и найдено его реше-
ние. На основе вариационного принципа Лагранжа построена релятивистская динамика
изотропного упругого континуума. Получен релятивистский закон Гука и показано, что
механическая система уравнений, описывающая поведение релятивистского изотропного
упругого континуума, является замкнутой. В качестве примеров решена задача о распро-
странении плоских волн в неограниченной изотропной движущейся среде и в рамках СТО
найден аналог жесткого "равноускоренного"движения континуума, приведший к концеп-
ции Борна.

35. Плотность среды. Уравнение неразрывности

Важной характеристикой сплошной среды является ее плотность. Для определения
последней рассмотрим на некоторой произвольной, но фиксированной гиперповерхности
y4 = const малый объем ∆V . Масса выделенного объема на этой гиперповерхности есть
∆m. Тогда плотностью среды на данной гиперповерхности, ортогональной мировым ли-
ниям, назовем величину ρ∗, определяемую равенством

ρ∗ = lim
∆V→0

∆m

∆V
=

dm

dV
. (35.1)

Так как ρ∗ определяется на ортогональной мировым линиям частиц среды гиперповерх-
ности, то она является инвариантной плотностью той части массы покоя, которая при
движении не меняется. Пусть объем dV является объемом некоторого параллелепипеда,
построенным из бесконечно малых векторов dx(i), δx(i), ∆x(i). Согласно известному со-
отношению аналитической геометрии, объем этого параллелепипеда есть

dV = ε(ijk)dx(i)δx(j)∆x(k). (35.2)

Так как мы применяем только правосторонние системы координат, то dV является истин-
ным скаляром относительно преобразований триад ~h(k). ε(ijk) - единичный, совершенно
антисимметричный псевдотензор, для которого справедливы следующие известные соот-
ношения [7].

ε(123) = 1, ε(ijk) = ε(jki) = ε(kij) =

−ε(jik) = −ε(kji) = −ε(ikj), ε(abc)ε(lmn) =

= δ(al)δ(bm)δ(cn) + δ(am)δ(bn)δ(cl) + δ(an)δ(bl)δ(cm)−
−δ(al)δ(bn)δ(cm)− δ(an)δ(bm)δ(cl)− δ(am)δ(bl)δ(cn),

ε(abn)ε(lmn) = δ(al)δ(bm)− δ(am)δ(bl),
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ε(amn)ε(lmn) = 2δ(al), ε(lmn)ε(lmn) = 6. (35.3)

Частицы среды, имеющие на актуальной гиперповерхности объем dV , на начальной ги-
перповерхности ẏ4 = const занимали объем dV̇ .

dV̇ = ε(ijk)dẋ(i)δẋ(j)∆ẋ(k). (35.4)

Так как вектор dẋ(i) лежит на начальной гиперповерхности, то его выражение в компо-
нентах есть

dẋ(i) = ḣp(i)dyp. (35.5)

Как известно, детерминант D матрицы некоторого тензора T (pq) можно записать в виде

D =
1

6
ε(ijk)ε(pqr)T (ip)T (jq)T (kr). (35.6)

Кроме того, для этого детерминанта имеют место эквивалентные соотношения, а именно

D = ε(ijk)T (i1)T (j2)T (k3) = ε(ijk)T (1i)T (2j)T (3k). (35.7)

Из последнего соотношения следует равенство

ε(pqr)D = ε(ijk)T (ip)T (jq)T (kr) = ε(ijk)T (pi)T (qj)T (rk). (35.8)

Используя (35.8), представим (35.4) в форме

dV̇ = ε(ijk)ḣp(i)ḣq(j)ḣr(k)dypδyq∆yr = det ||ḣn(m)||εpqrdypδyq∆yr. (35.9)

На начальной гиперповерхности имеет место равенство

ḣn(4) = 0, ḣn(m)ḣk(m) = ġnk. (35.10)

Откуда
det ||ġnk|| = det ||˜̇hm(k)|| det ||ḣn(m)|| = (det ||ḣn(m)||)2,

˜̇hm(k) ≡ ḣk(m).

Поэтому
det ||ḣn(m)|| =

√
det ||ġnk|| ≡

√
ġ. (35.11)

Откуда имеем
dV̇ =

√
ġεpqrdypδyq∆yr. (35.12)

Так как на начальной и актуальной гиперповерхностях лагранжевы координаты частиц
одинаковы, то dyp можно рассматривать как функции тетрадных переменных Эйлера на
актуальной гиперповерхности y4 = const, т.е.

dV̇ =
√

ġεpqr
∂yp

∂x(i)

∂yq

∂x(j)

∂yr

∂x(k)
dx(i)δx(j)∆x(k) =

=
√

ġ det
∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂yn

∂x(m)

∣∣∣∣
∣∣∣∣dV, (35.13)
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где при выводе воспользовались (35.2) и (35.8). Из сохранения элемента массы покоя (без
учета упругого взаимодействия, которое будет рассмотрено далее) на начальной и акту-
альной гиперповерхностях следует

dm = ρ∗dV = ρ∗0dV̇ , (35.14)

что дает

ρ∗ = ρ∗0
√

ġ det ||αn(m)||, αn(m) ≡ ∂yn

∂x(m)
. (35.15)

Здесь ρ∗0 - плотность среды в естественном недеформированном состоянии, отнесенная к
начальной ортогональной мировым линиям гиперповерхности и являющаяся поэтому (как
и ρ∗) инвариантной плотностью.

Докажем следующую теорему:

Плотность ρ∗ = ρ∗0
√

ġ det ||αn(m)|| удовлетворяет уравнению неразрывности, т.е.
имеет место равенство

∂

∂xν

(ρ∗Vν) = 0. (35.16)

Доказательство.

На произвольной фиксированной гиперповерхности имеет место равенство

∂x(k)

∂yb

∂yb

∂x(l)
= δ(kl). (35.17)

Дифференцируя равенство по s и умножая на ∂yn/∂x(k), получим

− ∂yn

∂x(k)

d

ds

(
∂x(k)

∂yb

)
∂yb

∂x(l)
=

∂x(k)

∂yb

d

ds

(
∂yb

∂x(l)

)
∂yn

∂x(k)
=

d

ds

(
∂yn

∂x(l)

)
, (35.18)

d

ds

(
∂x(k)

∂yb

)
=

dhα(k)

ds

∂xα

∂yb
+ hα(k)

d

ds

(
∂xα

∂yb

)
. (35.19)

В силу переноса Ферми, который используется нами при переносе триад вдоль мировых
линий, имеем

dhα(k)

ds

∂xα

∂yb
= bBσhσ(k)Vα

∂xα

∂yb
= 0.

Поэтому (35.19) представляется в форме

d

ds

(
∂x(k)

∂yb

)
= hα(k)θ

∂

∂y4

(
∂xα

∂yb

)
= hα(k)θ

∂

∂yb

(
∂xα

∂y4

)
=

= hα(k)θ
∂

∂yb

(
Vα)

θ

)
= hα(k)θVα

∂

∂yb

(
1

θ

)
+ hα(k)

∂Vα

∂yb
= hα(k)

∂Vα

∂yb
. (35.20)

Подставляя последнее соотношение в (35.18), находим

d

ds

(
∂yn

∂x(l)

)
= − ∂yn

∂x(k)

∂yb

∂x(l)
hα(k)

∂Vα

∂yb
= −hα(k)

∂yn

∂x(k)

∂Vα

∂x(l)
,
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т.е.
d

ds
(αn(l)) = −αn(k)hα(k)

∂Vα

∂x(l)
. (35.21)

Используя (35.7), представим плотность ρ∗ в виде

ρ∗ =
√

ġεpqrα
p(1)αq(2)αr(3). (35.22)

Найдем изменение плотности ρ∗ вдоль мировых линий. Так как начальное состояние фик-
сировано, то d(

√
ġ)/ds = 0. Поэтому, воспользовавшись (35.21), находим

dρ∗

ds
= −ρ∗0

√
ġεpqr

(
αp(k)hα(k)

∂Vα

∂x(1)
αq(2)αr(3)+

+αp(1)αr(3)αq(k)hα(k)
∂Vα

∂x(2)
+ αp(1)αq(2)αr(k)hα(k)

∂Vα

∂x(3)

)
=

= −ρ∗0
√

ġεpqrα
p(1)αq(2)αr(3)hα(k)

∂Vα

∂x(k)
= −ρ∗g∗ασ

∂Vα

∂xσ

= −ρ∗
∂Vα

∂xα

. (35.23)

Из последнего соотношения следует

dρ∗

ds
+ ρ∗

∂Vα

∂xa

= Vε
∂ρ∗

∂xv

+ ρ∗
∂Vε

∂xv

=
∂

∂xε

(ρ∗Vε) = 0,

что и доказывает теорему.

Приведем второй способ доказательства теоремы. Для этого перепишем (35.14) в дру-
гой эквивалентной форме. Так как

αn(m)
∂x(m)

∂yl
= δ(nm),

то
det ||αn(m)|| = 1

det
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂x(m)

∂yl

∣∣∣∣
∣∣∣∣
,

det
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂x(m)

∂yl

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = det

∣∣∣∣
∣∣∣∣hµ(m)

∂xµ

∂yl

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = det ||ĥl(m)||.

С другой стороны

ĝln = ĥl(ν)ĥn(ν) = ĥl(k)ĥn(k) + ĥl(4)ĥn(4) = ĥl(k)ĥn(k),

поскольку

ĥl(4) = hε(4)
∂xε

∂yl
=

Vε

i

∂xε

∂yl
= 0

в силу условия ортогональности 4-скорости Vε актуальной гиперповерхности. Поэтому

det ||ĥl(m)|| =
√

det ||ĝkl|| ≡
√

ĝ, ρ∗ = ρ∗0

√
ġ

ĝ
. (35.14a)

Соотношение (35.14а) представляет собой уравнение неразрывности в переменных Лагран-
жа. Оно имеет точно такой же вид, как и в классической механике сплошной среды [44].
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Разница между классическим и релятивистским уравнением неразрывности в переменных
Лагранжа состоит в том, что ĝkl и ġkl метрические тензоры на начальной и актуальной
гиперповерхностях, ортогональных мировым линиям, в то время как при классическом
описании эти же тензоры задаются гиперплоскостях одновременных событий (актуаль-
ной и начальной).

От уравнений неразрывности в форме Лагранжа перейдем к уравнениям в форме Эй-
лера. Дифференцируя (35.14а) по s, имеем

dρ∗

ds
= −1

2
ρ∗0

√
ġĝ−3/2dĝ

ds
,

dĝ

ds
=

∂ĝ

∂ĝik

∂ĝik

∂s
= Aik ∂ĝik

∂s
,

где Aik - алгебраическое дополнение элемента ĝik. С другой стороны, Aik = ĝĝik. Кроме
того, используя соотношение (34.24), получаем

dρ∗

ds
= −ρ∗0σαβ

∂xα

∂yi

∂xβ

∂yk
ĝik.

Так как

ĝik =
∂yi

∂xν

∂yk

∂xν

,

то
dρ∗

ds
= −ρ∗0σαβg∗ανg

∗
βν = −ρ∗0σνν = −ρ∗0

∂Vν

∂xν

.

Откуда снова имеем (35.16). Из последнего соотношения следует, что при жестком в смыс-
ле Борна движении плотность ρ∗ вдоль мировых линий остается неизменной.

Из соотношения (35.16) выведем интегральный закон сохранения. Проинтегрируем
(35.16) по четырехобъему

dΩ = dx1dx2dx3dx4. (35.24)

В результате получим ∫ ∂

∂xν

(ρ∗Vν)dΩ = 0. (35.25)

Используя теорему Гаусса, интегрируя последнее соотношение по объему неограниченно
расширяющемуся в пространственно подобных направлениях и ограниченному во времен-
но подобных направлениях двумя трех-плоскостями x′4 = const и x′′4 = const и считая, что
на границах пространственного объема подинтегральное выражение обращается в нуль,
имеем ∫ ∂

∂xν

(ρ∗Vν)dΩ =
∮

ρ∗Vν dSν = 0.

Интеграл по замкнутой поверхности, ограничивающий четырехобъем, разобъем на три
интеграла: ∮

ρ∗Vν dSν =
∫

ρ∗VkdSk +
∫

ρ∗V4dS ′4 −
∫

ρ∗V4dS ′′4 = 0.
∫

ρ∗VkdSk = 0,

так как интегрирование происходит по бесконечно удаленной поверхности, ограничиваю-
щий пространственный объем, где вещество отсутствует. Поэтому имеем

∫
ρ∗V4dS ′4 =

∫
ρ∗V4dS ′′4 , (35.26)
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где dS4 = dV = dx1dx2dx3. Откуда получим
∫

t=t1

ρ∗V4dV =
∫

t=t2

ρ∗V4dV. (35.27)

Иными словами
∫

ρ∗V4dV , рассмотренный в любой момент времени t, сохраняется, т.е.
имеет место равенство.

M∗ = −i
∫

ρ∗V4dV =
∫

ρ∗dV ∗ = const, (35.28)

где dV ∗ - элемент собственного объема в сопутствующей системе Эйлера. Равенство (35.38)
выражает закон сохранения массы покоя тела.

36. Вариационный принцип Лагранжа для изотропной упругой среды

Если вопросам релятивистской гидродинамики и газовой динамики в литературе уделя-
ется достаточно много внимания, то вопросы, связанные с релятивистской теорией упру-
гости, рассматриваются значительно реже. При этом, большинство авторов подходят к
рассмотрению проблемы с позиций ОТО. Однако, представляет интерес рассмотреть эту
проблему с позиций СТО. Вариационные методы в релятивистской механике сплошных
сред развиты в работах Л.И. Седова и его учеников (см., например, [5] и литературу к
ней), К.П. Станюковича [133]. Во многих задачах механики сплошной среды можно не
учитывать термических процессов и ограничиться только чисто механическим рассмот-
рением. Помимо этого будем рассматривать для простоты только изотропные тела. Для
выводов основных законов движения упругой среды воспользуемся вариационным прин-
ципом, предполагая, что упругой среде как некоторой обобщенной динамической системе
может быть сопоставлена функция Лагранжа, представляющая собой объемный интеграл
от плотности функции Лагранжа ÃL. Последняя зависит от функций поля yµ и их первых
производных по эйлеровым координатам и времени. Интеграл от функции Лагранжа по
времени называется действием. Оно может быть представлено в виде интеграла от ÃL по
четырехмерному объему Ω, где dΩ определяется соотношением (35.24). Действие S пред-
ставим в виде

S = − i

c

∫
ÃLdΩ. (36.1)

Мы предполагаем, что действие должно быть экстремальным для действительного дви-
жения, т.е. для таких значений yµ, которые должны удовлетворять "уравнениям поля".
Так как эти уравнения должны быть релятивистски инвариантными, то релятивистским
инвариантом должна быть функция ÃL. При выводе общих соотношений, в которых плот-
ность лагранжиана не конкретизируется, мы следуем известным методам, разработанным
в классической и квантовой теории поля, например, в работах [131], [7], [132], [109]. Часто
в качестве лагранжиана в механике сплошных сред выбирается давление, которое явля-
ется скаляром относительно преобразований Лоренца. Следуя В.А. Фоку [3], в качестве
плотности функции Лагранжа выбираем инвариант, определяемый равенством

ÃL = −ρ∗c2
(
1 +

Π

c2

)
, (36.2)
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где ρ∗ определяется (35.22). Π - потенциальная энергия упругого сжатия единицы мас-
сы, рассматриваемая на актуальной гиперповерхности (как и ρ∗) и являющаяся поэтому
скаляром относительно преобразований Лоренца. Лагранжиан, подобный (36.2), рассмат-
ривался В.А. Фоком [3] при выводе релятивистских уравнений идеальной жидкости, од-
нако в нашем случае "функциям поля"yµ приписывается другой физический смысл, чем
в работе [3]. Под "полевыми функциями"yµ, в силу рассматриваемой нами кинематики,
мы понимаем четыре скалярные относительно глобальных преобразований Лоренца функ-
ции, первые три из которых yk постоянны вдоль каждой мировой линии, а y4 постоянен
на каждой фиксированной гиперповерхности, ортогональной мировым линиям. Величины
∂yµ/∂xε представляют собой компоненты смешанного тензора, так как xε принадлежит
пространству Минковского, а yµ к лагранжевой сопутствующей системе. Действительно,
пусть, например xε = xε(x

′α), тогда

∂yµ

∂x′α
=

∂yµ

∂xε

∂xε

∂x′α
. (36.3)

Таким образом ∂yµ/∂xε при преобразованиях xε = xε(x
′α) ведет себя как совокупность

ковариантных векторов.

Пусть y′µ = y′µ(yα). Тогда

dy′µ =
∂y′µ

∂yα

∂yα

∂xε

dxε,
∂y′µ

∂xε

=
∂y′µ

∂yα

∂yα

∂xε

. (36.4)

Следовательно, ∂yµ/∂xε при преобразованиях y′µ = y′µ(yα) ведут себя как совокупность
контравариантных векторов.

Общая вариация действия (36.1) связана с варьированием как полевых функций yµ,
так и границы области интегрирования. Рассмотрим, прежде всего, вариацию действия
при закрепленных границах, предполагая, что вариация полевых функций δyµ на границе
равна нулю.

δS = − i

c

∫ (
∂ ÃL

∂yµ
δyµ +

∂ ÃL

∂
(

∂yµ

∂xε

)δ
(

∂yµ

∂xε

))
dΩ =

= − i

c

∫ (
∂ ÃL

∂yµ
δyµ +

∂

∂xε

(
∂ ÃL

∂
(

∂yµ

∂xε

)δyµ

)
− ∂

∂xε

(
∂ ÃL

∂
(

∂yµ

∂xε

)
)
δyµ

)
dΩ = 0. (36.5)

Рассмотрим отдельно второй член, т.е.
∫ ∂

∂xε

(
∂ ÃL

∂
(

∂yµ

∂xε

)δyµ

)
dΩ =

∮ ∂ ÃL

∂
(

∂yµ

∂xε

)δyµdSε = 0, (36.6)

где мы применили теорему Гаусса, заменив интеграл по четырехобъему интегралом по
поверхности, охватывающий этот объем. Но вариация на границе области по предположе-
нию равна нулю, так как мы варьировали при закрепленных границах. Поэтому интеграл
(36.6) обращается в нуль. Откуда следует, что

δS = − i

c

∫ (
∂ ÃL

∂yµ
− ∂

∂xε

(
∂ ÃL

∂
(

∂yµ

∂xε

)
))

δyµdΩ = 0. (36.7)
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В силу произвольности δyµ находим следующие "уравнения движения"("уравнения поля")

∂ ÃL

∂yµ
− ∂

∂xε

(
∂ ÃL

∂
(

∂yµ

∂xε

)
)

= 0. (36.8)

Этим уравнениям, физический смысл которых выясним позже, должно удовлетворять
действительное движение среды.

Рассмотрим теперь вариацию действия, считая, что и область интегрирования Ω под-
вергнута вместе с "волновым полем"бесконечно малому преобразованию, считая по-прежнему,
что вариация δS = 0. Рассмотрим бесконечно малое преобразование координат

x′µ = xµ + δxµ, (36.9)

δxµ = Xµηδωη, (η = 1, 2, 3...s), (36.10)

где δωη - бесконечно малые параметры. При таком преобразовании "функции поля"yµ(xε)
переходят в функции y′µ(x′ε), т.е.

yµ(xε) → y′µ(x′ε) = yµ(xε) + δyµ(xε), (36.11)

где
δyµ(xε) ≡ ψµ

η δωη. (36.12)

Полная вариация δyµ обусловлена как вариацией формы δ̄yµ, так и вариацией координат,
т.е.

δ̄yµ = δyµ − ∂yµ

∂xε

δxε =
(
ψµ

η −
∂yµ

∂xε

Xεη

)
δωη. (36.13)

Полная вариация действия δS может быть представлена в виде

δS = − i

c
δ

∫
ÃLdΩ = − i

c

(∫
δÃLdΩ +

∫
ÃLδdΩ

)
= 0, (36.14)

δÃL = δ̄ÃL +
δÃL

∂xε

δxε =
∂ ÃL

∂yν
δ̄yν +

∂ ÃL

∂
(

∂yν

∂xε

) δ̄
(

∂yν

∂xε

)
+

δÃL

∂xε

δxε, (36.15)

δdΩ = dΩ
∂δxε

∂xε

. (36.16)

Откуда

δS = − i

c

∫ [
∂ ÃL

∂yν
δ̄yν +

∂ ÃL

∂
(

∂yν

∂xε

) ∂

∂xε

δ̄yν +
δÃL

∂xε

δxε + ÃL
∂δxε

∂xε

]
dΩ = 0. (36.17)

При выводе последнего соотношения мы учли, что операторы δ̄ и ∂/∂xε коммутируют. В
силу уравнений движения (36.8) и (36.13) получаем

δS = − i

c

∫ ∂

∂xε

[
∂ ÃL

∂
(

∂yν

∂xε

)
(
ψν

η −
∂yν

∂xσ

Xση

)
+ÃLXεη

]
δωηdΩ = 0, (36.18)
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что эквивалентно соотношению (теорема Э. Нетер [131])

∂Θ̄ηε

∂xε

= 0, (36.19)

где

Θ̄ηε ≡ ∂ ÃL

∂
(

∂yν

∂xε

)
(
ψν

η −
∂yν

∂xσ

Xση

)
+ÃLXεη. (36.20)

Используя теорему Гаусса, интегрируя соотношение (36.19) по объему неограниченно рас-
ширяющемуся в пространственно подобных направлениях и ограниченному во временно
подобных направлениях двумя трех-плоскостями x′4 = const и x′′4 = const и считая, что
на границах пространственного объема подинтегральное выражение обращается в нуль,
имеем ∫

Θ̄η4dV = const, (36.21)

где при выводе использовали тот же метод, что и при выводе закона сохранения массы
покоя (35.28). Рассмотрим некоторые частные случаи.

37. Тензор энергии-импульса и уравнения движения

Пусть преобразование (36.9) соответствует бесконечно малым смещениям (трансляци-
ям) координат, т.е.

δxµ = δωµ, Xµη = δµη, (µ, η = 1, 2, 3, 4). (37.1)

Так как yµ представляет собой совокупность скалярных функций относительно преобра-
зований (36.9), то

y′µ(x′σ)− yµ(xσ) = 0 = δyµ = ψµ
η δωη. (37.2)

Из последнего соотношения вытекает

ψµ
η = 0, (37.3)

что приводит выражение для (36.20) к виду

Θ̄µε = Tµν = ÃLδµν − ∂ ÃL

∂
(

∂yβ

∂xν

) ∂yβ

∂xµ

, (37.4)

∂Tµν

∂xε

= 0, (37.5)

Pµ = − i

c

∫
Tµ4dV = const, (37.6)

Тензор Tµν , определенный соотношением (37.4), носит название канонического тензора
энергии-импульса. Сохраняющийся 4-вектор Pµ называется четырех-вектором энергии-
импульса. Компонента

c

i
P4 = −

∫
T44dV = const
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представляет собой полную энергию системы, а

Pk = − i

c

∫
Tk4dV = const

выражает закон сохранения импульса замкнутой системы. Отметим, что в общем случае
тензор Tµν не является симметричным.

Применим развитый выше формализм для отыскания тензора энергии-импульса упру-
гой среды. Для этого в соотношение (37.4) подставим плотность функции Лагранжа ÃL из
(36.2), введя для краткости обозначение

∂yβ

∂xν

≡ αβ
ν . (37.6)

Вычислим
∂ ÃL

∂αβ
ν

= −c2 ∂ρ∗

∂αβ
ν

(
1 +

Π

c2

)
− ρ∗

∂Π

∂αβ
ν

. (37.7)

Используя выражение (35.22), находим

∂ρ∗

∂αβ
ν

=
∂ρ∗

∂αi(k)

∂αi(k)

∂αβ
ν

=
∂ρ∗

∂αi(k)
hε(k)δi

βδε
ν = ρ∗0

√
ġεpqrhν(k)δi

β·

·[δ(1k)δp
i α

q(2)αr(3) + δ(2k)δq
i α

p(1)αr(3) + δ(3k)δr
i α

p(1)αq(2)], (37.8)

∂ρ∗

∂αβ
ν

αβ
ν = ρ∗0

√
ġεpqrhν(k)hµ(l)

∂yi

∂x(l)
· [δ(1k)δp

i α
q(2)αr(3)+

+δ(2k)δq
i α

p(1)αr(3) + δ(3k)δr
i α

p(1)αq(2)] = ρ∗0
√

ġεpqrhν(k)hµ(l)·
·[δ(1k)αp(l)αq(2)αr(3) + δ(2k)αq(l)αp(1)αr(3)+

+δ(3k)αr(l)αp(1)αq(2)] = ρ∗0
√

ġεpqrα
p(l)αq(2)αr(3)·

·[hν(1)hµ(1) + hν(2)hµ(2) + hν(3)hµ(3)] = ρ∗g∗µν . (37.9)

Рассмотрим выражение

ρ∗
∂Π

∂αβ
ν

∂αβ
µ = ρ∗

∂Π

∂αi(k)

∂αi(k)

∂αβ
ν

αβ
µ =

ρ∗
∂Π

∂αi(k)
δi
βhν(k)

∂yβ

∂x(l)
hµ(l) = ρ∗

∂Π

∂αi(k)
αi(l)hν(k)hµ(l). (37.10)

При выводе мы использовали соотношения

∂yi

∂xµ

=
∂yi

∂x(α)
hµ(α) =

∂yi

∂x(4)
hµ(4) +

∂yi

∂x(l)
hµ(l),

в котором
∂yi

∂x(4)
=

1

i

∂yi

∂s
= 0,

так как лагранжевы координаты не меняются вдоль мировых линий. Если ввести обозна-
чение

ρ∗
∂Π

∂αi(k)
αi(l) ≡ −S(kl), (37.11)
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то можно увидеть, что тензор S(kl) в локальных тетрадах совпадает с известным выраже-
нием для тензора напряжений в классической теории упругой среды в декартовых коор-
динатах [129], с той лишь разницей, что переменные Эйлера xk заменяются на тетрадные
сопутствующие переменные Эйлера x(k). Используя проделанные вычисления, получаем
для тензора энергии-импульса выражение

Tµν = εVµVν − Sµν , ε = −ÃL =
√

ġρ∗0c
2 det

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂yi

∂x(k)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
(
1 +

Π

c2

)
, (37.12)

Sµν = hµ(k)hν(l)S(kl), (37.13)

где Sµν - тензор напряжений, отнесенный к пространству Минковского. Соотношение
(37.12) совпадает с общим выражением работы [20], в которой величина ε и Sµν не кон-
кретизируется. Требования, которые в [20] накладываются на тензор напряжений,

SµνVν = 0, SµνVµ = 0, (37.14)

в нашем случае выполняются тождественно, что следует из ортогональности тетрад вида

hµ(k)Vµ = ihµ(k)hµ(4) = iδ(k4) = 0.

Кроме того, для тензора Tµν имеют место очевидные соотношения

ε = µνVµVν , −Sαβ = g∗αλg
∗
βνTλν . (37.15)

Последние соотношения совпадают с аналогичными разложениями при отсутствии тепло-
вых потоков, полученными в работах [134], [135].

По аналогии с классической механикой сплошной среды введем понятие упругого по-
тенциала E или плотности энергии в единице собственного объема, который связан с
потенциальной энергией упругого сжатия Π при помощи соотношения

E = ρ∗0Π. (37.16)

Рассматривая в соотношении (37.11) Π как функцию тензора Коши в локальных тетрадах
(31.27), имеем

S(kl) = −ρ∗
∂Π

∂C(ab)

∂C(ab)

∂αi(k)
αi(l) = −2ρ∗

ρ∗0

∂E

∂C(ak)
C(al). (37.17)

Так как мы рассматриваем здесь только изотропные среды, то, как известно из классиче-
ской теории сплошных сред [44], [129], упругий потенциал можно представить как функ-
цию основных инвариантов какого-либо тензора деформаций, например, тензора Коши.
Известно также, что любой симметричный тензор второго ранга может иметь не более
трех независимых инвариантов. В частности, основными инвариантами Ik тензора Коши
C(ab) будут в согласии со [129] выражения

I1 = C(aa), I2 = −1

2
ε(ipq)ε(irs)C(pr)C(qs),

I3 =
1

6
ε(ijk)ε(pqr)C(ip)C(jq)C(kr). (37.18)
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Из последнего соотношения вытекают равенства

∂I1

∂C(ij)
= δ(ij),

∂I2

∂C(ij)
= C(ij)− C(kk)δ(ij),

∂I3

∂C(ij)
= C(ip)C(pj)− I1C(ij)− I2δ(ij). (37.19)

Для дальнейших вычислений рассмотрим уравнение Гамильтона-Кэли, справедливое для
любого симметричного тензора K(ab), а именно

K(ip)K(pq)K(qj) = K1K(ip)K(pj) + K2K(ij) + K3δ(ij), (37.20)

где Ki - основные инварианты тензора K(ip). В частности, для тензора Коши уравнение
Гамильтона-Кэли дает

C(ip)C(pq)C(qj) = I1C(ip)C(pj) + I2C(ij) + I3δ(ij). (37.21)

Умножая обе части равенства (37.21) на обратный тензор Фингера B(jl), определяемый
формулой (31.37), получаем

C(ip)C(pl) = I1C(il) + I2δ(il) + I3B(il). (37.22)

Тогда последнее равенство в (37.19) имеет вид

∂I3

∂C(ij)
= I3B(ij). (37.23)

Соотношение (37.17) представим в виде

S(kl) = −2ρ∗

ρ∗0

∂E

∂Ii

∂Ii

∂C(ak)
C(al) = −2ρ∗

ρ∗0

[
∂E

∂I1

C(kl)+

+
∂E

∂I2

(C(al)C(ak)− C(nn)C(kl)) + I3
∂E

∂I3

δ(kl)
]
. (37.24)

Используя (37.21), получим окончательно

S(kl) = −2ρ∗

ρ∗0

[(
I2

∂E

∂I2

+ I3
∂E

∂I3

)
δ(kl) +

∂E

∂I1

C(kl)) + I3
∂E

∂I2

B(kl)
]
. (37.25)

Из последнего соотношения следует, что тензор S(kl) является симметричным. Тензор
напряжений в пространстве Минковского сведется к виду

Sµν = −2ρ∗

ρ∗0

[(
I2

∂E

∂I2

+ I3
∂E

∂I3

)
g∗µν +

∂E

∂I1

Cµν + I3
∂E

∂I2

Bµν

]
. (37.26)

Таким образом, тензор энергии-импульса Tµν , полученный из канонического тензора энергии-
импульса (37.4), оказался симметричным. Так как SµνVν = 0, то тензор напряжений имеет
лишь шесть независимых компонент.

Рассмотрим переход от упругой среды к идеальной жидкости. В нерелятивистском
случае такой переход, как известно из [3], сводится к формальной замене S̃ik → −Pδik,
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где P - давление. Поэтому естественным переходом в релятивистском случае от упругого
тела к идеальной жидкости будет соотношение

S(kl) = −Pδ(kl), (37.27)

рассмотренное на гиперповерхности нормальной мировым линиям и являющееся поэтому
релятивистски инвариантным. Из последнего соотношения следует,что

S(kl)hµ(k)hν(l) = Sµν = −Pg∗µν , (37.28)

Аналогичное соотношение для идеальной жидкости вводится в работе [135]. Выразим тен-
зор напряжений через энергию упругого сжатия

−Sµν = Pg∗µν = ρ∗
∂Π

∂αi(k)
αi(l)hν(k)hµ(l). (37.29)

Так как для идеальной жидкости Π = Π(ρ∗), то

Pg∗µν = ρ∗
∂Π

∂ρ∗
∂ρ∗

∂αi(k)
αi(l)hν(k)hµ(l). (37.30)

Выражение (37.9) по аналогии с (37.10) представим в форме

∂ρ∗

∂αβ
ν

αβ
ν =

∂ρ∗

∂αi(k)

∂αi(k)

∂αβ
ν

αβ
µ =

∂ρ∗

∂αi(k)
αi(l)hν(k)hµ(l). (37.31)

Используя (37.9), формулу (37.30) можно записать как

Pg∗µν = ρ∗2
dΠ

dρ∗
g∗µν , (37.32)

что эквивалентно
P = ρ∗2

dΠ

dρ∗
(37.33)

или
Π =

∫ dP

ρ∗
− P

ρ∗
. (37.34)

Таким образом, тензор энергии-импульса для идеальной жидкости имеет вид

Tµν = (ρ∗c2 + ρ∗Π + P )VµVν + Pδµν . (37.35)

Соотношения (37.33-37.35) в точности совпадают с аналогичными выражениями в моно-
графии В. Фока [3]. Отметим, что при выводе (37.33) мы не использовали никаких до-
полнительных предположений, какие делались при выводе аналогичного соотношения в
[3].

Уравнения движения упругой среды получим из законов сохранения (37.5). Используя
выражение (37.12), имеем

∂Tµν

∂xν

= Vµ
∂

∂xν

(εVν) + εVν
∂Vµ

∂xν

− ∂Sµν

∂xν

= 0. (37.36)
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Умножая последнее соотношение на Vµ, получаем выражение

∂

∂xν

(εVν) = −Vµ
∂Sµν

∂xν

,

подстановка которого в (37.36) дает

ε
dVµ

ds
= g∗µσ

∂Sσν

∂xν

. (37.37)

Последние уравнения представляют собой уравнения движения упругой среды.

Так как при выводе теоремы Нетер использовались "уравнения поля"(36.8), то есте-
ственно установить связь их с уравнениями движения. Если в электродинамике уравнени-
ям поля приписывается явный смысл, то в теории упругости их смысл не ясен и поэтому
его необходимо выяснить. Используя (37.11), находим

∂Tµν

∂xν

=
∂ ÃL

∂xµ
− ∂

∂xε

(
∂ ÃL

∂
(

∂yβ

∂xε

) ∂yβ

∂xµ

)
=

∂ ÃL

∂yβ

∂yβ

∂xµ
+

∂ ÃL

∂
(

∂yε

∂xσ

) ∂

∂xµ

(
∂yβ

∂xσ

)
− ∂ ÃL

∂
(

∂yβ

∂xν

) ∂

∂xν

(
∂yβ

∂xν

)
−

− ∂

∂xε

(
∂ ÃL

∂
(

∂yβ

∂xε

)
)

∂yβ

∂xµ

=
∂yβ

∂xµ

(
∂ ÃL

∂yβ
− ∂

∂xν

(
∂ ÃL

∂
(

∂yβ

∂xν

)
))

, (37.38)

или
∂Tµν

∂xν

∂xµ

∂yε
=

∂ ÃL

∂yε
− ∂

∂xν

(
∂ ÃL

∂
(

∂yε

∂xν

)
)

= 0. (37.39)

Таким образом, "уравнения поля"(36.8) оказались полностью эквивалентными уравнени-
ям движения (37.37), так как оба соотношения могут быть получены из одних и тех же
законов сохранения

∂Tµν

∂xν

= 0.

38. Тензор момента количества движения

Пусть преобразование (36.9) соответствует бесконечно малому преобразованию Лорен-
ца, или, что то же самое, бесконечно малому повороту. Как известно, конечное преобра-
зование Лоренца записывается в виде

xµ′ = Lµ′µxµ, Lµ′µLµ′ν = δµν , Lµ′µ = const. (30.22)

Рассмотрим бесконечно малые преобразования Лоренца, т.е.

Lµε = δµε + δωµε, (38.1)
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где δωµε - бесконечно малые параметры. Из условия ортогональности матриц Лоренца
имеем

LµεLµσ = δεσ + δωσε + δωεσ + δωµεδωµσ = δεσ. (38.2)

Из (38.2), пренебрегая вторым порядком малости, имеем

δωσε = −δωεσ. (38.3)

Таким образом, соотношение (36.9) можно представить в виде

x′µ = xµ + δωµεxε. (38.4)

С другой стороны, из (36.10) имеем

δxµ = δωµεxε = Xµ(γσ)δω(γσ), (η → (γσ)), (36.10)

где индекс η заменен на "собирательный"индекс (γσ). Здесь скобки, естественно, не явля-
ются символом симметрирования. В результате имеем

(Xµ(γσ) − δµγxσ)δω(γσ) = 0. (38.5)

Учитывая антисимметрию бесконечно малых преобразований δωγσ и их произвольность,
имеем из (38.5), что

Xµ(γσ) =
1

2
(δµγxσ − δµσxγ). (38.6)

Так как при преобразовании координат (38.4) функции поля yµ ведут себя как совокуп-
ность скалярных функций, то

y′µ(x′γ)− yµ(xγ) = δyµ = 0. (38.7)

С другой стороны, из (36.12)

δyµ(xε) = ψµ
(γσ)δω(γσ) = 0. (38.8)

Из (38.8) следует, что либо ψµ
(γσ) = ψµ

(σγ), либо ψµ
(γσ) = 0. Но так как функции поля yµ есть

скалярные функции при любых преобразованиях xε, (а не только при преобразованиях
трансляций или поворотов), то из равенства нулю δyµ в (36.12) и произвольности δωη

вытекает, что ψµ
η = 0, а следовательно и

ψµ
(γσ) = 0. (38.9)

Подстановка (38.9) и (38.6) в (36.20) дает

Θ̄(γσ),ε = TαεXα(γσ) =
1

2
(Tγεxσ − Tσεxγ). (38.10)

Введем обозначение
0
(σγ),ε = Tγεxσ − Tσεxγ. (38.11)

В квантовой теории поля обычно под последней величиной понимается орбитальный мо-
мент волнового поля, а под величиной

Sσγ,ε =
∂ ÃL

∂
(

∂yν

∂xε

)ψν
(σγ) (38.12)
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понимается спиновый момент. Их сумма представляет собой полный момент. В нашем
случае в силу (38.9) спиновый момент равен нулю, поэтому орбитальный и полный момент
совпадают. Из (36.19) вытекает, что должны иметь место соотношения

2
∂Θ̄(γσ),ε

∂xε

=
∂M0

(σγ),ε

∂xε

= 0, (38.13)

что эквивалентно следующему выражению, вытекающему из дифференцирования (38.11)
и закона сохранения энергии (37.5), а именно

∂M0
(σγ),ε

∂xε

= γσ − Tσγ = 0. (38.14)

Как мы доказали ранее, тензор энергии-импульса симметричен, поэтому равенство (38.14)
удовлетворяется автоматически и из него имеют место закон сохранения момента количе-
ства движения сплошной изотропной упругой среды. Проведя те же самые вычисления,
как и при получении выражения (36.21), имеем закон сохранения в виде

¯0σγ = − i

c

∫
(Tγ4xσ − Tσ4xγ)dV = const. (38.15)

Пространственные компоненты M̄0
ik являются релятивистским обобщением закона сохра-

нения момента импульса сплошной среды. Выясним, следуя [7], смысл сохраняющихся
компонент M̄0

4i.

¯04i = x4

(
− i

c

∫
(Ti4dV

)
+

i

c

∫
xiT44dV = const. (38.16)

В силу (37.6) имеем

x4Pi +
i

c

∫
xiT44dV = const. (38.17)

В силу закона сохранения энергии

−
∫

T44dV = W = const. (38.18)

Поделив обе части равенства (38.17) на W , получим

x4
Pi

W
− i

c
Ri = const, Ri ≡

∫
xiT44dV∫
T44dV

. (38.19)

Здесь Ri есть релятивистское определение центра инерции системы. Дифференцируя (38.19)
по времени t, получим с учетом сохранения полного импульса и энергии системы, что

dRi

dt
= vc

i = c2 Pi

W
= const, (38.20)

т.е. центр инерции замкнутой системы движется с постоянной скоростью vc
i .

39. Релятивистский закон Гука
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В классической механике сплошных сред под законом Гука понимают закон, устанав-
ливающий связь между тензорами напряжений и деформаций. Мы попытаемся установить
эту связь и в релятивистском случае. Поскольку на некоторой актуальной гиперповерхно-
сти, ортогональной мировым линиям, среда покоится, то ее свойства эквивалентны свой-
ствам среды в лагранжевой сопутствующей системе отсчета при классическом рассмотре-
нии. Поэтому все основные выводы классической теории сплошной среды эквивалентны
выводам релятивистского рассмотрения сточки зрения гиперповерхностей, нормальных
мировым линиям частиц среды. Хотя тензор кривизны таких гиперповерхностей в общем
случае отличен от нуля, однако кривизна их зависит не от тензоров деформаций, а от тен-
зоров скоростей деформаций. Таким образом, в рамках СТО кривизна гиперповерхностей
не влияет на тензор напряжений упругого тела, зависящий от тензора деформаций.

Как мы отмечали ранее, в силу рассматриваемой нами кинематики, для любого акту-
ального (начального) момента "времени"y4 = const в каждой точке пространства-времени
имеется четыре репера (два ортогональных и два аффинных), а именно:

1. Система {O, x1, x2, x3, x4} с векторным базисом hµ (30.2), (30.38), gµν = δµν , x4 = ict,
−dS2 = δµνdxµdxν выбирается как система отсчета, в которой определяется перемещение
или движение ( система наблюдателя).

2. Лагранжева система {M, yk, ẏ4} с векторами базиса

∂~r0

∂yk
= ~̇hk,

∂~r0

∂ẏ4
= ~̇h4, (31.11)

отвечающая положениям точек среды на некоторой начальной гиперповерхности ẏ4 =
const. В этой системе образы подвижных точек фиксированы. 4-радиус-вектор ~r0 соеди-
няет начало координат СО с начальными координатами точек движущейся среды.

3. Лагранжева сопутствующая система {M, yα с векторами базиса

∂~r

∂yα
=

~̂
hα, (31.12)

отвечающая измененным положениям точек среды на рассматриваемой (актуальной) ги-
перповерхности y4.

4. Эйлерова сопутствующая система, представляющая собой систему тетрад hµ(α), пе-
реносимых по Ферми-Уолкеру (30.75).

Дадим определение релятивистски упругого тела, пользуясь аналогией с известным
классическим определением из монографии Л.И. Седова [44].

Назовем среду упругой, в которой компоненты тензора напряжений Ŝki, (S(ki)) на
актуальной гиперповерхности для каждой частицы являются функциями компонент тен-
зора деформаций ûij, U(ij), компонент метрического тензора данной гиперповерхности
ĝij, (δ(ij)), температуры T̂ и других физико-химических параметров χ̂i, т.е.

Ŝij = f̂ ij(ûkl, ĝkl, T̂ , χ̂i), (39.1)

S(kl) = f(kl)(U(kl), δ(kl), T̂ , χ̂i), (39.2)

где первая формула соответствует сопутствующей лагранжевой, а вторая - сопутствующей
эйлеровой системам отсчета. Так как в настоящей работе мы интересуемся чисто механи-
ческими процессами, то в дальнейшем параметры T̂ и χ̂i указывать не будем. Конкретный
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вид функций f̂ ij, (f(ij)) может быть различным для различных моделей сплошных сред.
Как следует из опыта, напряжения и деформации во многих твердых телах связаны меж-
ду собой законом Гука. Для малых деформаций, повторяя те же рассуждения, что и в
классической теории упругости [44], можно написать

Ŝij = Âijklûkl, (39.3)

S(ij) = A(ijkl)U(kl). (39.4)

Соотношения (39.3) и (39.4), заданные на актуальной гиперповерхности y4 = const, назо-
вем релятивистским законом Гука. Все входящие в эти выражения величины, т.е. тензо-
ры напряжений, деформаций и связывающие их коэффициенты, являются совокупностью
скалярных функций относительно преобразований Лоренца. Тензоры Âijkl, A(ijkl) (пер-
вый является тензором относительно преобразований лагранжевых переменных yk, а вто-
рой - относительно преобразований триад ~h(k)) имеют 81 компоненту, но из-за симметрии
тензоров напряжений и деформаций число независимых компонент Âijkl, A(ijkl) равно
36. Если среда, подчиняемая закону Гука, обладает какими либо свойствами симметрии,
то число независимых компонент Âijkl, A(ijkl) еще сокращается. В частности, для изо-
тропной среды все Âijkl, A(ijkl) определяются всего двумя параметрами. Релятивистски
изотропной средой (по аналогии с классической механикой сплошных сред) назовем та-
кую среду, свойства которой одинаковы по всем направлениям, выбранным на некоторой
актуальной гиперповерхности. Дадим более точное математическое определение симмет-
рии и, в частности, изотропии, основываясь на известном классическом определении [44],
с той лишь разницей, что все свойства среды мы рассматриваем на гиперповерхностях,
ортогональных мировым линиям, в то время как при классическом описании свойства
среды задаются в мгновенном состоянии на гиперплоскости t = const. Упругие свойства
среды среды задаются с помощью тензоров Âijkl, A(ijkl).

Будем говорить, что среда на актуальной гиперповерхности y4 = const обладает сим-
метрией, если существует группа преобразований координат (триад), такая, что компонен-
ты тензоров, задающих свойства среды, не меняются при преобразованиях, принадлежа-
щих этой группе. В частности, среду назовем релятивистски изотропной, если компоненты
тензоров, определяющие ее свойства, не меняются при любых ортогональных преобразо-
ваниях координат (триад) на актуальной гиперповерхности. Так как упругие свойства
среды определяются тензором A(ijkl), то из определения изотропии вытекает, что

A′(ijkl) = A(ijkl), (39.5)

где
A′(ijkl) = ω(ip)ω(jq)ω(kr)ω(ls)A(pqrs), ω(ip)ω(jp) = δ(ij) (39.6)

Для выявления смысла (39.5) рассмотрим два деформированных состояния сплошной сре-
ды на y4 = const, которые имеют одинаковый вид в разных повернутых друг относительно
друга системах ~h(a) и ~h′(a), связанных преобразованием

~h′(a) = ω(ab)~h(b), ω(ab) = const. (39.7)

U(ab) = U ′(ab). (39.8)

В системах ~h(a) и ~h′(a) имеем соответственно

S(ij) = A(ijkl)U(kl), S ′(ij) = A′(ijkl)U ′(kl). (39.9)
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выполняется соотношение (39.5), то из равенства (39.8) следует

S(ij) = S ′(ij). (39.10)

Таким образом, если одинаковые деформации, в повернутых друг относительно друга
системах, приводят к к одинаковым напряжениям, то среда изотропна. Если же U(ab) =
U ′(ab), а A(ijkl) 6= A′(ijkl), то S(ij) 6= S ′(ij), т.е. среда анизотропна. Точно так же как и в
классической механике сплошной среды, можно найти, что для релятивистски изотропной
среды

Âijkl = λĝij ĝkl + µ(ĝikĝjl + ĝilĝjk), (39.11)

A(ijkl) = λδ(ij)δ(kl) + µ(δ(ik)δ(jl) + δ(il)δ(jk)), (39.12)

где λ и µ - коэффициенты Ламе, заданные на актуальной гиперповерхности и являющие-
ся поэтому скалярами относительно преобразований Лоренца. Для тензоров напряжений
имеем

Ŝij = λûk
kĝ

ij + 2µĝikĝjlûkl, (39.13)

S(ij) = λU(kk)δ(ij) + 2µU(ij). (39.14)

Соотношение (39.14) можно получить и из соотношения (37.17), если для упругого потен-
циала в локальных тетрадах выбрать такое же выражение, как и в классической теории
упругости в декартовых координатах [43], а именно

E =
λ

2
U(ii)U(kk) + µU(ik)U(ik). (39.15)

Используя последнее соотношение, формулу (37.17) представим в виде

S(kl) = −2ρ∗

ρ∗0

∂E

∂C(ak)
C(al) =

ρ∗

ρ∗0

∂E

∂U(ak)
[δ(al)− 2U(al)]. (39.16)

Или, ограничиваясь линейным приближением, с учетом, что ρ∗ ≈ ρ∗0, имеем (39.14). Пере-
ходя в (39.14) от тетрадного представления к галилееву, получим

Sµν = hµ(i)hν(j)S(ij) = λUσσg
∗
µν + 2µUµν , (39.17)

где Uµν определяется соотношениями (31.19) и (31.52). Соотношение (39.17) является ре-
лятивистским обобщением известного закона Гука для изотропного тела в системе отсчета
наблюдателя (пространстве Минковского).

Всякую деформацию можно представить в виде суммы деформаций чистого сдвига и
всестороннего сжатия, т.е.

U(ik) =
[
U(ik)− 1

3
δ(ik)U(nn)

]
+

1

3
δ(ik)U(nn). (39.18)

Первый член справа является девиатором, связанный с чистым сдвигом (шпур девиатора
равен нулю), второй член связан со всесторонним сжатием. Поэтому соотношение (39.17)
можно записать и в другой форме

Sµν = kUσσg
∗
µν + 2µ

[
Uµν − 1

3
g∗µνUσσ

]
, k = λ +

2

3
µ. (39.19)
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Так как
Sµµ = 3kUσσ, g∗µµ = 3, (39.20)

то из (39.19) вытекает, что

Uµν =
1

9k
Sσσg

∗
µν +

1

2µ

[
Sµν − 1

3
g∗µνSσσ

]
. (39.21)

Последняя формула определяет тензор деформаций по тензору напряжений.

40. Замкнутость системы уравнений релятивистской упругой среды

Обсудим полученные нами уравнения для описания поведения релятивистской упругой
среды. Так как при этом для простоты рассмотрения мы не учитывали взаимодействия
между механическими и термическими процессами, то полагали, что поле температур,
которое будет влиять на плотность среды, считаем заданным из немеханических сообра-
жений. В силу того, что VµVµ = −1, из четырех уравнений движения сплошной среды
(37.37) лишь три уравнения являются независимыми. Они образуют систему трех уравне-
ний для девяти неизвестных функций: трех пространственных компонент 4-скорости Vk

и шести независимых компонент тензора напряжений Skn. Наличие шести независимых
компонент тензора напряжений связано с его симметрией и ортогональности 4-скорости,
что дает

Sk4 = i
vb

c
Skb, S44 = −vavb

c2
Sab. (40.1)

При этом плотность ρ∗ удовлетворяет уравнению неразрывности (35.16), решение которого
может быть записано в виде (35.14a). Представим выражение для плотности как функцию
тензора деформаций Коши (31.27), (31.28). Замечаем, что

det ||(ab)|| = det
∣∣∣∣
∣∣∣∣ġkl

∂yk

∂x(a)

∂yl

∂x(b)

∣∣∣∣
∣∣∣∣. (40.2)

Откуда следует

det
∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂ya

∂x(b)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ =

1√
ġkl

√
det ||(ab)||. (40.3)

Используя (35.15), имеем с учетом (37.18)

ρ∗ = ρ∗0

√
1

6
[2CβνCνσCσβ − 3CµνCνµCεε + CµµCννCσσ]. (40.4)

Таким образом, плотность ρ∗ зависит от тензоров Коши в тетрадном или галилеевом пред-
ставлении.

Вычислим тензор напряжений Sµν , выражая его через тензор Коши, отнесенный к
пространству Минковского. Из соотношений (37.13) и (37.17) получим

Sµν = −2ρ∗

ρ∗0
g∗µβ

∂E

∂C(αβ)
C(αν). (40.5)
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Таким образом, уравнения движения сплошной среды (37.37) можно представить в виде

ρ∗c2
(
1 +

E

ρ∗0c2

)
Vε

∂Vµ

∂xε

= − 2

ρ∗0
g∗µσ

∂

∂xν

(
ρ∗g∗σβCαν

∂E

∂Cαβ

)
, (40.6)

где в (40.6) входят только величины, выражающиеся через тензор Коши, 4-скорость и ее
производные. Отметим, что тензор Коши из-за ортогональности 4-скорости и симметрии
имеет шесть независимых компонент. Так как для трех независимых компонент 4-скорости
и шести независимых компонент тензора Коши имеется лишь три независимых уравнения
движения, то для замкнутости системы необходимо еще шесть независимых уравнений. В
качестве таковых можно использовать уравнения (34.3).

Dαβ ≡ Vµ
∂Cαβ

∂xµ

+
∂Vµ

∂xα

Cµβ +
∂Vµ

∂xβ

Cµα = 0. (34.3)

В силу того, что Dαβ = Dβα и DαβVβ = 0, это уравнение имеет лишь шесть независимых
компонент.

Таким образом, для девяти неизвестных функций в нашем распоряжении имеется де-
вять независимых уравнений, что и доказывает замкнутость системы уравнений, описы-
вающих поведение релятивистского упругого континуума.

При наличии внешнего поля, действующего на упругую среду, в правой части урав-
нения движения (40.6) нужно добавить член, характеризующий взаимодействие среды с
внешним полем.

Если мы получили решение в переменных Эйлера, то от них можно перейти и к пере-
менным Лагранжа. Переход от одних переменных к другим при заданном поле 4-скорости
Vµ(xε) связан с интегрированием дифференциальных уравнений. Для нахождения Лагран-
жевых координат yk воспользуемся уравнением

Vµ
∂yk

∂xµ

=
dyk

dS
= 0, (40.7)

означающим постоянство лагранжевых координат вдоль мировых линий частиц движу-
щейся среды. Интегралом этих уравнений будут искомые функции yk = fk(xµ). Для на-
хождения параметра y4, нумерующего ортогональные мировым линиям гиперповерхности,
воспользуемся формулой (31.48)

∂y4

∂xν

= −θVν . (31.48)

Получим условия интегрируемости этой системы. Умножая обе части на Vµ, находим, что

θ = Vν
∂y4

∂xν

. (40.8)

После чего систему (31.48) можно записать в эквивалентной форме

g∗νε

∂y4

∂xε

= 0. (40.9)

Рассмотрим выражение

g∗µσ

∂

∂xσ

(
g∗νε

∂y4

∂xε

)
= g∗µσ

∂g∗νε

∂xσ

∂y4

∂xε

+ g∗µσg
∗
νε

∂2y4

∂xσ∂xε

= 0. (40.10)
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Переставляя индексы µ и ν, имеем

g∗νσ

∂

∂xσ

(
g∗µε

∂y4

∂xε

)
= g∗νσ

∂g∗µε

∂xσ

∂y4

∂xε

+ g∗νσg
∗
µε

∂2y4

∂xσ∂xε

= 0. (40.11)

Вычитая из (4.10) выражение (4.11), воспользуясь (31.48), получаем

−θVε

(
g∗µσ

∂g∗νε

∂xσ

− g∗νσ

∂g∗µε

∂xσ

)
= 0. (40.12)

Последнее соотношение после простых преобразований приводит к равенству

ωµν = 0, (40.13)

где тензор угловой скорости вращения определен в (34.14) или (при выборе другой сигна-
туры) в (1.4).

Таким образом, условия интегрируемости системы (31.48) сводятся к известному утвер-
ждению [20], что при отсутствии вращений мировые линии среды образуют нормальную
конгруенцию. Если ωµν 6= 0, то система (31.48) несовместна, т.е. в этом случае нельзя
построить гиперповерхности y4 = const, которая ортогональна мировым линиям частиц
среды.

Отметим, что при выводе тензоров деформаций мы допускали существование семей-
ства гиперповерхностей, ортогональных мировым линиям. Однако, если глобальные ги-
перповерхности существуют при ωµν = 0, то в малой области изменения параметра yk,
когда рассматриваются две соседние мировые линии, всегда можно построить локально
нормальную им гиперповерхность. Аппарат неголономных преобразований, развитый на-
ми в главе 2, допускает рассмотрение произвольного движения сплошной среды как с
отсутствием, так и с наличием вращений. Он позволяет легко обобщить полученные в
этой главе результаты на случай произвольного движения континуума. Однако мы этим
заниматься не будем, а решим некоторые конкретные задачи.

41. Плоские упругие волны в неограниченной изотропной среде

Рассмотрим распространение малых возмущений в упругих телах. При адиабатиче-
ских деформациях тензор напряжений Sµν связан с тензором деформаций Uµν при помощи
релятивистского закона Гука (39.17), (39.19), а уравнения движения упругой среды зада-
ются формулой (37.37). Ранее при выводе тензоров деформаций (31.44), (31.56) в качестве
начального состояния мы выбирали недеформированную среду, отображаемую точками
некоторой начальной гиперповерхности ẏ4 = const с метрическим тензором ġkl. Однако
начальное состояние можно определять по разному. В общем случае формула (31.50) не
имеет места, т.е.

∂uε

∂y4
6= ∂xε

∂y4
.

Правая часть формулы (31.45) с учетом (31.48) имеет вид
(

∂uε

∂xµ

− ∂uε

∂y4

∂y4

∂xµ

)(
δεµ − ∂xε

∂y4

∂y4

∂xν

)
=

(
∂uε

∂xµ

+
∂uε

∂s
Vµ

)
g∗εν =

∂uε

∂xσ

g∗σµg
∗
εν .
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Соответственно, правая часть (31.51) запишется в виде
(

∂uε

∂xµ

− ∂uε

∂y4

∂y4

∂xµ

)(
∂uε

∂xν

− ∂uε

∂y4

∂y4

∂xν

)
=

∂uε

∂xσ

∂uε

∂xλ

g∗σµg
∗
λν .

Поэтому тензор деформаций (31.52) можно представить в форме

Uµν =
1

2

[
g∗σµg

∗
εν

(
∂uε

∂xσ

+
∂uσ

∂xε

− ∂uλ

∂xσ

∂uλ

∂xε

)]
. (41.1)

Переход к сопутствующим тетрадам дает

Uαβ =
1

2
hµ(α)hν(β)hσ(k)hµ(k)hε(l)hν(l)

(
∂uε

∂xσ

+
∂uσ

∂xε

− ∂uλ

∂xσ

∂uλ

∂xε

)
=

=
1

2
δ(αk)δ(βl)

(∗Du(l)

∂x(k)
+

∗Du(k)

∂x(l)
−

∗Du(λ)

∂x(k)

∗Du(λ)

∂x(l)

)
,

U(ab) =
1

2

(∗Du(b)

∂x(a)
+

∗Du(a)

∂x(b)
−

∗Du(λ)

∂x(a)

∗Du(λ)

∂x(b)

)
,

U(a4) = U(44) = 0. (41.2)

Отметим, что формула (41.1) получена для общего случая при условии, что 4-вектор
перемещения ~u существует. Она обобщает формулу (31.52), в которой начальное состояние
фиксировано.

Рассмотрим случай бесконечно малых деформаций. Среда, отображаемая точками
некоторой актуальной гиперповерхности y4 = const (мы считаем, что вращения отсут-
ствуют), в общем случае деформируема. В качестве начального состояния на этой же
гиперповерхности введем такое воображаемое состояние, в котором на каждый элемент
не действуют никакие силы. (Внешние поля мы здесь не рассматриваем.) Таким образом,
на актуальной гиперповерхности среда находится в двух состояниях: истинном деформи-
рованном и "примысленном"(терминология [44]) недеформированном состоянии, по отно-
шению к которому мы и будем измерять деформацию среды. Тот факт, что рассматрива-
емая гиперповерхность в общем случае искривлена, ни в коей мере не означает еще, что
в среде отсутствуют или присутствуют деформации, так как кривизна гиперповерхности
определяется не тензором деформаций, а тензором скоростей деформаций. Следователь-
но, для любой произвольной нормальной мировым линиям гиперповерхности, среда на
которой деформирована, найдется такое поле скоростей для недеформированного состо-
яния, которая индуцирует гиперповерхность, совпадающую с данной в общей области их
задания.

Так как мы рассматриваем бесконечно малые деформации, а в качестве начального
состояния выбираем состояние на актуальной гиперповерхности, то малы будут не только
деформации, но и 4-векторы перемещения ~u, которые по построению лежат в касательном
к y4 = const пространстве. Откуда имеем

u(4) = 0, ihµ(4)uµ = Vµuµ = 0. (41.3)

Для малых деформаций соотношения (41.2) и (41.1) представляются в виде

U(ab) =
1

2

(∗Du(b)

∂x(a)
+

∗Du(a)

∂x(b)

)
, U(a4) = U(44) = 0. (41.4)
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Uµν =
1

2
g∗σµg

∗
εν

(
∂uε

∂xσ

+
∂uσ

∂xε

)
. (41.5)

В силу соотношения (34.16) при отсутствии вращения видно, что при бесконечно малых
Uαβ малы также σαβ, следовательно, произведение σµαUµβ представляют более высокий
порядок малости, чем σαβ и dUαβ/ds. Поэтому соотношение (34.16) сводится к виду

σαβ = Vµ
∂Uαβ

∂xµ

. (41.6)

Вычислим 4-ускорение dVµ/ds, используя равенства

xµ − ẋµ = uµ,
dxµ

ds
=

duµ

ds
+

dẋµ

ds
=

duµ

ds
+

dẋµ

dṡ

dṡ

ds
.

Так как uµ бесконечно мал, то собственное время на двух бесконечно близких мировых
линиях отличается мало, поэтому

Vµ − V̇µ =
duµ

ds
= Vε

∂uµ

∂xε

. (41.7)

Повторное дифференцирование (41.7) по s с учетом, что dV̇µ/ds = 0, дает

dVµ

ds
=

dVε

ds

∂uµ

∂xε

+ VεVσ
∂2uµ

∂xε∂xσ

= VεVσ
∂2uµ

∂xε∂xσ

, (41.8)

где сохранены члены одного порядка малости, так как рассматривается тот случай, когда
малы не только деформации, но и перемещения и ускорения. При этом скорость v не
предполагается малой, хотя малы ее градиенты.

Итак, как и в классической теории упругости, при выводе уравнений для упругих волн
мы делаем следующие допущения: Считаем малыми величинами деформации, перемеще-
ния, градиенты скоростей и ускорения. Произведение любых из этих величин есть второй
порядок малости. В полученных уравнениях будем оставлять только члены первого по-
рядка малости.

Из этого допущения находим

dUµν

ds
=

1

2
g∗σµg

∗
εν

d

ds

(
∂uε

∂xσ

+
∂uσ

∂xε

)
. (41.9)

Заметим, что соотношение (41.6), примененное к бесконечно малым деформациям,
справедливо лишь в том случае, если начальное состояние фиксировано. Формулы (34.3)
и (34.16) были получены при условии, что ∂ġkl/∂y4 = 0. Для настоящей задачи это усло-
вие не имеет места. Обобщим, доказанное для соотношения (34.3) утверждение, на случай
∂ġkl/∂y4 6= 0. Для этого правую часть (34.2) представим в виде

∂ġlj

∂y4
=

∂

∂y4

(
∂ẋε

∂ẏl

∂ẋε

∂ẏj

)
=

∂

∂ẏl

(
V̇ε

θ̇

)
∂ẋε

∂ẏj
+

∂

∂ẏj

(
V̇ε

θ̇

)
∂ẋε

∂ẏl
=

=
(

∂V̇α

∂ẋβ

+
∂V̇β

∂ẋα

+ +V̇α
dV̇β

dṡ
+ V̇β

dV̇α

dṡ

)
∂ẋα

∂ẏl

∂ẋβ

∂ẏj
= 2σ̇αβ

∂ẋα

∂ẏl

∂ẋβ

∂ẏj
. (41.10)
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Так как σ̇αβ = σ̇βα, σ̇αβV̇β = 0, то

∂ġlj

∂y4
= 2σ̇αβ

(
∂ẋα

∂ẏl

∂ẋβ

∂ẏj
+

∂ẋα

∂ẏ4

∂ẋβ

∂ẏj
+

∂ẋα

∂ẏl

∂ẋβ

∂ẏ4
+

∂ẋα

∂ẏ4

∂ẋβ

∂ẏ4

)
. (41.11)

Соотношение (41.11) с учетом последнего равенства заменяется на

Dαβ
∂xα

∂yε

∂xβ

∂yσ
= 2σ̇αβ

∂ẋα

∂ẏε

∂ẋβ

∂ẏσ
, (41.12)

где ∂/∂ẏα = ∂/∂ya. Формула (41.12) справедлива для любых деформаций, если только
начальное состояние задается на актуальной гиперповерхности. Для бесконечно малых
деформаций, используя равенство xµ− ẋµ = uµ, и отличие от нуля якобиана преобразова-
ния

det
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂xα

∂yε

∣∣∣∣
∣∣∣∣ 6= 0

получаем

σαβ = σ̇αβ +
dUαβ

ds
. (41.13)

Рассмотрим выражение

d

ds

∂uε

∂xσ

= Vλ
∂2uε

∂xλ∂xσ

=
∂

∂xσ

(
∂uε

∂xλ

Vλ

)
− ∂Vλ

∂xσ

∂uε

∂xλ

≈

≈ ∂

∂xσ

duε

ds
=

∂Vε

∂xσ

− ∂V̇ε

∂xσ

. (41.14)

Используя последнее равенство, находим для (41.9)

dUµν

ds
≈ σµν − σ̇µν . (41.15)

Таким образом, выражение (41.5) обращает (41.13) в тождество.

В разделе 40 было показано, что замкнутой системой для упругой среды является
система из девяти уравнений, из которых три уравнения динамических и шесть - ки-
нематических. Так как для бесконечно малых деформаций соотношение (41.5) является
решением (41.13), то для нахождения трех независимых компонент 4-вектора uε остается
три независимых уравнения движения (37.37), которые с использованием закона Гука,
можно записать в виде

ε
dVµ

ds
= g∗µσ

∂Sσν

∂xν

= g∗µσ

(
λ̂

∂g∗σν

∂xν

Uεε + λ̂g∗σν

∂Uεε

∂xν

+ 2µ
∂Uσν

∂xν

)
, (41.16)

где λ̂ и µ - коэффициенты Ламе для адиабатических процессов, заданные на актуальной
гиперповерхности. Из (41.3) вытекает, что

∂Vµ

∂xε

uµ +
∂uµ

∂xε

Vµ = 0,

или, отбросив члены второго порядка малости, находим

∂uµ

∂xε

Vµ ≈ 0.
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Из последнего соотношения имеем

∂u4

∂xε

= −Vk

V4

∂uk

∂xε

= i
vk

c

∂uk

∂xε

, Uεε =
∂uε

∂xε

. (41.17)

Замечая, что

g∗µσ

∂g∗σν

∂xν

=
dVµ

ds
,

воспользуясь также допущением о малости, получаем из (41.16) уравнения

εVσVβ
∂2ua

∂xσ∂xβ

= λ̂g∗aν

(
∂2uk

∂xν∂xk

+ i
vk

c

∂2uk

∂xν∂x4

)
+ µg∗να

∂2ua

∂xν∂xα

+

+µg∗aα

∂2uk

∂xα∂xk

+ µ
ivk

c
g∗aα

∂2uk

∂x4∂xα

+ Φa, (41.18)

где

Φa = λ̂
i

c
g∗aν

∂vk

∂xν

∂uk

∂x4

+ µ
i

c
g∗a4g

∗
να

∂vk

∂xν

∂uk

∂xα

+

+µ
i

c
g∗aαg∗ν4

∂vk

∂xν

∂uk

∂xα

+ µ
∂Vσ

∂xσ

∂ua

∂xε

Vε − ε
∂Vσ

∂xσ

∂ua

∂xε

Vσ. (41.19)

Отметим, что Φa являются малыми величинами по сравнению с остальными членами урав-
нения (41.18), так как в них входят в явном виде произведения малых величин градиентов
скоростей и градиентов деформаций.

Допустим теперь, что величины uk являются функциями только от x1 и x4. Поле ско-
ростей среды ~v пусть совпадает с осью x1. Тогда для отдельных компонент uk получим
уравнения

[εV 2
4 + (2µ + λ̂)V 2

1 ]
∂2u1

∂x2
4

+ 2V1V4[ε− (2µ + λ̂)]
∂2u1

∂x1∂x4

+

+[εV 2
1 + (2µ + λ̂)V 2

4 ]
∂2u1

∂x2
1

= Φ1, (41.20)

[εV 2
4 + µV 2

1 ]
∂2u2

∂x2
4

+ 2V1V4[ε− µ]
∂2u2

∂x1∂x4

+ [εV 2
1 + µV 2

4 ]
∂2u2

∂x2
1

= Φ2, (41.21)

[εV 2
4 + µV 2

1 ]
∂2u3

∂x2
4

+ 2V1V4[ε− µ]
∂2u3

∂x1∂x4

+ [εV 2
1 + µV 2

4 ]
∂2u3

∂x2
1

= Φ3. (41.22)

Исследуем полученные уравнения. Из (37.12) следует выражение

ε =
√

ġρ∗0c
2 det

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂yi

∂x(k)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
(
1 +

Π

c2

)
,

которое для малых деформаций сводится к виду

ε ≈ ρ∗0c
2. (41.23)

Как известно из классической теории упругости [43], [44], между коэффициентами Ламе
и плотностью среды ρ∗0 существуют следующие соотношения

λ̂ + 2µ = c2
l ρ
∗
0, µ = c2

t ρ
∗
0, (41.24)
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где cl и ct - продольные и поперечные скорости звука соответственно. Из (41.24) следу-
ет, что cl > ct. Рассмотрим движение "релятивистски твердого"тела. Для классически
твердых тел скорости звука (продольные и поперечные) стремятся к бесконечности. В
согласии же со СТО, любые взаимодействия передаются со скоростями, не превышающи-
ми скорость света в вакууме. По этой причине мы введем определение "релятивистски
твердого"тела. Назовем тело "релятивистски твердым если продольная скорость звука cl

равна скорости света в вакууме c. Для "релятивистски твердого"тела в силу (41.23) имеем

λ̂ + 2µ = ε = ρ∗0c
2 = ρ∗0c

2
l . (41.25)

Для "релятивистски твердых"тел, пренебрегая поправками второго порядка малости Φ1

по сравнению с другими членами, имеем вместо (41.20) уравнение

2u1 ≡
(

∂2

∂x2
1

− 1

c2

∂2

∂t2

)
u1 = 0. (41.26)

Последнее уравнение представляет собой хорошо известное уравнение плоской волны, рас-
пространяющейся вдоль оси x1 со скоростью света в вакууме. Причем скорость света (как
и должно быть в СТО) не зависит от скорости движения среды.

Для компактности записи уравнения (41.20) введем обозначения

−[εV 2
4 + (2µ + λ̂)V 2

1 ] = a11, x4 = ict = ix, x1 = y,

a12 =
1

i
V1V4[ε− (2µ + λ̂)], a22 = [εV 2

1 + (2µ + λ̂)V 2
4 ], (41.27)

после которых уравнение принимает вид

a11
∂2u1

∂x2
+ 2a12

∂2u1

∂x∂y
+ a22

∂2u1

∂y2
− Φ1 = 0. (41.28)

С помощью преобразования переменных

ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y) (41.29)

мы получаем новое уравнение, эквивалентное исходному, а именно

ā11
∂2u1

∂ξ2
+ 2ā12

∂2u1

∂ξ∂η
+ ā22

∂2u1

∂η2
− Φ̄1 = 0, (41.30)

где

ā11 = a11

(
∂ξ

∂x

)2

+ 2a12
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ a22

(
∂ξ

∂y

)2

,

ā12 = a11
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ a12

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+

∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ a22

∂ξ

∂y

∂η

∂y
,

ā22 = a11

(
∂η

∂x

)2

+ 2a12
∂η

∂x

∂η

∂y
+ a22

(
∂η

∂y

)2

, (41.31)

а функция Φ̄1 не зависит от вторых производных.
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Естественно поставить вопрос: как выбрать ξ и η, чтобы уравнение в этих переменных
имело наиболее простую форму? Выберем переменные ξ и η так, чтобы ā11 = 0. Рассмот-
рим дифференциальные уравнения с частными производными первого порядка.

a11
∂2z

∂x2
+ 2a12

∂2z

∂x∂y
+ a22

∂2z

∂y2
= 0. (41.32)

Воспользуемся леммой [82], которая гласит, что если φ(x, y) = const представляет собой
общий интеграл обыкновенного дифференциального уравнения

a11dy2 − 2a12dxdy + a22dx2 = 0, (41.33)

то функция z = φ(x, y) удовлетворяет уравнению (41.32).

Уравнение (41.33) распадается на два уравнения

dy

dx
=

a12 +
√

a2
12 − a11a22

a11

,
dy

dx
=

a12 −
√

a2
12 − a11a22

a11

. (41.34)

Знак подкоренного выражения в этих уравнениях определяет тип уравнения (41.28). Ис-
пользуя (41.27), имеем

a2
12 − a11a22 = ε(λ̂ + 2µ) > 0. (41.35)

Это означает, что уравнение (41.28) относится к гиперболическому типу. Уравнения (41.34)
после несложных алгебраических преобразований, учитывая, что

V1 =
v1

c
√

1− v2
1

c2

, V4 =
i√

1− v2
1

c2

,

сводятся к виду
dy

dx
=

v1 + cl

c + v1cl

c

,
dy

dx
=

v1 − cl

c− v1cl

c

. (41.36)

Характеристические уравнения (41.36) совпадают с характеристическими уравнениями
для плоских волн в релятивистской газовой динамике [136]. Так как в нашем случае v1 и
cl практически постоянны, то интегралами (41.36) будут выражения

y − v1 + cl

c + v1cl

c

x = C1, y − v1 − cl

c− v1cl

c

x = C2. (41.37)

Полагая
ξ = y − v1 + cl

c + v1cl

c

x, η = y − v1 − cl

c− v1cl

c

x (41.38)

и воспользуясь вышеупомянутой леммой, мы обратим в нуль коэффициенты ā11 и ā22 в
уравнении (41.30), которое при Φ̄1 = 0 сводится к виду

∂2u1

∂ξ∂η
= 0. (41.39)

Решением последнего уравнения будет

u1 = f1(ξ) + f2(η), (41.40)
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которое после подстановок (41.38) и (41.27) дают

u1 = f1

(
x1 − v1 + cl

1 + v1cl

c2

t
)

+ f2

(
x1 − v1 − cl

1− v1cl

c2

t
)
. (41.41)

Решение (41.41) имеет простой физический смысл. Функции f1 и f2 представляют собой
две плоские волны, бегущие навстречу друг другу со скоростями v′1 и v′2 относительно
неподвижной системы отсчета. При этом

v′1 =
v1 + cl

1 + v1cl

c2

, v′2 =
cl − v1

1− v1cl

c2

. (41.42)

Соотношения (41.42) представляют собой хорошо известный релятивистский закон сло-
жения скоростей, направленных по одной прямой. Уравнения (41.21) и (41.22) решаются
аналогично и их решения отличаются от (41.41) лишь заменой в (41.41) продольной ско-
рости звука cl на поперечную скорость звука ct.

u2,3 = f̄1

(
x1 − v1 + ct

1 + v1ct

c2

t
)

+ f̄2

(
x1 − v1 − ct

1− v1ct

c2

t
)
. (41.43)

Таким образом, при отсутствии внешних сил решением уравнения (41.16) в акустиче-
ском приближении являются продольные и поперечные волны, которые распространяются
независимо друг от друга. Фазовые скорости этих волн складываются (релятивистски) из
соответствующих фазовых скоростей относительно неподвижной системы плюс (минус)
скорости системы v1 как целой. При v1 = 0 решения (41.41), (41.43) описывают продольные
и поперечные волны в изотропной среде в классической теории упругости в случае малых
деформаций. Конечно, этот результат можно было ожидать с самого начала, а рассмот-
ренная задача является некоторой предварительной проверкой построенного аппарата.
Любопытно, что релятивистский закон сложения скоростей, вытекающий из преобразова-
ний Лоренца, получен из решения дифференциальных уравнений теории упругости.

42. Релятивистский осциллятор

Используя релятивистское уравнение Ньютона,

m0c
dVµ

ds
= Fµ, (42.1)

рассмотрим движение материальной точки вдоль оси x1. В приведенном уравнении m0 -
масса покоя, Fµ - 4-вектор силы, определяемый обычным образом

Fk =
fk

c
√

1− v2

c2

, F4 =
ifkvk

c2
√

1− v2

c2

, (42.1)

где fk - трехмерный вектор силы. Сопутствующие тетрады для данного движения опре-
деляются равенством

hµ(α) =




−iV4 0 0 iV1

0 1 0 0
0 0 1 0

−iV1 0 0 −iV4


 , (42.2)
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где α - номер строки, а µ - номер столбца. Переход к сопутствующим тетрадам дает

m0chµ(k)
dVµ

ds
= hµ(k)Fµ = F (k), F (4) = 0. (42.3)

Так как V1 = V , V2 = V3 = 0, то

m0chµ(1)
dVµ

ds
= m0

dV

dt
. (42.3)

Поэтому уравнение (42.3) представим в виде

m0
dV

dt
= F (1) = h1(1)F1 + h4(1)F4 =

1

c
f1. (42.4)

Релятивистски инвариантным определением упругой силы будет равенство

F (1) = −1

c
k0x(1), (42.5)

где k0 - коэффициент жесткости, заданный в сопутствующей тетраде и являющийся по-
этому скаляром относительно преобразований Лоренца.

dx(1) = hµ(1)dxµ = Lµµ′Lµν′hµ′(1)dxµ′ = hµ′dxµ′ . (42.6)

Из (42.6) следует, что dx(1) - скаляр относительно преобразований Лоренца (Lµµ′ - матрица
Лоренца).

x(1) =
∫

L

hµ(1)dxµ. (42.6)

Интегрирование производится вдоль прямой линии L, лежащей на гиперплоскости dx(4) =
0 и соединяющей мировую линию xk = 0 с мировой линией рассматриваемой частицы.
Равенство dx(4) = 0 эквивалентно

dx(4) = hµ(4)dxµ =
1

i
Vµdxµ = 0. (42.7)

Считая, что на гиперплоскости dx(4) = 0 тетрадное поле постоянно, используя (42.7),
получим

x(1) =

x1∫

0

(
h1(1)− V1

V4

h4(1)
)
dξ =

ix1

V4

. (42.8)

Уравнение (42.3) представим в виде

m0
dV

dt
= −k0

c

x1√
1 + V 2

. (42.9)

Считая, что
dV

dt
=

dV

dx1

v =
cV√

1 + V 2

dV

dx1

,

получим

m0c
2V

dV

dx1

= −k0x1. (42.10)
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Интеграл этого уравнения имеет вид

V 2 = − k0

m0c2
x1

2 + C1.

Постоянную интегрирования C1 определим из условия, что при x1 = 0 должно быть V =
V0. Откуда имеем

V = V0

√
1− k0x1

2

m0V 2
0 c2

, x1 ≤ A =

√
m0V 2

0 c2

k0

. (42.11)

dx1

dt
= v =

√
k0

m0
(A2 − x2

1)√
1 +

k0(A2−x2
1)

m0c2

< c. (42.12)

Интегрирование уравнения (42.12) приводит к соотношению

ω0t + φ0 =

√
1 +

ω0
2A2

c2
E

(
arcsin

x1

A
, k

)
(42.13)

где φ0 - произвольная постоянная,

ω0 =

√
k0

m0

, k2 =
ω2

0A
2

c2 + ω2
0A

2
, (42.14)

а E(u, k) - эллиптический интеграл второго рода. Если ω2
0A

2/c2 ¿ 1, то соотношение
(42.13) сводится к классическому

x1 = A sin(ω0t + φ0). (42.15)

При

V 2
0 =

ω2
0A

2

c2
=

k0A
2

m0c2
À 1, (42.16)

т.е. когда потенциальная энергия деформации много больше энергии покоя частицы, мож-
но пользоваться рядом [105]

E(u, k) =
2

π
E ′(k) ln tan

(
u

2
+

π

4

)
+ ...,

E ′(k) =
π

2

(
1− 1

2
k′2 − ...−

[
(2n− 1)!!

2nn!

]
k′n

2n− 1
− ...

)
, k′ =

√
1− k2. (42.17)

При выполнении неравенства (42.16) k′ ¿ 1, поэтому E ′(k) ≈ π/2.

E(u, k) ≈ ln tan
(

u

2
+

π

4

)
, u = arcsin

(
x1

A

)
. (42.18)

Формула (42.13) для рассматриваемого случая (42.16) представима в виде

tan
(

π

4
+

1

2
arcsin

(
x1

A

))
= e

ct
a

+
cφ0
ω0A . (42.19)

Левая часть последней формулы может быть представлена в виде

tan
(

π

4
+

1

2
arcsin

(
x1

A

))
=

1 + x1

A√
1− x2

1

A2

. (42.20)
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Используя (42.20), разрешив (42.19) относительно x1, получаем

x1 = A tanh
(

ct

A
+

cφ0

ω0A

)
, (42.21)

v =
dx1

dt
=

c

cosh2
(

ct
A

+ cφ0

ω0A

) , (42.22)

Постоянную φ0 определим из начальных условий. Пусть при t = 0 частица находилась в
начале координат, т.е. x1 = 0. Тогда

x1 = A tanh
(

ct

A

)
, v =

c

cosh2
(

ct
A

) . (42.23)

Таким образом, когда энергия упругой деформации намного превышает энергию покоя
частицы, колебательный процесс не имеет места. Частица, выходя из начала координат со
скоростью близкой к скорости света, за бесконечное время достигает своего амплитудного
значения.

43. Прямолинейное релятивистское жесткое движение сплошной среды

В разделе 2 главы 1 мы рассматривали релятивистские жесткие равноускоренные НСО
и доказали, что в пространстве Минковского в принципе невозможно жесткое в смыс-
ле Борна равноускоренное движение континуума. Пространство Минковского оказалось
"тесным чтобы удовлетворить одновременно критериям жесткости и равноускоренности.
Следовательно, возникает вопрос, какая НСО в СТО является аналогом классической
жесткой равноускоренной системы отсчета? В научной литературе переход в жесткую
"равноускоренную"(кавычки наши) НСО связывают с преобразованиями Меллера (2.11).
Однако физический смысл координат и "времени"в НСО Меллера не обсуждается. Поэто-
му имеет смысл, не используя преобразования Меллера, описать жесткую НСО в рамках
СТО на основе релятивистской механики сплошных сред [4]. Именно таким путем шел
автор, ничего не подозревая в то время о преобразованиях Меллера.

Итак, поставим и решим следующую задачу. Пусть в момент времени t = 0 вдоль оси
x1 приходит в движение покоящаяся ранее сплошная среда. При этом, частица среды,
находящаяся в покое в начальный момент времени в начале эйлеровых координат, дви-
жется так, что ее ускорение в локально сопутствующей системе отсчета постоянно и равно
a0. Требуется определить как будут двигаться остальные частицы среды, если движение
среды является жестким в смысле Борна. Мы не можем требовать постоянства ускорения
в локально сопутствующих тетрадах всех частиц, так как это требование не совместно
с критерием жесткости по Борну. Очевидно, что в системе наблюдателя (O, x1, x2, x3, x4)
поле 4-скорости Vµ имеет вид

V1 = V1(x1, x4), V2 = V3 = 0, V4 = i
√

1 + V 2
1 . (43.1)

При этом

Vµ = ihµ(4) = θ
∂xµ

∂y4
,
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hµ(α) =




−iV4 0 0 iV1

0 1 0 0
0 0 1 0

−iV1 0 0 −iV4


 , (43.2)

где α - номер строки, а µ - номер столбца.

4-ускорение a(α) в локально сопутствующей системе имеет вид

a(α) = hµ(α)
dVµ

ds
, a(2) = a(3) = a(4) = 0, a(1) =

i

V4

dV1

ds
=

a0

c2
, (43.3)

где a0 - обычное трехмерное ускорение.

Так как мы интересуемся сейчас движением индивидуальной частицы среды, покоя-
щейся в начальный момент времени в начале координат, то для описания ее движения
перейдем к переменным Лагранжа. Соотношение (43.3) примет вид

θ
∂V1

∂y4
=

∂V1

∂s
=

V4

i

a0

c2
=

√
1 + V 2

1

a0

c2
, (43.4)

где s = cτ , a0 = const, τ - собственное время движущейся частицы. Интегрирование (43.4)
при условии, что при s = 0 должно быть V1 = 0, дает

∂x1

∂s
= V1 = sinh

(
a0s

c2

)
,

∂x4

∂s
= V4 = i

√
1 + V 2

1 = i cosh
(

a0s

c2

)
. (43.5)

Интегрирование последних уравнений при условии, что при s = 0 должно быть x1 = x4 = 0
приводит к хорошо известным соотношениям [7] (гиперболическое движение)

x1 =
c2

a0

cosh
(

a0s

c2

)
− c2

a0

, x4 = i
c2

a0

sinh
(

a0s

c2

)
, (43.6)

исключая s из которых, находим

x1 =
c2

a0

(√
1 +

a2
0t

2

c2
− 1

)
. (43.7)

В отличие от равноускоренной системы Логунова [6], в которой все частицы среды со-
вершают гиперболическое движение с равными друг другу и постоянными ускорениями в
локально сопутствующей системе, мы требуем постоянства ускорения лишь для одной ча-
стицы среды. Все остальные частицы должны двигаться таким образом, чтобы сохранить
конгруенцию мировых линий частиц среды жесткой в смысле Борна. В равноускоренной
системе Логунова, в силу (2.10), нарушается критерий жесткости. В нашем случае, стара-
ясь сохранить критерий жесткости и остаться в рамках СТО, мы вынуждены отказаться
от равенства ускорений для всех частиц среды.

Для дальнейшего решения задачи воспользуемся критерием жесткости, т.е. решим
уравнения

σµν = 0, (43.8)

где σµν задается формулой (34.12). Для рассматриваемого нам движения система уравне-
ний (43.8) сводится к одному единственному уравнению

σ11 =
∂V1

∂x1

+ V1Vε
∂V1

∂xε

= 0, (43.9)
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решение которого можно представить в виде

Vµxµ = Ψ(V1), (43.10)

где Ψ - произвольная функция. Для решения задачи Коши по отысканию функции Ψ
воспользуемся условиями, что при x1 и x4, вычисленными в (43.6), V1 и V4 задаются соот-
ношением (43.5). Откуда находим

Ψ(V1) = − c2

a0

V1. (43.11)

Подставив (43.11) в (43.10) и воспользуясь, что V1 = V4v1/(ic), получим

dx1

dt
= v1 =

a0t

1 + a0x1

c2

. (43.12)

Последнее соотношение определяет поле скоростей искомой жесткой СО в переменных
Эйлера. При нерелятивистском рассмотрении c →∞ получаем классическое жесткое рав-
ноускоренное движение. Хотя предельный переход в формуле (43.12) приводит к класси-
чески правильному результату, однако распределение скоростей, на первый взгляд, при-
водит к противоречию с основным положением СТО, согласно которому скорость частиц
среды не может быть больше скорости света в вакууме. Действительно, если фиксировать
произвольную точку x1, то можно всегда указать такой момент времени t, что скорость
частиц среды v1 в этой точке превысит скорость света c. Таким образом, или соотноше-
ние (43.12) не верно, либо область задания функции v1 ограничена. Для выяснения этого
вопроса рассмотрим движение среды с точки зрения лагранжевой системы координат. Ин-
тегрируя соотношение (43.12) при условии, что при t = 0 должно быть x1 = y1, где y1 -
начальные координаты точек континуума, получаем

x1 =
c2

a0

[√
a2

0t
2

c2
+

(
1 +

a0y1

c2

)2

− 1
]
,

v1(y
1, t) =

a0t√
a2
0t2

c2
+

(
1 + a0y1

c2

)2
. (43.13)

Из полученного соотношения следует, что все частицы среды имеют скорость меньшую,
чем скорость света, за исключением частиц с лагранжевыми координатами y1 = −c2/a0,
которые движутся со световой скоростью. Итак, поставленная задача имеет смысл лишь
для тех точек континуума, начальные координаты которых y1 ≥ −c2/a0. Из соотношения
(43.13) вытекает неравенство

(
1 +

a0x1

c2

)2

− a2
0t

2

c2
=

(
1 +

a0y
1

c2

)2

≥ 0,

которое эквивалентно неравенству

1 +
a0x1

c2
≥ a0t

c
.

Откуда следует, что (43.12) удовлетворяет неравенству

≥ a0t

1 + a0x1

c2

= v1. (43.14)

273



Таким образом, если мы фиксируем в (43.12) или (43.14) любую точку пространства
x1 ≥ −c2/a0 то решение (43.14) справедливо лишь до того момента времени t, когда в
фиксированную точку пространства не попадет "крайняя"частица, начальная координа-
та которой y1 = −c2/a0, а скорость v1 = c. При любом фиксированном t в (43.14) решение
справедливо для тех точек пространства x1, которые больше координаты крайней частицы
в момент времени t.

Полагая в формуле (43.13) y1 = 0, получим выражения

x1 =
c2

a0

[√
1 +

a2
0t

2

c2
− 1

]
,

v1(y
1, t) =

a0t√
1 +

a2
0t2

c2

, (43.15)

которые совпадают с известными выражениями для смещения и скорости равноускорен-
ного движения материальной точки среды, расположенной первоначально в начале коор-
динат [7].

Вычислим величину ускорения в сопутствующих тетрадах. Из выражений (43.10) и
(43.11) находим

V1 =
a0t

c

1√(
1 + a0x1

c2

)2

− a2
0t2

c2

. (43.16)

В силу (43.3), ускорение в сопутствующих тетрадах имеет вид

a(1) =
a0

c2

1√(
1 + a0x1

c2

)2

− a2
0t2

c2

. (43.17)

Переходя к переменным Лагранжа, получим

a(y1, t) =
a0

1 + a0y1

c2

. (43.18)

Таким образом, каждая фиксированная частица среды движется с постоянным в собствен-
ной системе отсчета ускорением, но эти ускорения не равны друг другу. Поэтому назвать
такое движение релятивистски жестким и равноускоренным можно лишь весьма условно.

Легко проверить, что в силу выбранной нами кинематики тензор угловой скорости
вращения ωµν тождественно равен нулю, поэтому мировые линии образуют нормальную
конгруенцию. Задача по отысканию параметра y4 сводится к интегрированию уравнений

g∗νε

∂y4

∂xε

= 0, (40.9)

условия интегрируемости для которых ωµν = 0 в нашем случае выполнены. Если расписать
по компонентам два уравнения из (40.9) для µ = 1, 4, то оказывается, что оба из них
сводятся к одному уравнению

∂y4

∂x1

+
v1

c2

∂y4

∂t
= 0. (43.19)
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Два остальных уравнения сводятся к виду

∂y4

∂x2

=
∂y4

∂x3

= 0,

решение которых y4 = y4(x1, t). Подставив из (43.12) в (43.19), получим уравнение

∂y4

∂x1

+
a0t

c2 + a0x1

∂y4

∂t
= 0. (43.20)

Решив последнее уравнение, получим

y4 = f
(

t

a0x1 + c2

)
. (43.21)

Для определения функции f выберем y4 = is вдоль мировой линии частицы, выходящей
из начала координат, для которой справедливы уравнения (43.6). Тогда

is = f
(

1

a0c
tanh

a0s

c2

)
,

или
f(u) = i

c2

a0

artanh(uca0),

что дает

y4 = i
c2

a0

artanh
(

a0t

c + a0x1

c

)
= i

c2

a0

artanh
(

v1

c

)
. (43.21)

Вычислим скалярный множитель

θ = Vε
∂y4

∂xε

.

Вычисления дают
θ =

i√(
1 + a0x1

c2

)2

− a2
0t2

c2

=
i

1 + a0y1

c2

. (43.22)

Величина θ является интегрирующим множителем, связывающим полный дифференциал
dy4 с ds, который полным дифференциалом не является.

Найдем уравнения конгруенции мировых линий для рассматриваемого движения, т.е.
определим функции xµ = xµ(yα). Так как начальная гиперповерхность, ортогональная
мировым линиям, совпадает с гиперплоскостью x4 = 0, то в качестве лагранжевых со-
путствующих координат yk можно выбрать начальные координаты покоящегося тела. В
силу того, что среда движется вдоль оси x1, имеем x2 = y2, x3 = y3. Разрешив совместно
систему уравнений (43.21) и (43.13) относительно t и x1, получим

t =
c

a0

(
1 +

a0y
1

c2

)
sinh

(
a0y

4

ic2

)
, x1 =

c2

a0

[(
1 +

a0y
1

c2

)
cosh

(
a0y

4

ic2

)
− 1

]
. (43.23)

Если обозначить
y4

ic
≡ T,
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то закон движения (43.23) в точности совпадает с преобразованиями Меллера (2.11). От-
метим, что в литературе преобразование Меллера (см., например, широко известную мо-
нографию В.А. Фока [3]) связывают (ошибочно!) с переходом от ИСО к жесткой равно-
ускоренной НСО. Ошибка состоит в том, что НСО Меллера, являясь жесткой, не явля-
ется равноускоренной. Об этом говорит формула (43.18), которая содержится и в книге
Меллера [2]. Меллер (в отличие от его интерпретаторов) не считает свою систему равно-
ускоренной.

Итак, неоднородное силовое поле приводит к релятивистски жесткому движению (оче-
видно, ускорение (43.18) может быть обусловлено только неоднородным силовым полем),
а однородное силовое поле (система Логунова) приводит к нарушению жесткости. Это
обстоятельство, на наш взгляд, является главной трудностью описания сплошной среды
в рамках пространства Минковского. Только выходя за рамки плоского пространства-
времени, можно добиться того, что однородное силовое поле не будет нарушать жесткости
движущейся в нем среды. Это мы показали в главе 1.

Используя (42.23) и (42.22), вычислим метрический тензор на актуальной, ортогональ-
ной мировым линиям гиперповерхности.

ĝkl =
∂xµ

∂yk

∂xµ

∂yl
= δkl. (43.24)

Таким образом, метрический тензор gkl не зависит от параметра y4. Следовательно, на лю-
бой, в том числе и на начальной гиперповерхности метрический тензор ġkl = δkl. Поэтому
тензор деформаций

ukl =
1

2
(ĝkl − ġkl) = 0. (43.25)

Полученный результат не является неожиданным. Он вытекает из общей развитой здесь
теории, согласно которой жесткое в смысле Борна движение из начального недеформиро-
ванного состояния не приводит к возникновению в среде деформаций.

Характерной особенностью полученного решения является наличие "горизонта". Т.е
такая НСО может осуществляться только ограниченными телами, размер которых вдоль
оси x1 в начальный момент времени определяется интервалом

− c2

a0

< x1 < ∞.

44. Объяснение эффектов ОТО на основе механики СТО и свойств НСО

Раздел 21 был посвящен моделированию полей гравитации в рамках ОТО. Однако су-
ществует и другая возможность объяснения всех эффектов ОТО на базе релятивистской
механики СТО и учете свойств неинерциальности Земли, на которой вынужден находить-
ся наблюдатель и его приборы. Известно, что одной из основных трудностей ОТО является
та, что уравнения Эйнштейна (уравнения поля) общековариантны, в то время как все ее
результаты не являются таковыми. Более того ..."эйнштейновской формулировке теории
тяготения присущ тот основной недостаток, что она совершенно умалчивает о физической
системе отсчета, относительно которой должны производиться измерения [40]."Однако не
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существует такого явления и нет такого наблюдателя, которых нельзя было бы отнести
к какой либо системе отсчета. Иногда последняя задается помимо воли и желания экс-
периментатора. Он с его приборами, как правило, находится на Земле. Принадлежность
наблюдателя к такой СО накладывает определенные поправки на результаты наблюде-
ний, с которыми следует считаться. Подробно эти вопросы рассмотрены в работах В. И.
Родичева [1], [13-15].

В предлагаемом разделе исследуются геометрические свойства пространства-времени
НСО для случая, когда метрические тензоры на гиперповерхностях ортогональных ми-
ровым линиям для НСО и квази-ИСО совпадают. Метрический тензор НСО при этом
однозначно определяется конгруенцией мировых линий, описывающих движение базиса
НСО в силовом поле любой природы. Дается геометрическая интерпретация основных
характеристик континуума, представляющих базис НСО. Показывается, что тензор аф-
финной деформации связности в локально сопутствующих тетрадах содержит в себе ин-
формацию о силовом поле, в котором движется этот базис, а также выражается через
тензор скоростей деформаций и тензор угловой скорости вращения сплошной среды. На
основе того, что гравитационная и инертная массы совпадают, из принципа наименьшего
действия выводится тензор гравитационного поля и уравнения пробной массы в грави-
тационном поле. При этом, уравнения Эйнштейна не используются. Выводятся уравне-
ния Гамильтона-Якоби в НСО для пробной массы, мировая линия которой может как
принадлежать, так и не принадлежать конгруенции мировых линий базиса НСО. В ка-
честве примеров, на основе предложенной в работе схемы, рассматривается движение в
центрально-симметричном гравитационном поле. При этом, полученные результаты для
смещения перигелия орбиты, отклонения луча света, и красного смещения такие же, как
и в ОТО. На основании полученных результатов делаются выводы:

1. Сходство между законами Кулона и Ньютона позволяет построить теорию тяготения
в плоском пространстве-времени по аналогии с электродинамикой.

2. Учет свойств НСО, в которой исследователь проводит свои измерения, является
столь же необходимым, что и сами уравнения.

Показывается, что именно из-за того, что экспериментатор и его приборы находятся
на Земле (а не на Солнце и звездах), три известных эффекта ОТО могут быть объяснены
в рамках формализма, развитого в плоском пространстве-времени.

Перейдем к непосредственному решению поставленной задачи.

Рассмотрим многообразие, в котором задана конгруенция линий

xµ = fµ(yα). (44.1)

Всюду в дальнейшем греческие индексы будут изменяться от единицы до четырех, а ла-
тинские - от единицы до трех. В каждой точке многообразия M зададим два тензорных
поля.

gµν(M) = gµν(x
1, x2, x3, x4), tgµν(M) = tgµν(x

1, x2, x3, x4). (44.2)

Пусть gµν - есть метрический тензор пространства Минковского, а tgµν - метрический
тензор некоторого псевдориманова пространства, квадраты интервалов в которых между
между одними и теми же точками выражаются соответственно как

−dS2 = gµνdxµdxν , (44.3)
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−dS̃2 = tgµν dxµdxν . (44.4)

Конгруенцию (44.1) будем рассматривать с двух точек зрения:

1. Пусть (44.1) есть конгруенция мировых линий, отображающих в пространстве Мин-
ковского движение базиса некоторой СО, представляющей собой совокупность бесконеч-
ного числа тел, заполняющих все пространство (или часть его). Роль параметров yα вы-
полняют лагранжевы координаты, первые три из которых yk постоянны вдоль каждой
мировой линии частицы среды, а y4 - переменный, "временной".

2. Пусть (44.1) есть конгруенция геодезических в псевдоримановом пространстве с ка-
ноническим параметром y4.

Из определений 1, 2 вытекают следующие соотношения

DV µ

dS
=

∂2xµ

∂S2
+ Γµ

εσ

∂xε

∂S

∂xσ

∂S
= fµ, (44.5)

D̃Ṽ µ

dy4
=

∂2xµ

∂y42 + Γ̃µ
εσ

∂xε

∂y4

∂xσ

∂y4
= 0, (44.6)

V µ = Θ
∂xµ

∂y4
=

∂xµ

∂S
= ΘṼ µ, (44.7)

где скалярный множитель Θ выбирается так, чтобы выполнить условие

gµνV
µV ν = −1. (44.8)

На основе (44.7) соотношение (44.6) принимает вид

∂2xµ

∂S2
+ Γ̃µ

εσ

∂xε

∂S

∂xσ

∂S
− V µ ∂ ln Θ

∂S
= 0. (44.9)

Учитывая (44.5), находим

Sµ
εσV

εV σ = V µ ∂ ln Θ

∂S
− fµ, (44.10)

где
Sµ

εσ ≡ Γ̃µ
εσ − Γµ

εσ. (44.11)

Так как Sµ
εσ представляет собой разность двух символов Кристоффеля в одной и той же

точке пространства, то эта величина является общековариантным тензором аффинной
деформации связности.

Прежде чем переходить к дальнейшему рассмотрению, проанализируем физический
смысл определений 1 и 2. Соотношение (44.5) представляет собой релятивистский закон
Ньютона в пространстве Минковского, а соотношение (44.6) - уравнения геодезических в
псевдоримановом пространстве с равным нулю 4-ускорением f̃µ. Однако по определению
решения уравнений (44.5) и (44.6) есть одни и те же величины (44.1), которые можно ин-
терпретировать как закон движения сплошной среды в переменных Лагранжа в общей ко-
ординации. При этом простые соображения подсказывают, что соотношения (44.6) можно
интерпретировать как описание движения базиса НСО с точки зрения наблюдателей, свя-
занных с точками этого базиса. Тогда по отношению к каждому из наблюдателей соответ-
ствующие точки базиса покоятся, т.е. относительная скорость и относительное ускорение
базиса по отношению к таким наблюдателям равны нулю. Это видно и непосредственно

278



из формулы (11.8), когда мировая линия произвольной пробной частицы совпадает с од-
ной из мировых линий базиса. Очевидно, что при V µ = Uµ следует, что относительное
4-ускорение Kα = 0.

Исчезновение же объективно существующего поля ускорений (силового поля) должно
привести к появлению "чего-то другого чем является (как будет показано ниже) тензор
аффинной деформации связности или производный от него тензор кривизны.

Целью этого раздела является установление связи между тензорами gµν и tgµν , т.е.
между метрическим тензором пространства Минковского и метрическим тензором псев-
дориманова пространства, каким в общем случае описывается базис НСО, история дви-
жения которого отображается множеством мировых линий. Построим к этому семейству
мировых линий (если это окажется невозможным в конечной, то ограничимся малыми
областями, установив между ними связь) семейство ортогональных к ним гиперповерхно-
стей, на которых выполняется условие ортогональности

Vµ
∂xµ

∂yk
= 0. (44.12)

Используя (44.12) и тождество

Vµδ
m
ν u =

∂xµ

∂yα

∂yα

∂xν

Vµ, (44.13)

получим
∂y4

∂xν
= −ΘVν , (44.14)

∇ν
∂y4

∂xµ
= −Θ∇νVµ − Vν

∂Θ

∂xµ
. (44.15)

Воспользуясь равенством

∇ν
∂y4

∂xµ
−∇µ

∂y4

∂xν
= 0, (44.16)

соотношение (44.16) сведем к виду

DVµ

dS
= −(δν

µ + V νVµ)
∂ ln Θ

∂xν
= fµ, (44.17)

или
DVµ

dS
= −g∗µν ∂ ln Θ

∂xν
= fµ. (44.18)

Полагая также
i
∂xµ

∂y4
= Ṽ µ,

i

Θ
≡ eφ, (44.19)

Ṽ µ =
i

Θ
V µ = e−φV µ, (44.20)

имеем
DVµ

dS
= −g∗νµ

∂φ

∂xν
= fµ. (44.21)

Так как
tgµν Ṽ µṼ ν = −1, (44.22)
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то вычитая из (44.22) выражение (44.8) и используя (44.20), находим

(tgαβ −e2φgαβ)V αV β = 0. (44.23)

Если бы V α было произвольным, то из (44.23) вытекало бы

tgαβ = e2φgαβ. (44.24)

Однако V α задано заранее и (44.24) не имеет места в общем случае. Общим решением
(44.23) будет соотношение [13]

tgαβ −e2φgαβ = e2φaαβ, (44.25)

где aαβ = aβα и aαβV β = 0. Множитель e2φ в правой части введен из удобства. Произволь-
ный тензор aαβ, лежащий на гиперповерхности, ортогональной мировым линиям, не может
быть определен без дополнительных условий. Для выяснения этих условий рассмотрим
на произвольной ортогональной мировым линям гиперповерхности квадрат "физическо-
го"пространственного расстояния между двумя бесконечно близкими частицами среды с
точки зрения наблюдателей из двух пространств.

dl2 = gµν
∂xµ

∂yk

∂xν

∂yl
dykdyl, (44.26)

dl̃2 = tgµν

∂xµ

∂yk

∂xν

∂yl
dykdyl, (44.27)

что дает
dl̃2 − dl2 = (ˆ̃gkl − ĝkl)dykdyl, (44.28)

где ˆ̃gkl и ĝkl - трехмерные "физические"тензоры. Для выяснения связи между простран-
ственными метрическими тензорами рассмотрим двух наблюдателей. Пусть первый на-
блюдатель находится в данной НСО, т.е. движется вместе с одной из частиц среды, отно-
сительно которой его трехмерная скорость и ускорение равно нулю. Пусть второй наблю-
датель движется равномерно так, что его скорость в какой то момент времени совпадает
со скоростью рассматриваемой частицы среды. По отношению ко второму наблюдателю
в данный момент времени рассматриваемая частица также покоится, но имеет отлич-
ное от нуля ускорение. Далее, оба наблюдателя измеряют пространственное расстояние
между какими-либо двумя бесконечно близкими фиксированными точками частицы (т.е.
расстояние между двумя бесконечно близкими мировыми линиями на гиперповерхности,
которая к этим линиям ортогональна). В согласии с СТО, всякое неинерциальное движе-
ние локально инерциально. Поэтому мы можем ожидать, что результат измерений двух
наблюдателей будет одинаков. Математически это означает обращение равенства (44.28)
в нуль, что приводит к соотношению

ˆ̃gkl = ĝkl. (44.29)

Умножая последнее равенство на
∂yk

∂xµ

∂yl

∂xν

и учитывая (44.7) и (44.14), а также равенства

Ṽ ε = e−φV ε, Ṽε = eφVε, Ṽ εṼε = V εVε = −1, (44.30)
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получим
tgµν = gµν +

(
1− e2φ

)
VµVν . (44.31)

Последнее соотношение можно представить в виде

tgµν = e2φ(gµν + aµν), aµν =
(
e−2φ − 1

)
g∗µν . (44.32)

Итак, требование (44.29) приводит к однозначному определению tgµν , если задать такое
поле 4-силы, что будут выполняться условия интегрируемости системы (44.21) для отыс-
кания поля скоростей и конформной функции φ. Из (44.31) найдем, что контрвариантный
тензор tgµν определяется равенством

tgµν = gµν +
(
1− e−2φ

)
V µV ν (44.33)

или, что то же самое

tgµν = e−2φ
(
gµν + bµν

)
, bµν =

(
e2φ − 1

)
g∗µν . (44.34)

Отметим, что в работе [13] тензоры aµν и bµν не конкретизированы и связаны лишь усло-
вием их ортогональности 4-скорости, которое в нашем случае выполняется тождественно.
Конечно, вывод тензоров aµν и bµν , основанный нами на равенстве бесконечно малых про-
странственных расстояний в сопутствующей СО для для двух различных наблюдателей,
отнюдь не является строгим. Последнее слово в теоретических исследованиях всегда при-
надлежит эксперименту.

Рассмотрим геометрию движущегося континуума для найденного нами метрического
тензора. Так как общий анализ геометрических свойств СО подробно изложен в [13], то
мы остановимся только на свойствах, связанных с явным заданием метрических тензоров
(44.31), (44.33). В силу (44.11)

Γ̃µ
εσ = Γµ

εσ + Sµ
εσ, (44.35)

где Γ̃µ
εσ, Gµ

εσ - символы Кристоффеля, соответствующие метрическим тензорам tgµν и gµν

соответственно. Следовательно,

∇̃σ tgµν = 0, ∇σgµν = 0, (44.35)

где ∇̃s и ∇σ - символы соответствующих ковариантных производных. Тензор аффинной
деформации связности Sτ

µν может быть найден из соотношений

Sτ
µν = tgτσ Sµν,σ, Sµν,σ =

1

2

(
∇µ tgνσ +∇ν tgµσ −∇σ tgµν

)
. (44.36)

Или с учетом (44.31) и (44.33) получим

Sτ
µν =

1

2
tgτσ

(
2VσV(νTµ) + 2TVσ∇(µVν)+

+2TVν∇[µVσ] + 2TVµ∇[νVσ] − VµVνTσ

)
, (44.37)
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где

T =
(
1− e2φ

)
, Tσ =

∂T

∂xσ
. (44.38)

Найдем выражение для тензора аффинной деформации связности в сопутствующих тет-
радах пространства Минковского, для которых выполняется условие

V µ = ihµ(4). (44.39)

Отметим предварительное равенство

tgτσ hτ (γ) = hσ(γ) + i
(
1− e−2φ

)
V σδ(4γ). (44.40)

В результате находим

S(ab, c) = 0, S(ab, 4) = S(ba, 4) = i
(
e−2φ − 1

)
σ(ab),

S(a4, 4) = S(4a, 4) = −S(44, a) = −f(a) = hν(a)
∂φ

∂xν
,

S(44, 4) = −i
dφ

dS
, S(4b, c) = S(b4, c) =

= −S(4c, b) =
i

2

(
1− e2φ

)
ω(bc), (44.41)

где σ(ab) и ω(ab) - соответственно тензоры скоростей деформаций и угловой скорости вра-
щения в локальных тетрадах, которые в пространстве Минковского определены с помо-
щью соотношений (34.12) и (34.14). Легко проверить, что подстановка выражения (44.37) в
выражение (44.10) обращает последнее в тождество. Таким образом, мы видим, что тензор
аффинной деформации связности в локальных тетрадах содержит в себе как информацию
о силовом поле, так и кинематические характеристики континуума.

Тензор кривизны для НСО с учетом, что метрический тензор gµν принадлежит про-
странству Минковского, можно записать в виде

R̃τ
µν,σ. = 2

[
∂[µΓ̃τ

ν]σ + Γ̃τ
λ[µΓ̃λ

ν]σ

]
=

= 2
[
∇[µS

τ
ν]σ + Sτ

λ[µS
λ
ν]σ

]
. (44.42)

Рассмотрим некоторые частные случаи СО. Если в качестве СО рассмотреть квази-ИСО,
для которой

DVµ

∂S
= −(δν

µ + V νVµ)
∂φ

∂xν
= fµ = 0, ∇[µVν] = 0, (44.43)

то
σαβ = ∇(µVν), ωαβ = 0.

Тензор кривизны в этом случае представим в виде

R̃τ
µν,σ. =

(
1− e−2φ

)[
στ

νσµσ − στ
µσνσ

]
, (44.44)
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где φ = const. Как мы показали ранее, тензор скоростей деформаций в пространстве
Минковского совпадает со вторым основным тензором гиперповерхностей, ортогональ-
ных мировым линиям. Для жесткого в смысле Борна движения σµν = 0 и квази-ИСО
превращается в ИСО с параллельными мировыми линиями. Таким образом, происхож-
дение тензора кривизны квази-ИСО связано с тем фактом, что тела базиса квази-ИСО
находятся в относительном движении.

Рассмотрим уравнения движения в поле тяжести пробной массы с точек зрения на-
блюдателей ИСО и НСО. Так как закон Кулона и закон Ньютона одинаков, то можно
попытаться строить теорию гравитационного поля по аналогии с электродинамикой. Од-
нако, как известно из опыта, между гравитационным полем и электростатическим имеется
существенное различие. В гравитационном поле тела различных масс испытывают оди-
наковое ускорение. Как известно из СТО, движение частиц, из которых состоит тело,
увеличивает массу этого тела. Так как гравитационная и инертная массы эквивалентны,
то движение массы должно увеличивать и создаваемое ей гравитационное поле, в то время
как в электродинамике величина заряда не зависит от скорости заряда.

Итак, действие для частицы, движущейся в заданном гравитационном поле, с точки
зрения наблюдателей ИСО складывается из двух частей: из действия свободной частицы
и из члена, описывающего взаимодействие частицы с полем.

S =
∫ b

a

(
−mcds +

m0

c
ψAµdxµ

)
, (44.45)

где m0 - масса покоя пробной частицы, Aµ - 4-вектор потенциал, ψ - скаляр, описывающий
отличие гравитационного поля от электромагнитного. Заметим, что если положить ψ = 1,
m0 = e, то получим действие для заряда, движущегося в электромагнитном поле, которое
(с точностью до выбора сигнатуры метрики) совпадает с (21.2). Из принципа наименьшего
действия обычным образом [7] получим

m0c
DV ′

µ

ds
=

m0

c
FµνV

′ν , (44.46)

Fµν = ∇µ(ψAν)−∇ν(ψAµ) =
∂(ψAν)

∂xµ
− ∂(ψAµ)

∂xν
, (44.47)

∂S

∂xµ
= m0cV

′
µ +

m0

c
ψAµ = Pµ. (44.48)

Для определения смысла скаляра ψ воспользуемся тем, что в случае статического с точки
зрения наблюдателя ИСО поля в галилеевой системе координат должен отсутствовать
векторный потенциал, т.е. Ak = 0. В этом случае уравнение движения должно иметь вид

m0c
DV ′

k

ds
=

m0

c

∂(ψA4)

∂xk
V ′

4 . (44.49)

Так как
V ′

k =
vk

c
√

1− v2

c2

, V ′
4 =

i√
1− v2

c2

, A4 = iΦ0,

ds = cdt

√
1− v2

c2
, Φ0 = −kM0

r
, (44.50)
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то
d

dt

(
m0vk√
1− v2

c2

)
=

∂

∂xk

(
ψ

km0M0

r

)
. (44.51)

В последней формуле k - гравитационная постоянная, M0 - масса источника гравитирую-
щего тела, r - расстояние между центрами пробного тела и источника. Так как при воз-
растании скорости тела его масса возрастает, то должна возрастать и его потенциальная
энергия взаимодействия. Поэтому скаляр ψ должен быть равен

ψ =
1√

1− v′2
c2

,

где v′ - величина относительной скорости между массами m0 и M0. Очевидно, что этот
скаляр в общем случае можно представить в явном виде в лоренц ковариантной форме.

ψ = |V ′
µV

′′
µ |,

где V ′
µ - 4-скорость пробного тела, V ′′

µ - 4-скорость источника. Так как в исходной ИСО
источник покоится, то V ′′

k = 0, V ′′
4 = i и поэтому

ψ = |V ′
µV

′′
µ | =

1√
1− v′2

c2

.

Таким образом, уравнение (44.51) можно представить в виде

d

dt

(
m0v

′
k√

1− v′2
c2

)
=

d

dt
(mev

′
k) =

∂

∂xk

(
kmeM0

r

)
. (44.52)

Таким образом, последнее уравнение напоминает классическое нерелятивистское уравне-
ние движения, в котором масса покоя пробного тела m0 заменена на эффективную массу
движущегося тела me. Для электродинамики ψ = 1.

Для описания движения пробной частицы с точки зрения наблюдателя из НСО удоб-
нее воспользоваться уравнением Гамильтона-Якоби. Пусть пробная частица движется по
отношению к НСО так, что ее мировая линия не принадлежит конгруенции мировых ли-
ний, образующих базис НСО. Будем по-прежнему обозначать вектор 4-скорости пробной
частицы относительно ИСО как V ′µ и как V µ - поле скоростей базиса НСО по отношению
к ИСО.

Рассмотрим предварительное выражение, на основе которого попытаемся вывести урав-
нение Гамильтона Якоби. Воспользуясь формулой (44.33), находим

tgµν m0cV
′
µm0cV

′
ν = (gµν + χV µV ν)m2

0c
2V ′

µV
′
ν = −m2

0c
2[1− χ(V µV ′

µ)2],

χ ≡ 1− e−2φ.

Если в это выражение подставить вместо m0cV
′
µ его компоненты из (44.48), то получим

(gµν + χV µV ν)
(

∂S

∂xµ
− m0

c
ψAµ

)(
∂S

∂xν
− m0

c
ψAν

)
+

+m2
0c

2[1− χ(V µV ′
µ)2] = 0. (44.53)
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Итак, получили уравнение Гамильтона-Якоби, которое описывает движение пробной мас-
сы для наблюдателей в НСО, использующих координаты ИСО пространства Минковского.
Для перехода от НСО к ИСО в уравнении (44.53) нужно положить χ = 0. Для дальнейших
исследований перейдем к сопутствующим тетрадам базиса НСО, в котором ihµ(4) = V µ.
Для этого случая уравнение (44.53) примет вид

(1− χ)
(

∂S

∂x(4)
− m0

c
ψA(4)

)2

+
(

∂S

∂x(k)
− m0

c
ψA(k)

)
·

·
(

∂S

∂x(k)
− m0

c
ψA(k)

)
+ m2

0c
2[1− χ(iV ′(4))2] = 0. (44.54)

На основе полученного уравнения рассмотрим движение пробной массы в центрально-
симметрическом гравитационном поле. Рассмотрим сначала случай, когда мировая линия
рассматриваемой частицы принадлежит одной из мировых линий базиса НСО. Для этого
случая V ′(4) = i. Кроме того примем, что A(k) = 0. Тогда уравнение (44.54) будет иметь
вид

(1− χ)
[(

∂S

∂x(4)
− m0

c
ψA(4)

)2

+ m2
0c

2
]

+
∂S

∂x(k)

∂S

∂x(k)
= 0. (44.55)

Конформную функцию φ определим из уравнений движения (44.21) и (44.46), записанных
в сопутствующих тетрадах. Уравнение (44.21) в сопутствующих тетрадах представимо в
виде

hµ(k)fµ = f(k) = − ∂φ

∂x(k)
. (44.56)

Уравнение (44.6) с учетом A(k) = 0 в сопутствующих тетрадах представимо как

f(k) =
i

c2

∂(ψ1A(4))

∂x(k)

1

1 + A(4)ψ1

ic2

(44.57)

Полагая A(4) = iΦ, находим из сравнения двух последних формул, что

∂φ

∂x(k)
=

∂

∂x(k)
ln

(
1 +

ψ1Φ

c2

)
. (44.58)

Для дальнейших вычислений сделаем следующие физические допущения: В центре мас-
сивного тела, создающего гравитационное поле, выбираем начало координат ИСО. В каче-
стве базиса НСО выбирается планетарная система отсчета [1], т.е. совокупность тел, дви-
жущихся по замкнутым орбитам в плоскости θ = π/2 (т.е. плоскости x1, x2) вокруг оси x3.
Очевидно, что для наблюдателей, находящихся на одном из тел НСО, пространственные
расстояния измеряются в гиперплоскости, ортогональной мировой трубке наблюдателей.
Выбирая на этой гиперплоскости сферическую систему координат, начало которой свя-
зано с мировой линией начала координат ИСО, и учитывая, что движение тел (с точки
зрения ИСО) происходит в одной плоскости, имеем

f(3) = − ∂φ

∂x(3)
= 0,

∂φ

∂x(k)
=

∂φ

∂R

∂R

∂x(k)
=

∂φ

∂R
n(k), k = 1, 2,

n(k)n(k) = 1, φ = ln
(
1 +

ψ1Φ

c2

)
. (44.59)
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Для наблюдателя из планетарной НСО уравнение Гамильтона-Якоби сведется к виду

(1− χ)
[
− 1

c2

(
∂S

∂τ
+

m0

c
ψ1Φ)

)2

+ m2
0c

2
]

+
(

∂S

∂R

)2

+
1

R2

(
∂S

∂u

)2

= 0, (44.60)

где R - радиальные, u - угловые полярные координаты на гиперплоскости.

Для определения скаляра ψ1 проинтегрируем (44.52), когда движение происходит по
круговой орбите.

ψ1 =
1√

1− v2

c2

=
1√

1− x + O(x)
, x ≡ kM0

Rc2
=

r0

2R
, (44.61)

где M0 - масса покоя тела, создающего гравитационное поле, r0 - гравитационный радиус,
O(x) - члены большего порядка малости по x, чем x. Величина

1− χ =
1

(
1 + ψ1Φ

c2

)2 = 1 + 2x + 4x2. (44.62)

В последнем соотношении мы ограничились членами второго порядка малости по x.

По общим правилам решение уравнения Гамильтона-Якоби ищем в виде

S = −E0τ + Mu + SR(R)

с постоянной энергией E0 и моментом импульса M . Радиальная часть действия сводится
к виду

SR =
∫ √[

1

c2

(
E0 − m0ψ1

c
Φ

)2

−m2
0c

2

]
(1− χ)− M2

R2
dR, (44.63)

где

Φ = −kM0

R
, −m0ψ1

c
Φ =

m0c
2x√

1− x + O(x)
= m0c

2
(
x +

1

2
x2

)
. (44.64)

Раскрыв подкоренное выражение в (44.63) и ограничившись членами квадратичными по
x, имеем

SR =
∫ [(

2E ′m0 +
E ′2

c2

)
(1 + 2x + 4x2) + 2E0m0x+

+(5E0m0 + m2
0c

2)x2 − M2

R2

]1/2

dR, (44.65)

где E ′ - нерелятивистская энергия (без энергии покоя). Так как мы рассматриваем нере-
лятивистский случай, то E0 À E ′ и поэтому E0 ≈ m0c

2. Как известно из [7], поправочные
коэффициенты при x и свободный член под корнем отражаются только на не представля-
ющем особого интереса изменении связи между энергией и моментом частицы и парамет-
рами ее ньютоновской орбиты (эллипса). Изменение коэффициента при 1/R2 приводит к
более существенному эффекту - смещению перигелия орбиты. Траектория определяется
из уравнения

u +
∂SR

∂M
= const.
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Используя вычисления из [7], получим

δu =
6πkM0

c2a(1− e2)
, (44.66)

где e - эксцентриситет эллипса, a - большая полуось, δu - перемещение ньютоновского
эллипса за время одного оборота, т.е. смещение перигелия орбиты. Полученная формула
(44.66) совпадает с аналогичным выражением из ОТО. Отметим, что если бы мы вывели
эту формулу при ψ1 = 1, что соответствует электродинамике, то получили бы значение
перигелия с точки зрения НСО как

δu =
5πQq

c2a(1− e2)m0

=
5πQ2q2

c2M2
, (44.67)

где Q - заряд, создающий поле, q - противоположный по знаку пробный заряд. Сравнение
последней формулы с (26.40), где рассматривалось движение электрона в поле протона,
говорит о их совпадении. Переходя к ИСО (т.е. χ = 0 в (44.63)), получим для случая
модифицированного гравитационного взаимодействия

δu =
2πkM0

c2a(1− e2)
, (44.68)

а для электродинамики

δu =
πQq

c2a(1− e2)m0

=
πQ2q2

c2M2
. (44.69)

Таким образом, смещение перигелия с точки зрения ИСО для модифицированной грави-
тации в три раза меньше, а для электродинамики в пять раз меньше, чем для наблюдателя
из НСО.

Рассмотрим распространение светового луча в центрально-симметричном гравитаци-
онном поле с точки зрения наблюдателя из НСО. Так как мировая линия фотона не
принадлежит конгруенции мировых линий базиса НСО, то в формуле (44.53) V µV ′

µ 6= 1,
но масса покоя m0 = 0. Поэтому последний член в (44.53) выпадает. Следовательно, для
описания фотона в (44.63) нужно положить m0 = 0. Следует отметить одно очень суще-
ственное обстоятельство. Хотя m0 → 0, но v → c и ψ → ∞, оставляя конечной величину
энергии E

m0ψ

c2
=

E

c2
. (44.70)

Закон сохранения полной энергии фотона E0 в поле тяжести имеет очевидный вид

E0 = E − m0ψM0k

R
= E(1− x) = const. (44.71)

Так как x - малая величина по сравнению с единицей, то

E = E0

(
1− Φ

c2

)
. (44.72)

Выразив энергию фотона через частоту ν и постоянную Планка h в виде

E = hν,
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получим хорошо известный закон изменения частоты в поле тяжести

ν = ν0

(
1− Φ

c2

)
. (44.73)

Из формулы видно, что частота света возрастает с увеличением абсолютной величины
потенциала.

Выражение (44.63) с учетом (44.62) и (44.71) можно представить в виде

SR =
∫ √

E2
0

c2
(1 + 4x + 11x2)− M2

R2
dR, (44.74)

Далее, полагая E0 = hν0, M = m0ψcρ, где ρ - ближайшее расстояние до центра гравити-
рующего тела и пренебрегая x2, получим

SR

h
= ΨR =

ν0

c

∫ √
1 +

2r0

R
− ρ2

R2
dR, (44.75)

Выражение (44.75) в точности совпадает с радиальной частью эйконала ΨR, полученной
из ОТО [7]. В последней формуле r0 - гравитационный радиус гравитирующего тела

r0 =
2kM

c2
.

Из (44.75) следует, что под влиянием поля тяготения световой луч искривляется (при-
тягивается к центру), так что угол между асимптотами траектории луча меньше π на
величину

δu =
4kM

c2ρ
. (44.76)

С точки зрения наблюдателя ИСО (χ = 0) и угол отклонения

δu =
2kM

c2ρ
, (44.77)

т.е. в два раза меньше.

Основным результатом этого раздела является тот, что именно из-за того, что наблю-
датель и его приборы находятся на Земле, а не на Солнце и звездах, можно объяснить
известные эффекты ОТО, не используя уравнения поля Эйнштейна.

288



Глава 10

РАСЧЕТ ПРОСТЕЙШИХ СИСТЕМ В
ПРОСТРАНСТВЕ - ВРЕМЕНИ СВЯЗАННЫХ

ЗАРЯДОВ

В этой главе найдена метрика пространства-времени вне и внутри заряженной по по-
верхности бесконечной проводящей тонкой цилиндрической оболочки конечного радиуса.
Найдено электрическое поле и вычислена его энергия. Произведен аналитический рас-
чет емкости цилиндрического и шарового конденсатора, учитывающий взаимодействие
зарядов с создаваемым этими зарядами полем. Найдено поле и геометрия пространства-
времени вне и внутри шара, равномерно заряженного по объему. Полученные выражения
содержат поправки к их классическим аналогам и допускают экспериментальную провер-
ку.

45. Электромагнитное поле бегущей волны,
созданное током связанных зарядов

При классическом рассмотрении электромагнитного поля излучения бегущей волны
тока, распространявшегося по тонкому криволинейному проводу, не учитывается, что за-
ряды на поверхности провода испытывают силу отрицательного давления со стороны со-
здаваемого ими поля. Представляет интерес учесть это взаимодействие. Уравнения Макс-
велла в общем случае совместно с условиями Лоренца будут иметь вид

1√−g

∂

∂yν

(√−gF µν
)

= −4πjµ

c
,

1√−g

∂

∂yν

(√−gAν
)

= 0. (15.1)

Ввиду того, что
Fµν = 2∂[µAν] = 2∇[µAν],

другие уравнения Максвелла

∂αFβγ + ∂βFγα + ∂γFαβ = ∇αFβγ +∇βFγα +∇γFαβ ≡ 0

выполняются тождественно для любой метрики.

В соотношении (15.1), в отличии от уравнений Максвелла при наличии гравитационно-
го поля, метрический тензор не известен. Поэтому эти уравнения нельзя непосредственно
интегрировать.

Ранее были получены уравнения для нахождения статической плотности зарядов на
проводнике произвольной формы, геометрии пространства-времени и электростатического
поля, создаваемого таким проводником. Было показано, уравнение для плотности заря-
дов содержит неизвестные компоненты метрического тензора СО, зависящие от плотности
связанных зарядов, от массы и величины пробных зарядов, задающих СО. Для нахожде-
ния геометрии пространства-времени СО пробные заряды закреплялись неподвижными
относительно заряженного тела. Поэтому силы со стороны поля уравновешивались силами
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реакции связей. Метрика СО определялась формулой (23.6) и условия сопутствия (23.7).
Компоненты метрического тензора в силу статичности поля не зависели от временной
координаты y0. Из за отсутствии вращения равнялись нулю g0k.

Аналогичная процедура применима и при рассмотрении поля от нестационарного то-
ка, но условия стационарности уже не будут выполнены. Компоненты метрического тен-
зора должны удовлетворять еще и уравнениям структуры (1.7). Из сказанного следует,
что решение поставленной задачи в общем виде аналитически затруднительно, посколь-
ку переменный в пространстве и во времени ток обуславливает (в согласии с постулатом
эквивалентных ситуаций) помимо нестационарного электромагнитного поля и поле неста-
ционарного неоднородного метрического тензора.

Для выяснения физического смысла решения предельно упростим задачу, считая, что
бегущая волна тока постоянной амплитуды J распространяется по бесконечному тонкому
прямому цилиндрическому проводу. Пусть провод расположен на оси y3 = z. Требуется
вычислить напряженность электрического ~E и магнитного ~H полей вне провода.

Без учета взаимодействия зарядов на проводе с создаваемым ими электрическим полем
решение тривиально. Напряженность магнитного поля определяется формулой

Hφ =
2J

cρ
(45.1)

Для нахождения электрического поля можно исходить из того, что волна распространя-
ется по коаксиальной линии при бесконечном радиусе внешнего провода. Поэтому для
электрического поля имеем

Eρ =
2γ

ρ
, (45.2)

где в силу формул (10) и (20) дополнения 1, связь между линейной плотностью заряда γ
и током J дается простым соотношением

J = cγ, Eρ = Hφ. (45.3)

(Отметим, что в (10) и (20) линейная плотность заряда обозначалась другой буквой σ).
Соотношения (45.1-45.3) допускают и другую интерпретацию. Из анализа формул (37-39)
дополнения 1 видно, что формулы (45.1-45.3), переведенные в систему СИ, представля-
ют собой поле излучения бесконечной антенны вблизи одного из плеч, если антенна воз-
буждается ступенчатым напряжением. Переходя в (37-39) к пределу при R0, R

′
0 → ∞ и

используя, что вблизи антенны Eθ ≈ Eρ, убеждаемся в справедливости такой интерпре-
тации. Ясно, что для произвольной точки аналогия неприменима, так как возбуждаемая
ступенчатым напряжением антенна представляет собой два полубесконечных отрезка, за-
ряженных разноименно. В нашей модели мы имеем дело с бесконечной прямой, заряжен-
ной одноименно. Поэтому вблизи каждого из плеч антенны в точке наблюдения вдали
от генератора вклад в поле от тока в другом плече пренебрежимо мал. Именно по этой
причине предложенная интерпретация справедлива. Следует отметить, что статические
соотношения (45.1-45.3) справедливы, когда фронт волны поля уже прошел через точку
наблюдения. Поэтому динамическая задача о нахождении электрического поля от бегущей
волны тока сводится к статической. Статическая задача об электрическом поле прямой
заряженной нити бесконечной длины с учетом взаимодействия связанных зарядов с полем

290



решена в разделе 19. Сравнивая тетрадную компоненту поля F(0)(1) из (19.38) с радиальной
компонентой поля Eρ из (2d.2), убеждаемся в их тождественности.

Попытаемся ответить на вопрос: "Что нового по сравнению с (45.1) и (45.2) дает тот
факт, что заряды на поверхности провода являются связанными?"

Для удобства сравнения с результатами параграфа 19, выбираем метрику в виде

dS2 = exp(ν)(dy0)2 − exp(λ)dρ2 − ρ2dφ2 − dz2. (19.28)

где ν и λ, исходя из симметрии задачи, зависят только от ρ.

Функции ν(ρ) и λ(ρ) нуждаются в определении. Процедура их нахождения подробно
описана в разделе 19. Так как магнитное поле не действует на покоящиеся пробные заряды,
то оно не изменяет силы реакции связи, удерживающие эти заряды неподвижными в
электрическом поле. Однако, созданное током магнитное поле, окружающее проводник,
действует на поверхность проводника, сжимая провод вдоль радиуса. Так как мы считаем
проводник идеально проводящим, то текущий по проводнику ток является поверхностным
током [26]. Плотность заряда γ считаем отрицательной, так что по поверхности проводника
движутся электроны, средняя скорость v которых ничтожно мала по сравнению с фазовой
скоростью распространения бегущей волны тока, равной скорости света c. На каждый
из электронов со стороны магнитного поля тока будет действовать сила Лоренца. Как
известно [26], сжимающее давление определяется формулой

~P = −~n
He

2

8π
, (45.4)

где ~n – единичный вектор, направленный вдоль радиуса провода, He = Hφ – магнитное
поле снаружи провода у его поверхности. Таким образом, сжимающее давление по ве-
личине равно плотности энергии магнитного поля. Величина силы F , действующей на
кусок цилиндрического провода площади S, на которой размещены N электронов равна
очевидно

F =
H2

φS

8π
. (45.5)

Отсюда в согласии с (45.3) на каждый электрон действует сила

F1 =
F

N
=

E2
ρS

8πN
=

Eρ4πσS

8πN
=

Eρe

2
. (45.6)

При выводе (45.6) учли, что Eρ = 4πσ, где σ – поверхностная плотность заряда. Итак, сила
со стороны магнитного поля на поверхностные электроны с точностью до знака совпала
с силой со стороны электрического поля, вывод которой приведен в разделе 17. Таким
образом, если в электростатике силой реакции связи, удерживающей создающие поле за-
ряды на поверхности проводника неподвижными, была сила со стороны металлической
решетки, то в магнитостатике эту роль выполняет сила Лоренца. В согласии с постула-
том эквивалентных ситуаций, решение для электрического поля от бегущей ступенчатой
волны тока, будет такое же, как и для электростатического поля заряженной нити. Так
как компоненты метрического тензора входят в уравнения Максвелла, то магнитное поле
зависит от метрики.

Решение для электрического поля получено нами ранее и имеет вид
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A0 = 2γI0(α)K0(α), α =
ρa0

2c2
=

ρeE0

4mc2
. (19.27)

F01 = −∂A0

∂ρ
=

γa0

c2
(K1(α)I0(α)− I1(α)K0(α)). (19.32)

На поверхности цилиндра величина поля E0 совпадает с тетрадной компонентой F(0)(1).
Поэтому для величины α имеем

α =
ρa0

2c2
=

ρeE0

4mc2
=

ρeγ

R2mc2
, ρ ≥ R. (19.39)

E0 - напряженность поля на поверхности цилиндра, I0, I1, K0 K1 - цилиндрические
функции Бесселя в общепринятых обозначениях [82]. Для функций ν и λ было найдено

exp(ν/2) = 1 +
qA0

m0c2
. (19.42)

exp(λ/2) = − ρ

2γ

∂A0

∂ρ

1

1 + qA0

m0c2

. (19.43)

Для электрического поля бегущей волны будут справедливы все приведенные выше фор-
мулы для статического электрического поля с учетом условия γ = J/c из (2d.3).

Для нахождения магнитного поля воспользуемся решением цилиндрически-симметричных
статических уравнений Максвелла в форме (15.1) с использованием найденной метрики и
формул для потенциала и напряженности электрического поля.

Исходя из симметрии задачи, пространственные компоненты 4-потенциала

Ak = δk
3A(ρ), (45.7)

где A(ρ) – модуль векторного потенциала ~A. Очевидно, что при независимости скалярного
потенциала от времени, из (45.7) и из (15.1) следует, что условие Лоренца выполняется
тождественно. Уравнения Максвелла (15.1) сводятся к виду

1√−g

∂

∂ρ

(
exp

(
ν − λ

2

)
ρ
∂A

∂ρ

)
= −4π

c
j3,

√−g = ρ exp
(

ν + λ

2

)
, (45.8)

где j3 – плотность тока.

Вне провода интегрирование (45.8) приводит к соотношению

∂A

∂ρ
=

k

ρ
exp

(
λ− ν

2

)
= − k

2γ

∂A0

∂ρ

1
(
1 + qA0

m0c2

)2 , (45.9)

где k – постоянная интегрирования. Интегрируя (45.9) еще раз, находим

A =
m0c

2k

2γq

(
1

1 + qA0

m0c2

+ c1

)
. (45.10)

Сравнивая (45.9) с (45.1), используя, что в нерелятивистском приближении ~H = ~∇ × ~A,
(~∇× ~A)φ = −∂Az/∂ρ, находим k = −2γ. Постоянная c1 - произвольна. Для определенности
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выберем ее так, чтобы в нерелятивистском приближении величины A и A0 совпадали. В
результате находим

A = −m0c
2

q

(
1

1 + qA0

m0c2

− 1
)
. (45.11)

Тензор электромагнитного поля для рассматриваемой задачи имеет отличные от нуля
компоненты F01 = −F10, определяемые в (19.32) и F13 = −F31, для которых имеем

F13 = −∂A

∂ρ
= −∂A0

∂ρ

1
(
1 + qA0

m0c2

)2 , (45.12)

Для отличных от нуля тетрадных компонент тензора поля с помощью тетрад (17.10) на-
ходим

F(1)(3) =
2J

cρ
(
1 + qA0

m0c2

) , F(0)(1) = E(ρ) =
2J

cρ
, (45.13)

Итак, напряженность электрического поля в тетрадах в точности совпадает с классиче-
ским выражением, а напряженность магнитного поля содержит релятивистскую поправку.
Найдем отличные от нуля аффинные и тетрадные компоненты тензора энергии-импульса.
Тензор энергии-импульса электромагнитного поля в криволинейных координатах опре-
деляется формулой (17.14), а тетрадные компоненты тензора вычисляются по правилу
(17.15). В результате для интересующих нас компонент плотности энергии и плотности
импульса находим

T 00 =
1

4π

(
∂A0

∂ρ

)2

e−λe−2ν , T (0)(0) =
γ2

πρ2
. (45.14)

T 03 =
1

4π

(
∂A0

∂ρ

)2

e−λe−2ν , T (0)(3) =
γ2

πρ2

1

1 + qA0

m0c2

. (45.15)

Вычислим энергию поля от элемента заряженной нити длины h, воспользуясь формулами
(17.16) -(17.18), (19.18). Для тетрадной компоненты T (0)(0) тензора энергии-импульса имеем
из (45.14) выражение

W =
∫ √−gT µνVν dSµ = hγ

∫ ∞

R
F01 dρ

= −hγ
∫ ∞

R

∂A0

∂ρ
dρ = A0(R)γh− A0(∞)γh (45.16)

Так как по доказанному в (19.41) A0(∞) = 0, а нить по условию имеет радиус R → 0,
то соотношение (45.16) на основе (19.39) примет вид

W = A0(R)γh = 2γ2hI0

(
eγ

2mc2

)
K0

(
eγ

2mc2

)
. (45.17)

Из формулы (45.17) следует, что энергия электромагнитного поля внутри цилиндра
длины h и бесконечного радиуса является конечной величиной, что резко отличается от
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классического значения электромагнитной энергии поля бегущей волны которая беско-
нечно велика.

При очень большой плотности зарядов на нити, т.е. при выполнении условия

eγ

2mc2
=

eJ

2mc3
= α0 À 1 (45.18)

имеем для энергии выражение

W =
2γhmc2

e
= 2Nmc2, (45.19)

где N - число электронов на длине h нити. Неравенство (45.18) эквивалентно неравенству

J À 105A, (45.20)

где ток выражен в амперах.

Итак, для очень больших токов предельная энергия электромагнитного поля внутри
цилиндра высоты h и бесконечного радиуса равна удвоенной массе покоя N электронов,
создающий ток на нити. Энергия электромагнитного поля поровну распределяется меж-
ду энергиями электрического и магнитного полей, что следует из соотношений (19.51) и
(45.19).

Ясно, что в реальном случае справедливо другое неравенство

eγ

2mc2
=

eJ

2mc3
= α0 ¿ 1 (45.21)

Для слабых полей при условии (45.21), используя известные разложения для функций
Бесселя [82], имеем из (19.44), (19.45)

I0(α) ' 1, K0(α) ' −( ln (α/2) + C),

A0(α) ' −2
J

c

(
ln

(
ρa0

2c2

)
+ C

)
, −∂A0

∂ρ
' 2J

cρ
, (45.22)

где C = 0.57721566490... - есть постоянная Эйлера.

(45.22) с точностью до значения постоянных в потенциале совпадает с классическим
выражением. Однако метрика пространства-времени даже в случае слабого поля остается
римановой, которая в согласии с формулой (19.42) имеет вид,

exp(ν/2) = 1 +
qA0

m0c2
. (45.23)

а вместо (19.43) имеем

exp(λ/2) =
1

1 + qA0

m0c2

. (45.24)

Итак, как для сильного, так и для слабого полей энергия электрического поля от бегу-
щей волны тока We равна энергии магнитного поля Wm. Приравнивая соответствующие
соотношения для энергий их классическим аналогам,

Wm =
LmJ2h

2c2
, We =

Q2

2Ceh
, (45.25)
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находим погонную индуктивность Lm и погонную емкость Ce бесконечно тонкого провода

Lm = 2I0

(
eJ

2mc3

)
K0

(
eJ

2mc3

)
' 2( ln

(
4mc3

eJ

)
− C), Ce =

1

Lm

. (45.26)

Вычисление погонной индуктивности и емкости бесконечно тонкого провода при клас-
сическом рассмотрении приводит к принципиальным трудностям, связанным с бесконеч-
ной энергией поля точечного заряда. В нашем случае таких трудностей не возникает как
для слабого, так и для сильных полей. Рассмотрим более подробно причины возникнове-
ния трудностей.

Как известно из [83], индуктивность единицы длины бесконечно длинного провода
зависит от длины провода и вычисляется в наших обозначениях по формуле

Lm = 2
(

ln
(

2h

R

)
− 3

4

)
. (45.27)

Для этого же случая из работы [26] имеем

Lm = 2 ln
(

h

R

)
. (45.28)

С другой стороны для погонной индуктивности коаксиальной линии имеем из [87] со-
отношение

Lm = 2 ln
(

b

R

)
, (45.29)

где b - внешний, а R – внутренний радиус коаксиальной линии.

Ясно, что для бесконечной коаксиальной линии погонная индуктивность не зависит
от длины провода, что и следовало ожидать. Казалось бы, что переход к однопроводной
линии от коаксиальной должен получиться при стремлении внешнего радиуса к беско-
нечности. Однако этого не происходит, индуктивность в согласии с (45.29) стремится при
этом к бесконечности.

Из анализа (45.27) и (45.28) видно, что зависимость погонной индуктивности длинного
провода от длины провода – явная трудность классической теории поля.

Рассмотрим к какому результату приводит анализ нашей формулы (45.26), пригодной
для слабых полей (малых токов). Эта формула может быть преобразована к виду

Lm = 2
(

ln
(

4h0

r0

)
− C

)
, h0 =

h

N
, (45.30)

где N – число электронов на длине h куска провода, r0 – классический радиус электрона.
Так как концентрация зарядов на любом куске бесконечного провода очевидно постоянна,
то погонная индуктивность естественно не зависит от длины провода, как и должно быть
по логике вещей.

Умножив числитель и знаменатель под логарифмом в (45.30) на некий "формфактор"k,
такой, чтобы выполнялось равенство

kr0 = R, 4kh = 2h1 (45.31)
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получим получим формулу для погонной индуктивности, аналогичную (45.27), (45.28),
имеющую вид

Lm = 2
(

ln
(

2h1

R

)
− C

)
, h1 =

2h

N

R

r0

. (45.32)

Рассмотрим физический смысл величины h1, имеющей размерность длины. Эту величину
можно представить в виде

h1 = 4R
h

2Nr0

(45.33)

Отношение h/2Nr0 представляет собой отношение длины отрезка, на которой расположе-
ны N электронов к их общей длине при плотной упаковке. Сама формула (45.32) приме-
нима, когда h/2Nr0 À 1. Формула (45.26) может быть представлена в виде удобном для
сравнения с экспериментом

Lm = 21.11− 2 ln
(

J

J0

)
, J0 = 1A, (45.34)

где J0 равен одному амперу и ток J измеряется в амперах. Рассчитаем по формуле (45.34)
погонную емкость провода длиной 10 метров и радиуса 0.06 миллиметра при токе J = 0.1
Ампер. Для этого случая имеем Lm = 25.715. Увеличив ток в десять раз, получим Lm =
21.11.

Расчет по формуле (45.28) дает Lm = 24.048. Таким образом, несмотря на принципи-
ально разные формулы расчета индуктивности, результаты оказались близкими.

Найдем формулу для погонной индуктивности коаксиальной линии для малых токов.

Вычисление энергии магнитного поля между центральным проводом и внешней обо-
лочкой приводит к соотношению, вытекающему из (45.16), путем деления энергии на два
и замены бесконечного внешнего радиуса на его конечное значение b.

Wm =
1

2
γh(A0(R)− A0(b)) =

J2

c2
h ln

(
b

R

)
. (45.35)

Приравнивая полученную энергию ее значению из (45.25), получаем формулу в точности
совпадающую с (45.29), т.е. с классической величиной погонной емкости коаксиальной
линии.

Итак, для малых токов в отличие от однопроводной линии для коаксиальной линии
результаты оказались тождественными.

Для сильных токов будут проявляться различия. Общая формула для погонной ин-
дуктивности коаксиального кабеля будет иметь вид

Lm = 2
(
I0

(
eJ

2mc3

)
K0

(
eJ

2mc3

)
− I0

(
eJb

2mc3R

)
K0

(
eJb

2mc3R

))
. (45.36)

Для больших токов можно воспользоваться известными асимптотическими разложениями
для функций Бесселя [82].

I0(α) '
√

1

2πα
eα, K0(α) '

√
π

2α
e−α,

296



что приводит к соотношению

Lm =
2mc3

eJ

(
1− R

b

)
. (45.37)

Энергия магнитного поля на единице длины в коаксиальной линии между центральным
проводом и внешней оболочкой для сильных токов имеет вид

Wm =
mc3J

e

(
1− R

b

)
=

Nmc2

h

(
1− R

b

)
. (45.38)

При b →∞ или R → 0 энергия магнитного поля совпадает с энергией покоя масс зарядов
на единице длины центрального провода. При этом заряды и токи из рассмотрения выпа-
дают. Таким образом, очень сильные токи (J À 105 A) создают в пространстве магнитное
поле внутри цилиндра длины h и бесконечного радиуса, энергия которого определяется
произведением числа зарядов на длине h на энергию массы покоя заряда. При классиче-
ском рассмотрении магнитная энергия стремится к бесконечности, что лишено физическо-
го смысла и является принципиальной трудностью классической теории поля. Произведем
расчет погонной индуктивности коаксиального кабеля для реального случая, имеющего
место в полеобразующих системах, излучающих сильные импульсные электромагнитные
поля. Аргумент в общей формуле (45.36) представим в виде

eJ

2mc3
= 2.9 · 10−5J, (45.39)

где ток J измеряется в амперах. Ясно, что для реальных токов J = 103 A и отношения
b/R = 10 величина аргументов в формуле (45.36) не превосходит

eJb

2mc3R
= 0.29. (45.40)

При этом аргумент в первых членах (45.36) будет в десять раз меньше. Используя малость
аргументов и известные разложения для модифицированных функций Бесселя [82]

I0(x) ≈ 1 +
x2

4
, K0(x) ≈ −

(
ln

(
x

2

)
+ C

)
I0(x) +

x2

4
, (45.41)

находим

Lm = 2 ln
(

b

R

)
+ x2

(
ln

(
x

2

)
+ C − 1

2

)
, x =

eJb

2mc3R
= 0.29. (45.42)

Соотношение (45.42) для рассматриваемого случая можно представить в виде

Lm = 2 ln
(

b

R

)(
1− 0.033

)
. (45.43)

Таким образом, с ростом токов погонная индуктивность кабеля, а следовательно и его вол-
новое сопротивление уменьшается. Для данного примера это уменьшение составляет 3%.
Величина волнового сопротивления должна зависеть и от полярности подсоединения ка-
беля. Уменьшение индуктивности будет происходить, если минус импульсного генератора
подсоединять к центральному проводнику.

Следует отметить, что полученные формулы для индуктивности коаксиального кабеля
носят чисто иллюстративный характер и не имеют непосредственного практического при-
менения. Соотношения требуют, чтобы радиус внутреннего провода, а, следовательно, и
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внешнего был соизмерим с классическим радиусом электрона. Ясно, что на практике все-
гда рассматриваются провода конечного радиуса намного превышающего классический
радиус электрона.

Вопросам исследования проводов конечного радиуса, цилиндрическим конденсаторам,
коаксиальным линиям и сравнению классической и предлагаемой теорий посвящен следу-
ющий раздел.

В заключение раздела рассмотрим вопрос об электромагнитном импульсе и электро-
магнитной массе поля тока бегущей волны. Тетрадные компоненты электромагнитного 4
- импульса поля бегущей волны определим в согласии со следующей формулой

P (α) =
1

c

∫ √−gT µνe(α)
ν dSµ =

1

c

∫ √−gT (0)(α) dV, (45.44)

в которой нулевая компонента P (0) равна энергии поля W (45.16), поделенной на скорость
света c, а пространственные тетрадные компоненты P (k) образуют трехмерный вектор
импульса поля. В нашем случае отличной от нуля компонентой будет компонента P (3),
для которой на основе (19.42), (19.43) и (45.15), имеем в цилиндрических координатах
выражение

P (3) =
1

c

∫
exp

(
λ + ν

2

)
T (0)(3)ρdρdφdz =

γhm0c

q
ln

(
1 +

qA0(R)

m0c2

)
(45.45)

Для слабых токов, удовлетворяющих неравенству (45.21), между импульсом поля, энер-
гией и электромагнитной массой mem существуют следующие хорошо известные соотно-
шения, вытекающие из сравнения формул (45.17) и разложенной в ряд Тейлора (c сохра-
нением двух членов разложения) формулой (45.45).

W = cP (3) = memc2. (45.46)

В отличии от чисто классического рассмотрения, энергия, импульс поля и его электро-
магнитная масса от куска провода конечной длины h являются конечными величинами
даже для слабых токов. При классическом рассмотрении эти величины бесконечно вели-
ки. Для сильных токов, удовлетворяющих условиям (45.18) или (45.20), энергия импульс и
электромагнитная масса поля от куска провода также конечна, однако электромагнитные
массы, вычисленные разными способами через импульс и через энергию - различны. Для
сильных токов импульс электромагнитного поля и электромагнитная масса имеют вид

P (3) = Nmc ln 3, m′
em = Nm ln 3. (45.47)

Из формулы (45.19) для электромагнитной массы получим другое значение

W

c2
= mem = 2Nm. (45.48)

Как известно из классической теории поля [83], при вычислении электромагнитной массы
поля частицы имеет место соотношение

m′
em

mem

=
4

3
. (45.49)
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При этом, при вычислении (45.49) в качестве энергии поля частицы (электрона) рассмат-
ривалась лишь собственная электростатическая энергия поля частицы, а при вычислении
импульса поля рассматривалась суммарная величина энергий электрического и магнит-
ного полей частицы. В нашем случае энергия поля (45.19) распределена поровну между
энергиями электрического и магнитного полей. Поэтому можно ввести электростатиче-
скую массу поля me = mem/2. Тогда получим соотношение

m′
em

me

= ln 3 = 1.1. (45.50)

Итак, при нашем рассмотрении в согласии с (45.19) электрическая энергия поля тока бе-
гущей волны в точности равна энергии покоя электронов на проводе, а электромагнитная
масса поля, вычисленная по формуле (45.47), лишь незначительно превосходит электро-
статическую массу поля.

46. Поле заряженной тонкой бесконечной цилиндрической оболочки
конечного радиуса

В предыдущем разделе мы рассмотрели электромагнитное поле излучения бегущей
волны тока, распространявшегося по тонкому криволинейному проводу. Рассмотрение бы-
ло как чисто классическим, так и учитывало, что заряды на поверхности провода взаимо-
действуют с создаваемым ими полем. Однако расчет был произведен в пределе бесконечно
тонкого провода, что не позволяет проводить сравнение результатов с реальными систе-
мами.

Представляет интерес учесть конечную толщину провода и получить формулы для
емкости цилиндрического конденсатора, индуктивности и волнового сопротивления одно-
проводной линии и коаксиального кабеля.

Известно [87], что при классическом рассмотрении погонная емкость однопроводной
линии конечного радиуса и бесконечной длины стремится к нулю, а погонная индуктив-
ность и волновое сопротивление стремятся к бесконечности. Причина этого связана связа-
но с тем, что при классическом подходе напряженность электрического поля вне провода
убывает обратно пропорционально расстоянию от центра цилиндра, что приводит к беско-
нечно большой энергии поля в окружающем пространстве (в цилиндре единичной длины,
но бесконечно большого радиуса).

Как мы доказали для бесконечно тонкого провода, энергия поля вне провода в цилин-
дре единичной высоты и бесконечного радиуса является конечной величиной. Докажем,
что величина энергии будет иметь конечное значение и вне провода конечной толщины.

Решение для электрического поля тонкой нити получено нами ранее в (19.27), (19.32),
(19.39). Метрика пространства-времени определялась формулами (19.28), (19.42), (19.43).

Рассмотрим поле, обладающее цилиндрической симметрией, создаваемое бесконечно
длинным заряженным металлическим полым цилиндром радиуса R. Считаем, что толщи-
на стенок цилиндра мала по сравнению с его радиусом.

Совместим ось z с осью цилиндра, выбрав начало координат в центре цилиндра. Расчет
поля будем производить в цилиндрической системе координат, воспользуясь для нахож-
дения потенциала формулой (19.1), где r′ - трехмерное ( евклидово ) расстояние от заряда
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dQ до точки наблюдения , θ - угол между радиусом - вектором ~r и ~i , ~i = ~a0/| ~a0 |. ~i для
каждого элемента заряда dQ направлен к центру цилиндра перпендикулярно его поверх-
ности. Величина "ускорения"a0 для зарядов вычисляется по формуле (19.2).

Так как пространственная геометрия для метрики (2.18) - плоская, то из из формул ев-
клидовой геометрии легко получить формулу, связывающую величины r′ и θ c радиальной
координатой ρ и угловой координатой φ цилиндрических координат.

r′ cos θ = R− ρ cos φ. (19.24)

Элемент заряда dQ на поверхности цилиндра можно представить в виде

dQ = σRdφdz =
γ

2π
dφdz, (19.25)

где σ и γ соответственно поверхностная и линейная плотности зарядов.

Потенциал от заряженного элемента поверхности проводящего цилиндра в согласии с
(19.1) запишем в виде

dA0 =
γ

2πr′
exp

{
−a0r

′(1∓ cos θ)

2c2

}
dφdz, (46.1)

В последней формуле при выборе знака в экспоненте мы учитываем две возможности.
Верхний знак означает, что заряды находятся на поверхности цилиндра с "ускорением на-
правленным к центру цилиндра (например, на внутреннем электроде цилиндрического
конденсатора). Нижний знак соответствует зарядам, находящимся на внутренней поверх-
ности цилиндрической трубы (например, на наружном электроде цилиндрического кон-
денсатора). Очевидно, что "ускорения"зарядов, направленные всегда внутрь металла на
внутренней и внешней обкладках конденсатора имеют диаметрально противоположные
направления, с чем и связан выбор знаков в (46.1)

Из (46.1) имеем

A0 =
2γ

π
e±pR

∫ π

0
e∓pρ cos φ

(∫ +∞

ρ2

e−pr′

√
r′2 − ρ2

2

dr′
)
d φ, (46.2)

где введены обозначения

p =
a0

2c2
, ρ2 =

√
ρ2 + R2 − 2ρR cos φ. (46.3)

Вычисление внутреннего интеграла приводит к соотношению

A0 =
2γ

π
e±pR

∫ π

0
e∓pρ cos φK0(ρ2p)d φ (46.4)

Если R = 0, то последнее соотношение приводится к виду, полученному нами ранее

A0 = 2γI0(α)K0(α), α =
ρa0

2c2
=

ρeE0

4mc2
. (19.27)

E0 - напряженность поля на поверхности цилиндра, I0, K0 - цилиндрические функции
Бесселя в общепринятых обозначениях [82].
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Для вычисления интеграла (2d1.4) воспользуемся известной "теоремой сложения"для
цилиндрических функций [105]. Предварительно введем следующие обозначения.

R1 = Rp, R2 = ρ2p, ρ1 = R1
ρ

R
= ρp. (46.5)

В частности для цилиндрических функций Ханкеля H
(1)
0 (iR2) справедливо соотноше-

ние
H

(1)
0 (iR2) = J0(iR1)H

(1)
0 (iρ1) + 2

∞∑

k=1

Jk(iR1)H
(1)
k (iρ1) cos kφ. (46.6)

Последняя формула справедлива при условии R1 < ρ1. Учитывая связь между функциями
Ханкеля и модифицированными функциями Бесселя

Kν(z) =
πi

2
exp

(
πiν

2

)
H(1)

ν (iz), Jk(iz) = ikIk(z), (46.7)

находим

K0(R2) = I0(R1)K0(ρ1) + 2
∞∑

k=1

Ik(R1)Kk(ρ1) cos kφ. (46.8)

Учитывая последнюю формулу, вычислим интеграл (46.4)

A0 = 2γe±R1

[
I0(R1)I0(ρ1)K0(ρ1) + 2

∞∑

k=1

(∓1)kIk(R1)Ik(ρ1)Kk(ρ1)
]
. (46.9)

Найденная формула справедлива при ρ > R, т.е. для потенциала вне цилиндра. Для по-
тенциала внутри цилиндра при ρ < R формула примет вид

A0 = 2γe±R1

[
I0(ρ1)I0(ρ1)K0(R1) + 2

∞∑

k=1

(∓1)kIk(ρ1)Ik(ρ1)Kk(R1)
]
. (46.9a)

На границе цилиндра при ρ = R обе формулы очевидно совпадают.

Найдем поведение потенциала (46.9) на больших расстояниях от цилиндра, т.е. полагая
ρ À R. Используя известное асимптотическое разложение [47], применимое для больших
z

Iν(z)Kν(z) ∼ 1

2z
, (46.10)

а также известную формулу суммирования

2
∞∑

k=1

(∓1)kIk(z) = e∓z − I0(z), (46.11)

находим

A0(ρ1 À 1) =
γ

ρ1

=
2γc2

a0ρ
=

2mc2R

eρ
, (46.12)

где m - масса электрона, если цилиндр заряжен отрицательно, или масса ядра металла,
при положительном заряде, e - заряд электрона, принимающий отрицательное значение
при отрицательном заряде цилиндра и положительное значение (по величине равное заря-
ду электрона) при положительном заряде цилиндра. Очевидно, что при ρ →∞ потенциал
стремится к нулю, а не логарифмически расходится, как имеет место при классическом
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рассмотрении. Таким образом, поведение потенциала на бесконечности резко отличается
от классического аналога, что в конечном итоге и приводит к устранению расходимости
для энергии электромагнитного поля.

Отметим, что формула (46.12) применима не только для больших расстояниях от про-
вода. Дело в том, что величины ρ1, R1 могут быть очень большими и на самой поверхности
цилиндра малого радиуса, если плотности зарядов на проводе велики. Это следует непо-
средственно из равенств (46.3) и (46.5). Итак, для больших плотностей зарядов потенциал
на поверхности цилиндра конечного радиуса из (46.12) имеет вид

A0(R) =
γ

R1

=
2γc2

a0R
=

2mc2

e
. (46.13)

Энергия электрического поля вне цилиндрической оболочки может быть вычислена по
общей формуле (19.18f) и приводит к соотношению

W = Nmc2. (46.14)

Величина энергии поля вне проводящей при большой плотности зарядов на оболочке ока-
залась независимой от знака и величины заряда. Из приведенной формулы следует, что
энергия поля отрицательно заряженной оболочки с зарядом Q = Ne на длине h определя-
ется суммарной энергией покоя ее N электронных масс. Для положительно заряженной
оболочки роль массы играет масса ядра.

При классическом рассмотрении энергия поля вне оболочки стремится к бесконечно-
сти.

Исследуем поведение поля внутри цилиндрической оболочки.

Как известно, при классическом рассмотрении потенциал внутри оболочки постоянен
и равен потенциалу оболочки, а напряженность электрического поля равна нулю. В поле
связанных зарядов это не так. Как видно из решения (46.9a) потенциал внутри оболочки не
является постоянной величиной. Поэтому отлична от нуля и напряженность поля, которая
будет вычисляться по формуле

F01 = −4γpe±R1

[
I0(ρ1)I1(ρ1)K0(R1)+

+2
∞∑

k=1

(∓1)kKk(R1)Ik(ρ1)
(
Ik−1(ρ1)− k

ρ1

Ik(ρ1)
)]

. (46.15)

Исследуем поведение потенциала внутри оболочки для случая слабых полей. Исполь-
зуя известные разложения для малых значений аргумента [47]

Ik(ρ1) ∼ ρk
1

2kΓ(k + 1)
, Kk(R1) ∼ 1

2
Γ(k)

2k

Rk
1

, (46.16)

где Γ(k) - гамма-функция, получим после суммирования выражение

F01 = −2γa0

c2
e±R1

[
−ρ1

2
ln R1 +

1

ρ1

∞∑

k=1

(∓1)k 1

k!

(
ρ2

1

2R1

)k]
=
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= −2γa0

c2
e±R1

[
−ρ1

2
ln R1 +

1

ρ1

(
exp

(
∓ ρ2

1

2R1

)
− 1

)]
. (46.17)

Ограничиваясь членами, содержащими множитель 1/c2, получим для величины напря-
женности электрического поля выражение

F01 = −∂A0

∂ρ
= E(ρ) = ±E0

a0ρ

2c2
= ±E0

E0eρ

4mc2
, E0 =

2γ

R
. (46.18)

Здесь E0 классическое значение напряженности на поверхности заряженного проводяще-
го цилиндра. Из формулы следует, что в отличие от классического случая поле внутри
полости не равно нулю. Поле линейно возрастает с ростом расстояния от центра, однако
в отличие от потенциала напряженность на границе цилиндра терпит разрыв. Разность
напряженностей вне и внутри цилиндра меньше, чем при классическом рассмотрении.
Отношение внутренней напряженности E. внутри цилиндра к внешней напряженности на
границе E. = 0 дается формулой

E.

E.

=
eE0ρ

4mc2
. (46.19)

Очевидно, что это отношение равно нулю в центре цилиндра и максимально на границе
раздела при ρ = R. Рассмотрим пример. Пусть цилиндр заряжен отрицательно и величина
E0 = 106 V/m, а радиус цилиндра R = 0.05 m. Тогда

E.(R)

E.(R)
=

eE0R

4mc2
= R1 = 0.024. (46.20)

Для цилиндра, заряженного положительно, это отношение при тех же параметрах ∼ 10−6.
При классическом рассмотрении это отношение равно нулю и не зависит от знака заряда. В
соотношении (46.19) берется отношение аффинных компонент F01 тензора поля по разным
областям от границы раздела оболочки, однако "физическими"величинами, измеряемые
приборами в римановом пространстве-времени, являются тетрадные компоненты тензора
поля.

Поэтому встает задача нахождения метрического тензора и поля тетрад во внутренней
и внешней областях цилиндрической оболочки.

1. Метрический тензор внутри и вне цилиндрической оболочки

Совокупность электронов на поверхности цилиндрической оболочки не принадлежит
конгруенции мировых линий базиса НСО (2.18), а включаются в совокупность мировых
линий частиц базиса, принадлежащих цилиндрически - симметричной лагранжевой со-
путствующей НСО с метрикой вида

dS2 = exp(ν)(dy0)2 − exp(λ)dρ2 − ρ2dφ2 − dz2, (19.28)

где ν и λ зависят только от ρ.

Функции ν(ρ) и λ(ρ) нуждаются в определении. Для их нахождения воспользуемся ре-
шением цилиндрически-симметричных статических уравнений Максвелла с использова-
нием метрики (19.28), аналогичных по записи уравнениям электродинамики в "заданном
гравитационном поле"[7]. Затем сравним полученное решение с выражением для поля,
получаемом из (46.9a).
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Для отличной от нуля радиальной компоненты "индукции"D1 имеем уравнение

1√
γ

∂

∂ρ

(
ρ exp(λ/2)D1

)
= 4πd. (46.21)

В отличии от уравнения (19.29), используемого нами для нахождения поля от заряженной
нити, в правой части равенства последнего уравнения стоит не ноль, а плотность источ-
ника, в которой d есть плотность "фиктивных"зарядов внутри цилиндрической полости.
Введение "фиктивной"плотности зарядов является необходимым условием для удовлетво-
рения внутри полости уравнению Максвелла (46.21), поскольку напряженность электри-
ческого поля внутри полости отлична от нуля. В классическом случае внутри полости
решение тривиально и имеет вид D1 = 0.

Решение (46.21) будет иметь вид

D1 =
4π exp(−λ/2)

ρ

∫
d exp(λ/2)ρdρ. (46.22)

Между "индукцией"D1 напряженностью поля E1 и компонентой тензора поля F01 суще-
ствуют известные соотношения [7]

D1 = γ11D
1 =

1√
g00

E1, E1 = F01, γkl = −gkl, (46.22a)

где γkl - пространственный метрический тензор с определителем равным γ.

Ясно, что D1 нельзя вычислить без знания функций d(ρ) и λ(ρ). Допустим, что рассмат-
риваемый "фиктивный"заряд как и реальный должен удовлетворять уравнению нераз-
рывности. В согласии с нашей общей идеологией незаряженная оболочка находилась в
плоском пространстве -времени. Сразу после зарядки оболочки пространство время ста-
ло римановым и появился "эффективный"заряд. Через некоторое время, равное времени
реллаксации, метрика стала статической, представимой в форме (19.28). Первоначально
"фиктивный"заряд находился в недеформированном состоянии внутри цилиндрической
полости и его плотность была постоянной. После реллаксации, плотнось фиктивного за-
ряда стала различной в разных точках полости, имеющих разные радиальные координа-
ты. Из закона сохранения "эффективного"заряда до и после деформаций среды (35.14a)
вытекает равенство

d
√

γ = d0
√

γ0. (46.23)

Из последней формулы следует

deλ/2 = d0 = const. (46.24)

Интегрируя (46.22), получим

D1 =
4π exp(−λ/2)

ρ

∫
d exp(λ/2)ρdρ = 2π exp(−λ/2)ρd0 + C1, (46.25)

где d0 - плотность фиктивных зарядов в недеформированном состоянии, C1 - постоянная
интегрирования. Постоянную интегрирования определим из соображений симметрии, учи-
тывая что поле в центре оболочки должно быть равно нулю. Откуда C1 = 0. Из (46.22a)
находим

F01 = E1 = 2πd0 exp
(

λ + ν

2

)
ρ. (46.26)
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Подстановка (46.15) в левую часть (46.26) позволяет отыскать первое уравнение, связы-
вающие компоненты метрического тензора внутри цилиндрической оболочки.

exp
(

λ + ν

2

)
=

F01

2πd0ρ
. (46.26)

Для нахождения второго уравнения, связывающего эти функции, рассмотрим силу со
стороны поля, действующую на пробный заряд q, находящийся внутри оболочки, закреп-
ленный в точке с координатой ρ от оси цилиндра. Ясно, что при классическом рассмот-
рении эта сила равна нулю, так как поле внутри полости отсутствует. Для нашего случая
это не так. Пусть масса пробного заряда m0. Тогда вектор первой кривизны F 1 мировой
линии этого заряда можно найти из соотношения (1.5), записав для закрепленных зарядов
условие сопутствия для метрики (19.28) в виде

V k = Vk = 0, V 0 = (g00)
−1/2,

V0 = (g00)
1/2, F 1 = F (ρ), F 0 = F 2 = F 3 = 0. (19.34)

Откуда из (1.5) имеем

F 1 =
1

2

dν

dρ
exp(−λ). (19.35)

Эту же величину можно найти и из силы, действующей на заряд со стороны связи,
удерживающей заряд в поле неподвижным. Эта сила численно равна силе со стороны
поля и противоположна ей по знаку. Это следует из равенства нулю сил. В римановом
пространстве из равенства нулю сил отнюдь не следует равенства нулю вектора первой
кривизны (4 - ускорения).

F 1 =
1

2

dν

dρ
exp(−λ) = − q

m0c2
F 10V0.

Откуда имеем

exp(ν/2) = − q

m0c2

∫
F01 dρ =

qA0

m0c2
+ 2, (46.27)

где C2 - постоянная интегрирования.

Постоянную интегрирования определим из естественного требования псевдоевклидо-
вости метрики на оси цилиндрической оболочки, так как напряженность поля в центре
цилиндра равна нулю. В результате имеем

exp(ν/2) = 1 +
q∆A0

m0c2
, ∆A0 = A0(ρ)− A0(0), (46.28)

где ∆A0 - разность потенциалов между точкой наблюдения и и точкой на оси цилиндра,
A0 определяется формулой (46.9a). Для функции λ получим соотношение

exp
(

λ

2

)
=

F01

2πd0ρ

1

1 + q∆A0

m0c2

. (46.29)
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В предыдущих формулах является неопределенной еще одна постоянная величина d0 -
"фиктивная"плотность заряда, которую также определим из требования псевдоевклидо-
вости пространства-времени на оси цилиндра. Из сказанного следует

d0 = lim
ρ→0

F01(ρ)

2πρ
(
1 + q∆A0

m0c2

) . (46.30)

Для вычисления предела воспользуемся формулой (46.17), что дает

d0 = ±E0
a0e

±R1

4πc2
(1±R1 ln R1), E0 =

2γ

R
. (46.31)

Выясним происхождение и физический смысл "фиктивной"плотности заряда.

В классической электростатике напряженность поля внутри проводника и внутри лю-
бой замкнутой полости всегда равна нулю. Заряды внутри проводника также отсутствуют.
Этот факт является следствием справедливости закона Кулона для поля точечного заря-
да, что приводит к справедливости уравнения Лапласа для потенциала вне заряда. С
наших позиций, связанные заряды не создают вокруг себя сферически симметричного ку-
лоновского поля, что приводит к нарушению уравнения Лапласа и к появлению отличного
от нуля поля внутри замкнутой проводящей оболочки. Оставаясь в рамках квазимакс-
велловской теории, аналогичной теории Максвелла в "заданном гравитационном поле мы
были вынуждены вводить "фиктивные"заряды. Без этого было не возможно удовлетво-
рить уравнениям Максвелла в полости. Попытка в уравнении (46.21) с нулевой правой
частью использовать тривиальное решение D1 = 0, как в классике, обречена на неуда-
чу, поскольку внутри полости F01 в согласии с (46.15) отлична от нуля. Особенностью
"фиктивных"зарядов является то, что они создают поле только внутри оболочки и не
влияют на поле вне оболочки. Поле "фиктивных"зарядов замкнуто и меняет геометрию
пространства-времени внутри полости. Это резко отличается от классической теории по-
ля, так как поле реальных зарядов, насильственно введенных внутрь полости, изменяет
и внешнее решение. В принципе поле "фиктивных"зарядов можно измерить. Существует
ли на самом деле поле в полости может решить только эксперимент.

Вычислим "физические т.е. тетрадные компоненты поля внутри оболочки. В тетрадах
(17.10) на основе формул (46.22), (46.22a) F(0)(1) компонента тензора электромагнитного
поля имеет вид

F(0)(1) = exp
(
−λ + ν

2

)
F01 = 2πd0ρ. (46.31)

Таким образом, тетрадная компонента поля, которую и измеряет физический прибор,
оказалась отличной от нуля. Вычислим отношение тетрадной компоненты поля внутри
цилиндра F(0)(1) к тетрадной компоненте поля вне цилиндра F ′

(0)(1) на границе раздела,
т.е. устремляя к R значения ρ вне и внутри цилиндра.

F(0)(1)

F ′
(0)(1)

=
F(0)(1)

E0

=
a0Re±R1

2c2
(1±R1 ln R1)

Отношение тетрадных компонент тензора поля отличается от отношения аналогичных
аффинных компонент (46.20). Рассмотрим пример, приведенный раннее. Пусть цилиндр
заряжен отрицательно и величина E0 = 106 V/m, а радиус цилиндра R = 0.05 m. Тогда
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отношение (46.20a) равно 0.022, вместо 0.024 для отношения аффинных компонент тензора
поля.

Вычислим энергию поля внутри цилиндрической оболочки радиуса R и высоты h.
Тетрадная компонента тензора энергии-импульса внутри цилиндра T (0)(0) в согласии с
(17.14), (17.15) и полем тетрад (17.10) имеет вид

T (0)(0) =
1

8π
4π2d0

2ρ2 (46.32)

Энергия поля внутри полости в согласии с (17.16f) имеет вид

W =
∫

V1

√−gT (0)(0)d3y =
πd0h

2

∫ R

0
F01ρ

2dρ, (46.33)

где F01 определяется из (46.15). При классическом рассмотрении энергия поля внутри
цилиндра равна нулю. Для слабых полей E0 ∼ 106 V/m или меньше для вычисления энер-
гии поля можно воспользоваться формулой (46.17), которая с учетом (46.31) приводится
к виду

W1 = W0
a2

0R
2

8c4
e±2R1(1±R1 ln R1)

2, W0 =
πR2hE2

0

8π
(46.34)

В последней формуле ввели величину W0 численно равную величине энергии электриче-
ского поля внутри цилиндра высоты h и радиуса R при условии постоянства поля внутри
цилиндра напряженности E0. Вычислим энергию поля вне цилиндра, воспользовавшись
общей формулой

W2 =
1

2
A0

∫
ρ
√

γ dV =
1

2
A0Q. (19.18f)

Из формулы (46.9) находим для A0(R) в случае слабых полей выражение

A0(R) = 2γe±R1 [− ln R1 ∓R1/2]. (46.35)

Выражение для энергии поля вне цилиндра примет вид

W2 = 2W0e
±R1 [− ln R1 ∓R1/2]. (46.36)

Найдем отношение внутренней энергии поля в цилиндре к внешней энергии вне ци-
линдра.

W1

W2

=
a2

0R
2

16c4

(1±R1 ln R1)
2

[− ln R1 ∓R1/2]
e±R1 . (46.37)

Пусть цилиндр заряжен отрицательно и величина E0 = 106 V/m, а радиус цилиндра
R = 0.05 m. Тогда отношение энергий

W1

W2

= 3 · 10−5. (46.38)

Для случая слабых полей потенциал внутри цилиндра меняется по закону

A0(ρ) = −2γe±R1

[
ln R1 ± R1

2

ρ2

R2

]
. (46.39)
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Разность потенциалов ∆A0(ρ) между центром цилиндра и произвольной точкой внутри
цилиндра

∆A0(ρ) = ∓2γe±R1
R1

2

ρ2

R2
. (46.40)

Метрика пространства–времени, если в качестве пробных частиц внутри цилиндра поме-
стить электроны с зарядом e и массой m, для этого случая имеет вид

exp(ν/2) = 1∓ E2
0ρ

2e2

8m2c4
= exp(−λ/2). (46.41)

Итак, для слабых полей метрика пространства–времени внутри цилиндра близка к
метрике пространства Минковского, так как содержит метрические коэффициенты, отли-
чающиеся от единицы на величины, пропорциональные 1/c4.

Вне цилиндра метрика будет иметь вид

exp(ν/2) = 1 +
qA0

m0c2
. (19.42)

exp(λ/2) = − ρ

2γ

∂A0

∂ρ

1

1 + qA0

m0c2

, (19.43)

где A0 определяется формулой (46.9). Для малых значений аргумента в A0 (т.е. для слабых
полей и небольших расстояний от центра цилиндра), имеем

A0(ρ) = 2γe±R1 [− ln ρ1 ∓R1/2]. (46.42)

Откуда для метрики получим

exp(ν/2) = 1 +
qA0

m0c2
= exp(−λ/2). (46.43)

Для больших расстояний от оси цилиндра (даже и в случае слабых полей) аргумент
в (46.9) велик. Поэтому для A0(ρ) можно воспользоваться асимптотической формулой
(46.12). Если в качестве пробных частиц, задающих СО, выбрать электроны, то для боль-
ших расстояний от оси цилиндра метрика примет вид

exp(ν/2) = 1 +
2R

ρ
, exp(λ/2) =

2mc2

eρE0

1

1 + 2R
ρ

. (46.44)

Любопытно отметить, что и на больших расстояниях от оси цилиндра метрика не
является плоской. Полагая R/ρ → 0, находим для метрики выражение

dS2 = (dy0)2 − (2mc2)2

(eE0ρ)2
dρ2 − ρ2dφ2 − dz2. (46.45)

Вычислим погонную емкость бесконечного цилиндра радиуса R. При классическом рас-
смотрении эта величина равна нулю, поскольку энергия поля вне цилиндра стремится к
бесконечности. При нашем подходе погонная емкость Cp отлична от нуля и определяется
формулой

Cp =
Q2

2Wh
=

γ

A0(R)
=
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=
1

2eR1

[
I2
0 (R1)K0(R1) + 2

∑∞
k=1(−1)kI2

k(R1)Kk(R1)
] . (46.46)

При выводе воспользовались формулой (2d1.9) при ρ = R и выбрали верхний знак. Для
слабых полей R1 ¿ 1 формула упрощается и сводится к виду

Cp =
1

2 eR1 [− ln R1 −R1/2]
=

1

ln R−2
1

. (46.47)

Для очень сильных полей R1 À 1

Cp =
γe

2mc2
=

E0eR

4mc2
= R1. (46.48)

Например, для цилиндра, заряженного отрицательно, величине E0 = 106 V/m, и радиус
цилиндра R = 0.05 m получим для емкости 1 метра длины величину емкости Cp = 13.4
сантиметра. Для цилиндра, заряженного положительно, имеем

R+
1 =

R1

N
, N =

mp

m
A, (46.49)

где mp - масса протона, m - масса электрона, A - число нуклонов в ядре. Для погонной
емкости положительно заряженного цилиндра C+

p находим

C+
p =

1

ln N2 + ln R−2
1

. (46.50)

Для алюминиевого цилиндра, заряженного положительно, при напряженности поля
и размерах, указанных выше, расчет по формуле (46.50) дает при N = 5 ∗ 104 значение
емкости 1 метра длины C+

p = 3.4 сантиметра.

47. Цилиндрический конденсатор

Рассмотрим цилиндрический конденсатор бесконечной длины, представляющий собой
две коаксиальные цилиндрические оболочки радиусов b и d, b < d. Требуется вычислить
погонную емкость такого конденсатора для следующих двух случаев:

а). Внутренний цилиндр заряжен положительно, а внешний – отрицательно,

б). Внутренний цилиндр заряжен отрицательно, а внешний – положительно.

а). Для слабых полей, которые мы здесь и будем рассматривать, имеем из (46.9) вклад
в потенциал поля между обкладками, созданный внутренним положительно заряженным
цилиндром в виде

A+
0 (ρ) ' −2γ

(
ln

(
ρa0

2c2

)
+ C

)
, (47.1)

где C = 0.577... - есть постоянная Эйлера. Потенциал поля в зазоре, обусловленный внеш-
ним отрицательно заряженным полым цилиндром имеет вид

A−
0 (ρ) = 2|γ|e−d1

[
ln d1 − d1

2

ρ2

d2

]
. (47.2).
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Формула (47.2) получена из формул (46.5), (46.39) выбором нижних знаков, заменой d1 =
R1, d1 = dp, d = R и учетом того, что γ < 0.

Разность потенциалов между внутренней и внешней обкладками конденсатора

∆A+
0 = A+

0 (b)− A+
0 (d) = 2|γ| ln d

b
,

∆A−
0 = A−

0 (b)− A−
0 (d) = 2|γ|e−d1

d1

2

(
1− b2

d2

)
,

∆A0 = ∆A+
0 +∆A−

0 = 2|γ|
(
e−d1

d1

2

(
1− b2

d2

)
+ ln

d

b

)
. (47.3)

Откуда находим выражение для погонной емкости C+

C+ =
|γ|

∆A0

=
1

2
(
e−d1 d1

2

(
1− b2

d2

)
+ ln d

b

) . (47.4)

Учитывая, что

d1 =
eE0d

4mc2
, C0 =

1

2 ln d
b

, U = bE0 ln
d

b
, (47.5)

где C0 - классическое значение погонной емкости бесконечного цилиндрического конден-
сатора, а U - классическое выражение для приложенного к нему напряжения, получим

C+ =
0

1 + eC0U
4mc2

(
1− b2

d2

) . (47.6)

б). Пусть внутренний цилиндр заряжен отрицательно, а внешний – положительно. Для
этого случая находим из (46.42)

A−
0 (ρ) = 2|γ|eb1

[
ln

(
ρeE0

4mc2

)
+

b1

2

]
, b1 =

eE0b

4mc2
. (47.7)

"Релятивистская"разность потенциалов потенциалов

A−
0 (b)− A−

0 (d) = −2|γ|eb1 ln
(

d

b

)
, A+

0 (b)− A+
0 (d) = 0. (47.8)

Откуда находим для емкости C− выражение

C− = 0 exp
(
−eC0U

2mc2

)
. (47.9)

Следует отметить, что в отличие от классики, понятие емкости в нашем случае неодно-
значно. При классическом рассмотрении заряженной проводящей оболочки поле внутрь
полости не проникает. Поэтому при классическом рассмотрении для емкости уединенного
проводника C справедливы соотношения

C =
Q

U
=

Q2

2W
, (47.10)
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где Q - заряд, U - потенциал, W - энергия поля вне проводника. При нашем рассмотре-
нии поле может проникать и внутрь проводящей оболочки, поэтому расчет по формуле
(47.10) как для уединенной оболочки, так и для конденсатора приводит к разным значе-
ниям емкости. В качестве альтернативы можно указать еще одну формулу для емкости
уединенной проводящей оболочки.

C =
Q

A(0)

, (47.11)

где A(0) - тетрадная временная компонента 4-потенциала на поверхности проводника.
Только эксперимент позволит выяснить какая из приведенных формул выражает дей-
ствительную емкость оболочки.

Внутрь сплошного заряженного проводника в электростатике поле проникать не мо-
жет. В противном случае это бы привело к возникновению внутри проводника электриче-
ского тока. В отличие от классического рассмотрения, при нашем подходе не все заряды
расположены на поверхности проводника. Часть зарядов расположены внутри проводника
с таким распределением внутренних зарядов, которые компенсируют плотность "фиктив-
ных"зарядов (см. например (47.21)), создавая в совокупности с "фиктивными"зарядами
нулевое поле внутри проводника. Для уединенной емкости сплошного проводника оба вы-
ражения (47.10) эквивалентны, где под величиной заряда Q понимается заряд на поверх-
ности проводника.

Таким образом, при нашем подходе емкость сплошного проводника и емкость прово-
дящей оболочки такой же формы, как и поверхность сплошного проводника, могут не
совпадать.

В отличие от плоского конденсатора или уединенного проводника, емкость цилиндри-
ческого конденсатора уменьшается при возрастании напряжения. Это связано с характе-
ром изменения поля проводника. Разность потенциалов между обкладками цилиндриче-
ского конденсатора (47.8) больше, чем при классическом рассмотрении, что и приводит
к уменьшению емкости. В случае плоского конденсатора разность потенциалов между
обкладками меньше, чем в классике. Откуда следует возрастание емкости по сравнению
с классическим выражением. Если, сохраняя расстояние между обкладками цилиндри-
ческого конденсатора h неизменными, неограниченно увеличивать его радиус b, то ци-
линдрический конденсатор вырождается в плоский. Из формулы (46.12) справедливой не
только для больших расстояний от цилиндра, но также и для цилиндров больших радиу-
сов, находим

∆A0 =
E0c

2h

a0ρ
, C− = C0

a0b

c2
, (47.12)

где C0 - классическое значение емкости плоского конденсатора. Ясно, что C− > C0, т.к.
асимптотическая формула (46.12) применима при условии a0b/c

2 À 1.

Емкость любого уединенного проводника можно рассматривать как емкость конденса-
тора, одна из обкладок которого удалена в бесконечность. Так как энергия поля связан-
ных зарядов во всех рассмотренных примерах оказалась меньше энергии поля свободных
зарядов, то емкость уединенных проводников любой формы должна быть больше их клас-
сической емкости. Величины емкости должны зависеть от знака заряда и возрастать от
прикладываемого напряжения.

48. Поле шара, заряженного по объему
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Рассмотрим электростатическое поле, обладающее центральной симметрией. Пусть та-
кое поле создано, например, шаром, равномерно заряженным по объему. Как известно из
классической электростатики, напряженность электрического поля в центре шара рав-
на нулю, возрастая по линейному закону внутри шара и убывая вне шара, как поле от
точечного заряда, помещенного в центр шара. В нашей модельной задаче считаем для
простоты диэлектрическую проницаемость равной единице. К такой задаче можно подой-
ти, рассматривая облако постоянной плотности из зарядов, связанных невесомыми нитями
длин от нуля до R, закрепленных в общем центре. Следовательно, поле, создаваемое каж-
дым из зарядов будет таким же, как если бы каждый из зарядов двигался равноускоренно
с ускорением направленным к центру шара. Ясно, что хотя "ускорение"каждого отдель-
ного заряда постоянно, однако эти "ускорения"не равны друг другу. Чем ближе заряд
расположен к центру шара, тем с меньшей силой действует на него электрическое поле,
созданное другими зарядами системы.

В нашей задаче требуется найти напряженность и энергию электрического поля внутри
и вне шара и геометрию пространства- времени в этих областях. Из раздела 19 ясно, что
геометрия пространства - времени вне и внутри шара - риманова. Получаемая кривизна
пространства - времени в общем случае другой природы, чем в ОТО. Она обусловлена
электромагнитным полем связанных зарядов, физическая ситуация которых эквивалент-
на их "размещению"в некоторой НСО. Хотя пространство-время и искривлено, однако
напряженность поля в "физическом"репере (тетрадах) совпадает с кулоновой. Так как
любой экспериментатор фактически измеряет поля в "физических"координатах, то непо-
средственное измерение напряженности, например, с помощью крутильных весов, не от-
личается от кулоновского значения. Римановость пространства - времени проявляется
при вычислении энергии поля. Как мы указывали ранее, для положительно заряженно-
го тела реальные релятивистские поправки малы, а для отрицательно заряженного шара
эти поправки могут оказаться значительными. Для отрицательно заряженного по объему
тела элементарным связанным зарядом является электрон. Для расчета потенциала A0

заряженного по объему шара будем исходить из формулы (19.1), в которой ускорение a0

связанной заряженной частицы внутри шара определим по формуле

a0 =
F1

m
, (48.1)

в которой требуется определить F1, действующей со стороны связи на электрон массы m.
Очевидно, что эта сила равна по величине и противоположна по знаку силе на электрон со
стороны поля, созданного другими зарядами системы. Для ее нахождения используем из-
вестный максвелловский тензор напряжений электрического поля в пустоте [26], который
в локальных тетрадах представим в виде

σ(i)(k) =
1

4π

(
E(0)E(k) − E2

2
δ(i)(k)

)
. (48.2)

Рассмотрим в шаре мысленно выделенную концентрическую сферу радиуса x и найдем
силу со стороны поля на внутреннюю поверхность этой сферы

F(i)(x) = −
∮

σ(i)(k)n(k)df = −Q2x4

2R6
n(i), E(i) = −En(i). (48.3)

Здесь n(i) - единичный вектор, направленный по радиусу от центра, df - элемент поверх-
ности сферы, Q - полный заряд шара. На внешнюю поверхность концентрической сферы
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радиуса x + dx очевидно действует сила F(i)(x + dx)

F(i)(x + dx) =
Q2(x + dx)4

2R6
n(i) =

Q2x4

2R6
n(i) +

2Q2x3dx

R6
n(i). (48.4)

Отсюда на dN электронов, расположенных в слое толщины dx действует сила со стороны
поля dF(i)

dF(i)(x) =
2Q2x3dx

R6
n(i). (48.5)

Очевидно, что число частиц dN в шаровом слое толщины dx так относится к полному
числу частиц в шаре N , как отношение объема шарового слоя к объему шара, т.е.

dN =
3Nx2dx

R3
. (48.6)

Отсюда сила F1(i) действующая со стороны поля на электрон с зарядом e вычисляется по
формуле

F1(i)(x) =
2eQx

3R3
n(i). (48.7)

"Ускорение"a0, обусловленное силой связи, направлено к центру сферы и вычисляется по
формуле

a0(x) =
2eQx

3mR3
. (2d3.8)

В плоском пространстве Минковского при равновесии заряда в поле ускорение равно ну-
лю. В римановом пространстве при равновесии зарядов их мировые линии искривлены
и роль ускорений играют векторы первой кривизны мировых линий зарядов. В принци-
пе, подставляя 48.8 в (19.1) и произведя интегрирование по объему шара, можно найти
потенциал A0 в любой точке вне и внутри шара. Однако можно воспользоваться уже най-
денными нами ранее результатами из раздела 19, как промежуточными, где мы нашли
потенциал вне заряженной сферы радиуса R в согласии с формулой (19.3а).

Формула (19.3а) может быть представлена в явном виде, пригодном как для потенци-
ала вне так и внутри сферы, а именно

A0 =
Qe−s2

2Rs

∫ s

s(|1−a|−a)
exp(u2)du, s =

√
a0r2

4c2R
, a =

R

r
. (48.9)

Для a > 1, т.е. для потенциала внутри сферы имеем

A0 =
Qe−s2

2Rs

∫ s

−s
exp(u2)du =

Qe−s2√
πΦ(is)

2iRs
, a > 1. (48.10)

Для потенциала вне сферы (a < 1) получим

A0 =
Qe−s2

2Rs

∫ s

−s(2a−1)
exp(u2)du =

Qe−s2√
π(Φ(is)− Φ(−is(2a− 1))

4iRs
. (48.11)

Для расчета потенциала заряженного по объему шара разобъем шар на множество кон-
центрических шаровых слоев и суммируя вклады от каждого слоя найдем искомые потен-
циалы вне и внутри шара. Рассмотрим шаровой слой с внутренним радиусом x и внешним
радиусом x + dx. В согласии с (48.8) и (48.9) для s находим

s =
r

2R

√
2Qe

3Rmc2
. (48.12)
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Величина s оказалась независимой от x. Если использовать формулу (48.11) примени-
тельно к слою толщины dx, содержащий заряд dQ и просуммировать по всем слоям, то
получим потенциал вне шара A′

0

A′
0 =

3Qe−s2

2R3s

∫ R

0
x

(∫ s

−s(2x/r−1)
exp(u2)du

)
dx =

=
3Qe−s2√

π

4iR3s

∫ R

0
(Φ(is)− Φ(−is(2x/r − 1))xdx =

=
3Qe−s2√

π

4iR3s

(
Φ(is)R2

2
−

∫ R

0
Φ(−is(2x/r − 1))xdx

)
. (48.13)

Для потенциала A′
0 внутри заряженного шара на расстоянии x от центра шара следует

учесть, что часть слоев лежит вне x, а часть - внутри x. Поэтому потенциал представим
в виде

A′
0 =

3Qe−s2

2R3s

[∫ r

0
x

∫ s

−s(2x/r−1)
exp(u2)dudx +

∫ R

r
x

∫ s

−s
exp(u2)dudx

]
=

=
3Qe−s2√

π

4iR3s

[∫ r

0
(Φ(is)− Φ(is(1− 2x/r))xdx + Φ(is)(R2 − r2)

]

=
3Qe−s2√

π

4iR3s

(
Φ(is)(R2 − r2/2)−

∫ r

0
Φ(−is(2x/r − 1))xdx

)
. (48.14)

Используя известное разложение, справедливое для малых значений s

Φ(is) =
2is√

π
es2

(48.15)

и переходя к пределу при s → 0, получим для потенциалов A′
0 (48.13) и (48.14) классиче-

ские значения

A′
0(r) =

Q

r
, r > R, A′

0(r) =
3Q

2R3

(
R2 − r2

3

)
, r < R. (48.16)

Отметим во избежание недоразумений, что на каждый из электронов в шаре действуют
постоянные (для каждого!) силы реакции связи. Поэтому в согласии с постулатом эквива-
лентных ситуаций и (2.18) каждый из электронов внутри шара, находится в касательном
плоском пространстве но римановом пространстве-времени. Поэтому корректна операция
интегрирования по объему в плоском пространстве. С другой стороны, совокупность ча-
стиц, задающих СО как внутри тела, так и вне его, включим в совокупность мировых
линий СО, принадлежащей сферически-симметричной лагранжевой сопутствующей СО с
метрикой вида (19.4)

dS2 = exp(ν)(dy0)2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2)− exp(λ)(dr)2, (19.4)

где ν и λ зависят только от r.

Функции ν(r) и λ(r) нуждаются в определении. Для их нахождения воспользуемся ре-
шением сферически-симметричных статических уравнений Максвелла с использованием
метрики (19.4), аналогичных по записи уравнениям электродинамики в "заданном грави-
тационном поле"[7]. Затем сравним полученное решение с выражением для поля, получа-
емом из (48.13), (48.14).
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Для отличной от нуля радиальной компоненты "индукции"D1 вне шара имеем урав-
нение

1√
γ

∂

∂r

(
r2 sin θ exp(λ/2)D1

)
= 0, (19.5)

решением которого будет

D1 =
Q

r2
exp(−λ/2). (19.6)

В (19.5) и (19.6) между "индукцией"D1 напряженностью поля E1 и компонентой тензора
поля F01 существуют известные [7] соотношения

D1 = γ11D
1 =

Q

r2
exp(λ/2) =

1√
g00

E1, E1 = F01, γkl = −gkl, (19.7)

где γkl - пространственный метрический тензор с определителем равным γ. Из рассмот-
ренного следует соотношение

F01 = −∂A′
0

∂r
=

Q

r2
exp

(
λ + ν

2

)
, (48.17)

в котором F01 определяется дифференцированием по радиусу выражения (48.13). Послед-
нее соотношение является уравнением, связывающим две неизвестные функции λ(r) и
ν(r). Для нахождения второго уравнения для этих функций рассмотрим силу со стороны
поля, действующую на пробный заряд q, закрепленный в точке с координатой r от центра
шара. Эти заряды определяют базис СО вне заряженного шара. Пусть масса пробного
заряда m0. Тогда вектор первой кривизны F 1 мировой линии этого заряда можно найти
из соотношения (1.5), записав для закрепленных зарядов условие сопутствия для метрики
(19.4) в виде

V k = Vk = 0, V 0 = (g00)
−1/2,

V0 = (g00)
1/2, F 1 = F (r), F 0 = F 2 = F 3 = 0. (19.10)

Откуда из (1.5), (19.4) и (19.10) имеем

F 1 =
1

2

dν

dr
exp(−λ). (19.11)

С другой стороны, эту величину можно найти и из силы, действующей на заряд со
стороны связи, удерживающей заряд в поле неподвижным. Эта сила численно равна силе
со стороны поля и противоположна ей по знаку.

F 1 =
1

2

dν

dr
exp(−λ) = − q

m0c2
F 10V0 =

− Qq

m0c2r2
exp(−λ/2). (19.12)

Из (19.8)-(19.12) находим

exp(ν/2) = − q

m0c2

∫
F01 dr =

q

m0c2
A′

0(r) + C1, (48.18)
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где A′
0(r) определена в (48.13). Постоянную интегрирования C1 определим из требования

евклидовости пространства на бесконечности. Так как A′
0(∞) = 0, то C1 = 1, поэтому

имеем

exp(ν/2) = 1 +
qA′

0

m0c2
. (48.19)

Используя (48.17), получим

exp
(

λ

2

)
== −

r2

Q

∂A′0
∂r

1 +
qA′0
m0c2

. (48.20)

Точно таким же способом, как и выше, можно определить геометрию и внутри заря-
женного шара, используя значения для потенциала (48.14). Индукцию D1 определим из
уравнения Максвелла (19.18с), которое в нашем случае сведется к виду

1√
γ

∂

∂r
(
√

γD1) = 4πρ (48.21)

Формальное решение имеет вид

D1 =
4π√

γ

∫
ρ
√

γdr, (48.22)

однако для вычисления интеграла нужно знать значение ρ
√

γ. Естественно, что рассмат-
риваемые заряды должны удовлетворять уравнению неразрывности. В согласии с нашей
общей идеологией незаряженный шар находился в плоском пространстве -времени. Сразу
после зарядки шара зарядом с постоянной плотностью ρ0 пространство время стало ри-
мановым и плотность заряда ρ вообще говоря изменилась. Через некоторое время, равное
времени реллаксации, метрика стала статической, представимой в форме (19.4). Из закона
сохранения заряда до и после деформаций среды (35.14a) вытекает равенство

ρ
√

γ = ρ0
√

γ0, (48.23)

где√γ
0

= r2 sin θ - якобиан перехода в сферической системе координат плоского простран-
ства. Последняя формула позволяет произвести интегрирование (48.22). В результате на-
ходим

D1 =
Q

R3
r exp

(
−λ

2

)
. (48.24)

F01 = −∂A′
0

∂r
=

Qr

R3
exp

(
λ + ν

2

)
, (48.25)

где A′
0(r) определяется из (48.14). По аналогии с (48.18), определяя постоянную интегри-

рования C1 из требования евклидовости пространства в нуле, (что естественно, так как в
центре сферы сила на заряд со стороны поля равна нулю) получим

C1 = 1− qA′
0(0)

m0c2
, (48.26)

exp(ν/2) = 1 +
qA′

0(r)

m0c2
− qA′

0(0)

m0c2
, (48.27)
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exp(λ/2) = −
∂A′0
∂r

R3

Qr
(
1 +

qA′0(r)

m0c2
− qA′0(0)

m0c2

) . (48.28)

Займемся анализом полученных соотношений.

Если в метрики (48.19), (48.20), (48.27), (48.28) подставить классическое значение для
потенциала (48.16) то получим выражения

exp ν =
(
1 +

qQ

rm0c2

)2

. (48.29)

Используя (48.17), получим

exp λ ==
1

(
1 +

qA′0
m0c2

)2 . (48.30)

exp ν =
(
1− 3qQr2

2R3m0c2

)2

. (48.31)

exp λ ==
1

(
1− 3qQr2

2R3m0c2

)2 . (48.32)

Очевидно, что для слабых полей вне заряженной сферы геометрия пространства-времени
подобна геометрии поля Шварцшильда в ОТО (после переобозначения постоянных вза-
имодействия), а внутри шара при тех же условиях совпадает с геометрией пространства
постоянной кривизны де Ситтера [20]. Любопытно отметить, что точные решения уравне-
ний Эйнштейна в нашем случае эквивалентны нерелятивистскому приближению. Следует
отметить также, что потенциал вне заряженного по объему шара отличается от потенци-
ала заряженной сферы, имеющей одинаковые с шаром радиус и заряд.

Представляет интерес вычислить энергию электрического поля заряженного шара.
Для этого воспользуемся формулой (19.18e), отбрасывая интеграл по объему от дивер-
генции, дающий ноль.

W =
1

2

∫
ρA′

0

√
γ dV, (48.33)

где A′
0 определяется из (48.14). В согласии с (48.23) интеграл сведется к виду

W = 2πρ0

∫ R

0
r2A′

0(r) dr. (48.34)

Если подставить в последнюю формулу классическое значение потенциала (48.16) то по-
лучим

W = 2πρ0

∫ R

0
r2 3Q

2R3

(
R2 − r2

3

)
dr =

3Q2

2R
(48.35)

классическое выражение для энергии заряженного по объему шара. Для нашего случая
получим для безразмерной энергии поля на один электрон W0 = W/(Nm0c

2) выражение

W0 =
9

4
z
[∫ 1

0

y2e−s2

s

∫ y

0
v

∫ s

(s(1−2v)
eu2

dudvdy+
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+2
∫ 1

0

y2e−s2

s

∫ 1

y
v

∫ s

0
eu2

dudvdy
]
,

y =
r

R
, z =

r0

r
, s =

y

2

√
2z

3
, r0 =

eQ

m0c2
. (48.36)

Если последнюю формулу применить к одному точечному электрону , то получим не бес-
конечную величину, как при классическом рассмотрении, а конечную, не превышающую
W0 = 5.7 Численное вычисление интеграла (48.36) приводит к значениям W0(1/6000) =
9.167 ∗ 10−5, W0(1) = 0.516, W0(25) = 4.411, W0(500) = 5.555, W0(1000) = 5.588, W0(5000) =
5.637, W0(10000) = 5.675. Из анализа значений следует, что для малых значений z имеет
место классическое выражение, а для очень больших z, соответствующих значению ради-
уса много меньшего классического, энергия не является расходящейся величиной. Следует
отметить, что поле электрона, "заряженного"по объему, обладает большей энергией, чем
поле электрона, "заряженного"по поверхности, как и при классическом рассмотрении. В
классике это отношение равно 6/5, при нашем рассмотрении 5.67/2.

49. Сферический конденсатор

Рассмотрим сферический конденсатор, представляющий собой две концентрические
радиусов R1 и R2, R2 > R1. Требуется вычислить емкость такого конденсатора для сле-
дующих двух случаев:

а). Внутренняя оболочка заряжена положительно, а внешняя – отрицательно,

б). Внутренняя оболочка заряжена отрицательно, а внешняя – положительно.

а). Для слабых полей, которые мы здесь и будем рассматривать, имеем из классики
(напомним, что для слабых полей поле положительных зарядов совпадает с классическим)
вклад в потенциал поля между сферами, созданный внутренней положительно заряжен-
ной оболочкой в виде

A′
10 =

Q

r
, R1 ≤ r ≤ R2. (49.1)

Отрицательные заряды (электроны), находящиеся на внутренней стороне внешней обо-
лочки, будут притягиваться полем к центру сфер. Следовательно, сила со стороны ме-
таллической решетки, удерживающая электроны на поверхности металла, будет направ-
лена по радиусу от центра сферы и поэтому будет вызывать положительное "ускорение".
Внешний потенциал от такой сферы определяется формулой (19.3). Можно показать, что
формула для потенциала, справедливая вне и внутри сферы радиуса R с положительным
"ускорением"зарядов будет иметь вид

A′
0 =

Qeζ2

2Rζ

∫ ζ(2a+1)

ζ(a+|1−a|)
exp(−u2)du, a =

R

r
, ζ =

r

R

√
eQ

8mc2R
(49.2)

Последняя формула может быть представлена в виде

A0 =
Q exp(ζ2)

√
π

4Rζ

[
Φ(ζ(1 + 2a))− Φ(ζ(a + |1− a|)

]
, (49.3)
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которая переходит в (19.3) при a < 1. Для нас интересен сейчас обратный случай, когда
a > 1. Для этого случая имеем

A0 =
Q exp(ζ2)

√
π

4Rζ

[
Φ(ζ(1 + 2a))− Φ(ζ(2a− 1)

]
, (49.4)

Для случая слабого поля, используя известное разложение

Φ(z) =
2√
π

e−z2
∞∑

n=0

2n

1 · 3...(2n + 1)
z2n+1, (49.5)

поучим

A−
0 (r) = −|Q|

R2

(
1 + ζ2

2

(
2

3
− 4a2

))
, ζ2 =

r

R2

√
|e||Q|

8mc2R2

(49.6)

Разность потенциалов между внутренней и внешней обкладками конденсатора

∆A+
0 = A+

0 (R1)− A+
0 (R2) = |Q|

(
1

R1

− 1

R2

)
,

∆A−
0 = A−

0 (R1)− A−
0 (R2) =

|Q|
R2

2

3

(
1− R2

1

R2
2

)
δ2
2, δ2 =

√
|e||Q|

8mc2R2

, (49.7)

∆A0 = ∆A+
0 +∆A−

0 =
|Q|
R1

− |Q|
R2

+
|Q|
R2

2

3
δ2(1−R2

1/R
2
2). (49.8)

Используя очевидное равенство
Q

R2

=
|U |R1

R2 −R1

, (49.9)

где |U | - величина подаваемого на конденсатор напряжения, находим выражение для ем-
кости C+

C+ =
|Q|
|∆A0| =

C0

1 + C0R1(R1+R2)|U ||e|
12R3

2mc2

(49.10)

где C0 - классическое значение емкости сферического конденсатора.

б). Пусть внутренняя сфера заряжена отрицательно, а внешняя – положительно. Для
этого случая находим из (19.3a) и (49.5)

A−
0 (r) = −|Q|

r

(
1 +

4

3
δ2
1 − 2δ2

1

r

R1

)
, δ1 =

√
|e||Q|

8mc2R1

(49.11)

Точно таким же способом, как и для предыдущего случая, имеем для емкости C− выра-
жение

C− =
|Q|
|∆A0| =

C0

1 + C0|U ||e|
6R2mc2

. (49.12)

Из анализа формул (49.10) и (49.12) следует, что емкость сферического конденсатора,
(как и цилиндрического) уменьшается от приложенного к нему напряжения, а емкость
уединенного проводника и плоского конденсатора, наоборот, – возрастает. Обе формулы
(49.10) и (49.12) очевидно совпадают, если зазор h между обкладками много меньше внут-
реннего радиуса сферы. Физический смысл этого ясен, так как при малом зазоре между
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обкладками "ускорения"электронов для двух разных случаев практически совпадают по
величине, что и приводит к одинаковому уменьшению емкости.

Однако обстоятельство, что емкость плоского конденсатора возрастает от приложен-
ного напряжения, а сферического – уменьшается, кажется очень странным, поскольку
плоский конденсатор легко получить из сферического конденсатора при стремлении ра-
диусов сфер к бесконечности и сохранении зазора между сферами неизменным. Докажем,
что и здесь нет никакого парадокса. Рассмотрим первый случай, когда внутренняя сфера
заряжена положительно, а внешняя сфера – отрицательно. Устремим радиус внутренней
сферы к бесконечности, с сохранением зазора между сферами h и поверхностной плотно-
сти заряда σ на каждой из сфер. Для определения потенциала между сферами восполь-
зуемся формулой (49.4), в которой при постоянной плотности σ величины ζ и δ будут не
малы, как для конденсатора конечных радиусов, а, наоборот, будут бесконечно возрастать
с ростом радиусов сфер. Это вытекает из очевидного равенства

ζ2 =
r2

R2

eπσR

2mc2
. (49.13)

Поэтому формулу (49.4) будем рассматривать при больших значениях ζ, воспользуясь
разложением (19.22). В результате получим формулу

A0(r) = − |Q|R2

4r2δ2
2

(
2R2

r
− 1

) exp
(
−4δ2

2

(
1− r

R2

))
. (49.14)

Из последней формулы имеем.

A0(R2) = −|Q|R2

4R2
2δ

2
2

, (49.15)

A0(R1) = − |Q|
4R2δ2

2

(
1− h2

R2
2

) exp
(
−|E||e|h

2mc2

)
. (49.16)

где |E| = 4π|σ| - суммарная напряженность поля между сферами, созданная полем обеих
сфер. Для модуля разности потенциалов, учитывая, что h/R2 ¿ 1 имеем

|∆A0| = 2mc2

|e|
(
1− exp

(
−|E||e|h

2mc2

))
. (49.17)

Из последнего соотношения следует формула

C+ =
C0|e|U

2mc2

(
1− exp

(
− |U ||e|

2mc2

)) , (49.18)

совпадающая с формулой (17.19) для плоского конденсатора. Для слабых полей |e||U |/mc2 ¿
1 имеем

C+ = C0

(
1 +

|e||U |
4mc2

)
, (49.19)

что совпадает с (17.20). На первый взгляд кажется странным, что для нахождения ем-
кости сферического конденсатора очень большого радиуса мы учитывали вклад в поле
только от внешней оболочки. В классическом случае внешняя оболочка вообще не дает
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вклада в поле внутри ее. С другой стороны, при выводе емкости плоского конденсатора,
вклад в поле между пластинами распределяется поровну между положительно и отрица-
тельно заряженными бесконечно тонкими пластинами. Полное значение напряженности
2πσ + 2πσ = 4πσ. Это же значение напряженности можно получить, считая, что поле
между пластинами конечной толщины создается одной пластиной и замыкается на дру-
гой. При этом все заряды расположены очевидно на внутренних поверхностях пластин с
плотностью зарядов 2σ. Поэтому значение напряженности поля внутри конденсатора 4πσ
и оно создано одной (любой) из пластин. Именно это обстоятельство мы учли при выводе
последних формул. Тем же способом, что и для цилиндрического конденсатора, можно
найти геометрию пространства-времени вне и внутри сферического конденсатора. Мы
этим заниматься не будем, ограничившись нахождением геометрии пространства-времени
внутри отрицательно заряженной оболочки (вне оболочки геометрия была рассмотрена
ранее). Для потенциала внутри сферы радиуса R имеем формулу (2d3.10), которая для
случая слабого поля с помощью формулы (49.5) представима в виде

A0 = −|Q|
R

(
1− 2

3
s2

)
, s =

√
a0r2

4c2R
=

r

R

√
|e||Q|
8mc2R

. (49.20)

Ясно, что при классическом приближении потенциал внутри сферы будет всюду постоянен
и равен A0 = −|Q|/R, а напряженность поля равна нулю. В нашем случае это не так. Для
напряженности поля внутри сферы имеем

|F01| = |Q|
R2

a0r

3c2
. (49.21)

Очевидно, что в центре сферы напряженность поля равна нулю и возрастает по линейно-
му закону внутри сферы. Таким образом, на классическом языке внутри сферы как бы
существует некоторый распределенный фиктивный заряд постоянной плотности ρ0. Для
ее нахождения "размажем"поверхностный заряд Q равномерно по объему сферы Тогда
получим классическое значение напряженности поля E внутри сферы в виде

E =
Qr

R3
=

4

3
πρr, (49.22)

где ρ - классическое значение плотности заряда. Из сравнения двух последних выражений
находим

ρ0 = ρ
a0R

3c2
=

σa0

c2
, σ =

Q

4πR2
, (49.23)

где σ – поверхностная плотность заряда.

На основании рассмотренного следует, что для нахождения метрики внутри заряжен-
ной по поверхности сферы можно воспользоваться тем же самым методом, что и для
нахождения геометрии внутри шара равномерно заряженного по объему, рассмотренной
в предыдущем разделе. Для нахождения метрики будем исходить из интервала (19.4),
где ν и λ зависят только от r. Функции ν(r) и λ(r) нуждаются в определении. Для их
нахождения воспользуемся решением сферически-симметричных статических уравнений
Максвелла с использованием метрики (19.4), аналогичных по записи уравнениям элек-
тродинамики в "заданном гравитационном поле"[7]. Затем сравним полученное решение с
выражением для потенциала и поля, получаемом из (49.20), (49.21). Индукцию D1 опре-
делим из уравнения Максвелла (19.18с), которое в нашем случае сведется к виду

1√
γ′

∂

∂r
(
√

γ′D1) = 4πρ′0 (49.24)
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Формальное решение имеет вид

D1 =
4π√
γ′

∫
ρ′0

√
γ′dr, (49.25)

однако для вычисления интеграла нужно знать значение ρ′0
√

γ′. Допустим, что рассмат-
риваемый "фиктивный"заряд как и реальный должен удовлетворять уравнению нераз-
рывности. В согласии с нашей общей идеологией незаряженная оболочка находилась в
плоском пространстве -времени. Сразу после зарядки оболочки пространство время ста-
ло римановым и появился "эффективный"заряд. Через некоторое время, равное времени
реллаксации, метрика стала статической, представимой в форме (19.4). Первоначально
"фиктивный"заряд находился в недеформированном состоянии внутри сферической по-
лости и его плотность была постоянной. После реллаксации, плотнось фиктивного заряда
стала различной в разных точках полости, имеющих разные радиальные координаты. Из
закона сохранения "эффективного"заряда до и после деформаций среды вытекает равен-
ство

ρ′0
√

γ′ = ρ0
√

γ0, (49.26)

где√γ
0

= r2 sin θ - якобиан перехода в сферической системе координат плоского простран-
ства. Последняя формула позволяет произвести интегрирование (49.25). В результате на-
ходим

|D1| = |Q∗|
R3

r exp
(
−λ

2

)
, Q∗ = Q

a0R

3c2
. (49.27)

|F01| =
∣∣∣∣−

∂A0

∂r

∣∣∣∣ =
|Q∗|r
R3

exp
(

λ + ν

2

)
, (49.28)

где A0(r) определяется из (49.20).

Сравнивая (49.28) и (49.21), находим

exp
(

λ + ν

2

)
= 1, (49.29)

т.е. первое уравнение, связывающее неизвестные функции λ(r) и ν(r). Функцию ν(r) опре-
делим из из (49.27) и (49.20), что дает

exp(ν/2) = 1 +
Q2e2r2

12m2c4R4
, (49.30)

exp(λ/2) =
1

1 + Q2e2r2

12m2c4R4

. (49.31)

Здесь в качестве СО была выбрана совокупность электронов, закрепленных внутри сфе-
ры. Очевидно, что для слабых полей внутри заряженной сферы геометрия пространства-
времени совпадает с геометрией пространства постоянной кривизны де Ситтера [20], од-
нако в отличие от шара, заряженного по объему, отклонение от плоской метрики пропор-
ционально 1/c4, т.е. геометрия пространства-времени внутри заряженной сферы почти
плоская. Отметим, что внутри заряженной сферы в отличие от классического рассмотре-
ния поле присутствует. В частности, для слабых полей отношение аффинных компонент
полей, которые в согласии с (49.29) совпадают с "физическими"или тетрадными, на гра-
нице раздела E/E определяется величиной

E

E
=

a0R

3c2
=

eQ

6mRc2
=

eU

6mc2
. (49.32)
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При численной оценке последней формулы мы сталкиваемся с принципиальными труд-
ностями, которые противоречат экспериментальным данным. О причине возникновения
этих трудностей и путях их преодоления пойдет речь в следующем разделе.

50. Трудности теории связанных зарядов и возможные пути выхода

Одной из главных трудностей, возникающих в расчетах полей от связанных зарядов,
являются огромные поправки по сравнению с классическими расчетами. Например, при
вычислениях емкости уединенных тел и конденсаторов при реальных напряжениях 50 ки-
ловольт получаются отклонения от классических результатов порядка одного двух про-
центов. Если бы такие большие поправки действительно имели место, то они бесспорно
были бы давно обнаружены. Однако отсюда вовсе не следует, что предлагаемый под-
ход абсурден. Все упирается в вопрос: "О какой емкости идет речь в экспериментах?"В
плоском пространстве - времени такого вопроса не стоит в принципе. В искривленном
пространстве-времени вопрос измерений является одним из центральных. Здесь мы стал-
киваемся с теми же самыми трудностями, что и в ОТО. Частично эти трудности можно
преодолеть, используя в расчетах локальные тетрады. Нами ранее было показано, что в
локальных тетрадах поле заряженной плоскости однородно, а поле вне заряженного шара
в тетрадах - кулоново. К классическому виду сводится в тетрадах и поле вне заряженного
бесконечного цилиндра и нити. Поэтому, вычисляя в тетрадах емкость точно так же, как
и в классике по формуле

C =
Q∫

F(0)(1)dx1
, (50.1)

получим выражения в точности совпадающие с классическими.

Итак, для уединенного проводника и конденсатора мы рассмотрели четыре типа опре-
деления емкости (19.16), (19.21), (2d2.11) и (50.1). В пространстве Минковского все эти
определения полностью эквивалентны. В пространстве Римана ситуация несколько иная.
Например, емкость сферы, вычисленная по формулам (19.16) и (19.21), совпадает друг с
другом, но отличается от емкости (2d2.11) и (50.1). Поэтому только тщательный экспери-
мент может дать ответ на вопрос, что считать емкостью в римановом пространстве.

Рассмотрим другой пример - поле внутри заряженной поверхности. В классике это
поле равно нулю для любой формы выбранной поверхности. Это обстоятельство являет-
ся своего рода проверкой закона Кулона. Насколько точен закон Кулона? Такой вопрос
волновал очень многих исследователей. Сам Кулон непосредственно измерял силу взаи-
модействия зарядов, используя крутильные весы. Он повторил опыт английского ученого
Кавендиша по гравитационному взаимодействию. Интерес к точности закона Кулона не
случаен. Знание поправки к закону Кулона позволяет оценить верхнюю границу массы
покоя фотона, равенство нулю которой является одним из самых главных законов физики.
Если переписать потенциал поля точечного заряда в виде

A0 =
Q

r1−ε
, ε ¿ 1, (50.2)

то как показывают современные исследования ε < 6∗10−17. В нашем случае закон Кулона
в тетрадах справедлив вне заряженного тела с любой степенью точности, однако внутри
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заряженных поверхностей поле, вычисленное как в аффинном репере, так и в тетрадах
отлично от нуля.

Если воспользоваться формулой (49.32), то при потенциале на сфере в 50 киловольт
напряженность поля внутри сферы вблизи ее поверхности будет составлять 1.6% от зна-
чения напряженности на ее поверхности. Например, при радиусе сферы равном одному
метру напряженность на поверхности сферы равна 50000 /, а внутри сферы нарастать от
нуля (в центре сферы) до 800 / вблизи границы. При классическом рассмотрении поле
внутри сферы отсутствует. На первый взгляд кажется, что полученные нами результаты
присутствия поля внутри сферы полностью противоречат экспериментальным данным.
Как известно из [120], первым исследователем, заметившим отсутствие поля внутри за-
ряженной сферы, был Бенджамен Франклин. Простейший опыт по проверке поля внутри
заряженной сферы - это попытка зарядить тело, дотронувшись им до внутренней части
заряженного сферического проводника. Так как тело в этом случае не получало заряда и
заряжалось при соприкосновении с наружной частью сферы, то из из этого опыта следова-
ло, что внутреннее поле составляло несколько процентов от внешнего. Закон Кулона был
проверен очень тщательно Максвеллом с помощью чувствительного электрометра, кото-
рый помещали внутрь большой сферы, заряженной до высокого напряжения. Стрелка
электрометра практически не отклонялась при соприкосновении незаряженного пробного
тела с внутренней частью сферы, а затем с электрометром. Опыт был повторен и усовер-
шенствован Плимптоном и Лафтоном в 1936г и также привел к подтверждению с большей
точностью отсутствия поля внутри заряженной сферы.

Почему же в нашем случае внутри сферы поле присутствует?

Все дело в том, что проведенные нами расчеты относятся не к реальной металлической
сфере толщиной порядка , а к идеальной сфере толщиной порядка классического диаметра
электрона или много меньшей. Фактически мы рассчитали поле наружного электронного
слоя, сплющенного в бесконечно тонкий равномерный по плотности слой. С точки зре-
ния классической электростатики и известной теоремы Ирншоу [121] в электростатике
невозможна устойчивая статическая конфигурация электрических зарядов. Хотя дока-
зательство теоремы основывается, в сущности, лишь на обратной пропорциональности
квадрату расстояний сил взаимодействия между точечными зарядами системы, однако
ясно, что и в нашем случае, когда расстояние между зарядами много больше размеров
зарядов, будет справедлив закон Кулона, а, следовательно, и теорема Ирншоу. Очевид-
но, что на поверхности идеальных заряженных проводников существуют некоторые силы
неэлектростатического происхождения, которые препятствуют выходу зарядов за поверх-
ность проводника. Именно эти силы обеспечивают устойчивость заряженного проводника.
В противном случае электроны на поверхности проводника под влиянием взаимного от-
талкивания разлетелись бы по сторонам и покинули поверхность проводника. Используя
терминологию из механики, силы, удерживающие электроны на поверхности заряжен-
ного проводника, являются силами реакции связи. При выводе формул для потенциала
заряженных проводников мы использовали соотношения (19.1) и (19.2), где в (19.2) m -
масса электрона. Фактически, при выводе потенциала заряженной металлической сферы
мы подменили силы связи со стороны решетки силами натяжений невесомых нитей оди-
наковой длины, связанных в общем центре, на концах которых "подвешены"электроны.
Таким образом, мы свели задачу о заряженной металлической сфере к "чистой"задаче,
связанных (в буквальном смысле) в едином центре электронов. Встает законный вопрос
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о правомерности такой аппроксимации.

Можно указать и другую модель в рамках классической теории поля, в которой удер-
живать электроны на поверхности металла будет некоторая упругая пленка. Эта пленка
аналогична пленке Пуанкаре, удерживающей электрон от разрыва. Если придерживать-
ся такой модели, то в формуле (19.2) m - это уже не "голая"масса электрона, а масса
электрона в "шубе". При этом масса масса "шубы"может быть по величине много больше
массы электрона. Строго эта задача решается в квантовой механике твердого тела, где
вводится эффективная масса электронов при рассмотрении их динамики в кристалле. В
согласии с [122] эта эффективная масса может не иметь ничего общего с реальной массой
электрона. В реальных кристаллах она может быть раз в 20 больше, чем масса электрона
в пустом пространстве. Указанное увеличение массы электрона в пустом пространстве со-
ответствует случаю, когда напряженность внешнего поля направлена вдоль проводника.
При этом эффективная масса электрона вычисляется в согласии с формулой [123]

m =
eτ

u
=

e2nτ

λ
=

e2τnE

j
, (50.3)

где e - заряд электрона, E - напряженность внешнего поля, τ - среднее время свободно-
го пробега, u - подвижность электрона, j - плотность тока, λ - удельная проводимость
металла, n - концентрация свободных электронов в металле.

Если последнюю формулу применить для случая, когда внешнее поле направлено пер-
пендикулярно проводнику, то при близкой к нулю плотности тока термоэлектронной эмис-
сии (что и есть в электростатике!) подвижность электронов в направлении нормальном
проводнику исчезающе мала. Это приводит к очень большому увеличению эффективной
массы. Это означает, что электрон в "шубе"намного массивнее "голого". Таким образом,
подставляя в формулу (49.32) вместо массы "голого"электрона массу "одетого"электрона,
мы получим исчезающе малое поле внутри заряженной полости. Очевидно, что массу
"одетого"электрона нужно подставлять вместо массы "голого"и при расчете емкости кон-
денсаторов. Ясно, что вычисления массы "шубы"электрона требует применения строгой
квантовой теории. Однако можно привести и простую оценочную формулу для вычисле-
ния эффективной массы электрона, если воспользоваться известной формулой Ричард-
сона – Дешмана [124] для плотности тока при рассмотрении термоэлектронной эмиссии.
При вычислении этой плотности тока в [124] использовалась модель идеального электрон-
ного газа с применением статистики Ферми-Дирака и учетом спина электрона. При этом
оказалось, что

j = AT 2 exp
(
− b

kT

)
, A =

4πmek2

h3
= 120a/(c2 ∗K2), (50.4)

где A - постоянная, одинаковая для всех металлов, k - постоянная Больцмана, h - по-
стоянная Планка, T - абсолютная температура по шкале Кельвина, m - масса "голо-
го"электрона, b - работа, которую должен совершить электрон, чтобы с уровня Ферми
выйти наружу металла. Найденная формула имеет простой физический смысл. Величи-
на AT 2 представляет собой число электронов, которые ударяются о единицу поверхности
металла в единицу времени. Умножение на экспоненциальный множитель из этого числа
частиц выбирает те частицы, которые в состоянии преодолеть потенциальный барьер на
границе металла.
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Из формул (50.3) и (50.4) находим

m =
e2τnE

AT 2
exp

(
b

kT

)
. (50.5)

В качестве иллюстрации расчета эффективной массы электрона рассмотрим пример, при-
водимый нами выше. Имеем медную сферу радиуса равного метру, заряженную до потен-
циала U = 5∗104 B. Если ввести обычное правдоподобное предположение, что на каждый
атом приходится один свободный электрон, то то концентрация этих электронов будет
иметь вид

n =
Nρ

A′ = 8.5 ∗ 1022−3, A′ = 63, ρ = 8.9/3. (50.6)

Здесь N - число Авогадро, A′ - атомный вес, ρ - плотность меди. Время электрона между
двумя столкновениями вычислим по известной из общей физики формуле [124]

τ =
2mλ

ne2
= 5 ∗ 10−14c, λ = 5.3 ∗ 1017c−1. (50.7)

Полагая, что температура T = 300K, после подстановки полученных данных находим
выражение для эффективной массы в виде

m =
2mλE

AT 2
exp

(
b

kT

)
= 55.43 ·m · exp

(
b

kT

)
. (50.8)

Займемся анализом полученной формулы. Если положить в ней b = 4.47 , что соответ-
ствует работе выхода для меди, то получим для эффективной массы огромное выражение
порядка 5.5 ·1076m, что будет означать на классическом языке, что электроны при данной
температуре практически не покидают поверхность металла (электростатика!), оставаясь
под пленкой Пуанкаре вблизи границы металла. Это и приводит к исчезающе малой плот-
ности тока эмиссии j вне металла и отсюда - к огромной эффективной массе. Однако нас
интересуют не те частицы, которые преодолевают потенциальный барьер и покидают по-
верхность металла, а те, которые остаются вблизи поверхности и создают электрическое
поле. Для этих частиц эффективная масса может быть получена по формуле (50.8) без
экспоненциального множителя.

m =
2mλE

AT 2
= 55.43 ·m. (50.9)

В этом случае эффективная масса электрона в 55 раз превышает массу покоя электрона.
Следовательно, в рассмотренном выше примере максимальная напряженность поля в по-
лости будет не 800 /, а всего лишь 14.5 B/ при наружной напряженности на сфере 50000
/.

Выясним физический смысл обстоятельства, что "свободные"электроны удерживают-
ся на поверхности металла, воспользуясь одной из возможных причин, обсуждаемых в
[124]. Как известно, электроны при тепловом движении могут пересекать поверхность ме-
талла и удаляться на расстояния порядка атомных. Эти электроны не дают вклада в ток
эмиссии, но входят в электронную атмосферу над поверхностью металла, плотность кото-
рой очень быстро убывает в зависимости от расстояния от поверхности. Положительный
слой заряженных ионов поверхности совместно с электронным облаком образуют двой-
ной электрический слой, который подобен по действию конденсатору. Этот слой не создает
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поля во внешнем пространстве, но для его преодоления требуется производство работы
"выхода". Существуют и другие причины объяснения работы выхода, например, учет
взаимодействия между электроном, покидающим поверхность металла, с его зеркальным
изображением.

Подчеркнем, что область применения метода связанных зарядов пригодна для класси-
ческого описания микрочастиц с учетом давления Пуанкаре и для качественного анализа
заряженных макросистем. Количественное описание последних приводит к завышенным
поправкам, не соответствующим опытным данным. Как мы показали выше, причина несо-
ответствия опытным данным связана как с существенно квантовыми эффектами, так и
учетом теплового движения электронов в металле даже в электростатике. Ясно, что пред-
ложенный нами учет квантовых и тепловых эффектов весьма приблизителен. Для более
точного описания нужно знать детальный механизм образования поверхностной пленки
Пуанкаре. Так как поверхностные эффекты в пограничных слоях не являются предметом
исследования в данной книге, то мы этим заниматься не будем.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение отметим главные задачи, которые с нашей точки зрения, получили здесь
решение.

I. Системы отсчета

Все НСО в работе разбиты на два класса:

1. НСО с заданным законом движения.

2. НСО с заданной структурой.

В предлагаемой работе доказано, что:

1. Преобразование Меллера (НСО 1-го класса) не описывают перехода к глобально
равноускоренной НСО. Каждая из лагранжевых частиц движется с постоянным ускоре-
нием, но эти ускорения не равны друг другу. Поэтому интерпретировать преобразования
Меллера с переходом в релятивистскую равноускоренную НСО не совсем законно.

2. Преобразование Логунова (НСО 1-го класса), описывающее переход от ИСО к ре-
лятивистской равноускоренной НСО, в которой каждая из лагранжевых частиц базиса
движется с постоянным ускорением, приводит к нарушению жесткости. Таким образом,
глобально равноускоренная система Логунова не является релятивистски жесткой.

Получили парадоксальный результат. Одинаковая для всех частиц физическая ситуа-
ция привела к движению частиц относительно друг друга (система Логунова). Для того
чтобы эти частицы были взаимно неподвижны, необходимо к ним прикладывать разные
силы (система Меллера).

Таким образом, в рамках СТО на основе НСО 1-го класса нельзя построить логи-
чески стройную теорию упругости, [117-119] основанную на отсутствии в твердом теле
деформаций и напряжений, если это тело движется свободно в однородном силовом поле.
Одинаковые стационарные физические условия для каждой из частиц среды приводят к
нестационарной метрике.

Описание жестких НСО в рамках СТО приводит к логическим трудностям, которые
оказалось возможным преодолеть путем выхода за рамки плоского пространства–времени.

Это вытекает непосредственно из полученных автором уравнений структуры.

На основе уравнений структуры построена теория релятивистской жесткой
равноускоренной НСО 2-го класса, которая реализуется в римановом простран-
стве постоянной кривизны. Подход при построении НСО базируется на очевид-
ном требовании отсутствия деформаций и напряжений в твердом теле при его
поступательном движении в однородном силовом поле.

Одним из главных вопросов, рассмотренных в работе, это правила перехода от НСО
2-го класса к ИСО и наоборот.

Т.к. метрика НСО — риманова, то никакими координатными преобразованиями, в том
числе и содержащими время, нельзя перейти от ИСО пространства Минковского к НСО
пространству Римана, т.к. нельзя создать или обратить в ноль тензор кривизны Римана–
Кристоффеля, используя любые координатные преобразования.

Поэтому возникают трудности при интерпретации измерений физических величин, вы-
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ражаемых через геометрические объекты. Эти трудности частично преодолены введени-
ем "эталонных"координат, которые совпали с галилеевыми координатами в пространстве
Минковского. Опираясь на "затравочные"координаты плоского пространства–времени,
мы построили метрологию НСО в римановом пространстве–времени, что позволило вы-
яснить метрический смысл измеряемых физических величин.

В качестве примера рассмотрено равноускоренное движение космического корабля с
"земным"ускорением 0 = 9.8 /2. Релятивистский эффект сокращения собственного време-
ни оказался значительно более выражен, чем в СТО, что внушает оптимизм в достижении
цели при дальних межзвездных путешествиях. Из законов движения следует, что двига-
ясь с ускорением 0 = 9.8 /2 за время (по часам космонавта ) меньшее 354 суток можно
попасть в любую удаленную точку Вселенной, если последнюю, вопреки релятивистской
космологии, отнести к пространству Минковского. Близкие результаты были получены в
[16], [17], используя (без ссылки) метрику, полученную нами ранее [18].

Хотя в пространстве Минковского космонавт пролетает бесконечно большое расстоя-
ние, однако относительно квази–ИСО длина пути l остается конечной и и не превосхо-
дит c2/a0. Физический смысл конечности расстояния l относительно квази–ИСО связан с
представлением метрики, учитывающей лоренцево сокращение квази–ИСО относительно
НСО.

Найденные эталонные координаты и время позволили ввести в римановом простран-
стве преимущественную систему координат, построить в этой системе поле тетрад и сфор-
мулировать пять правил преобразования геометрических объектов от равноускоренной
НСО к ИСО.

II. Связь НСО и уравнениями Эйнштейна

Наличие кривизны пространства–времени позволило установлению связи с уравне-
ниями Эйнштейна. Автором найдено точное решение системы уравнений Эйнштейна–
Максвелла, с "космологической постоянной где в качестве источника в уравнениях Эйн-
штейна используется тензор энергии–импульса электромагнитного поля. В качестве "кос-
мологической постоянной"выступает величина Λ = a0

2/(2c4), где a0 — ускорение, c —
скорость света. Найденное решение описывает невзаимодействующую заряженную пыль,
находящуюся в равновесии в "параллельных"однородных электрическом и гравитацион-
ном полях. Доказано, что частицы пыли, обладающие зарядом протона, должны иметь
массу порядка массы стабильных элементарных черных дыр "максимонов"[21].

III. Постулат эквивалентных ситуаций и его следствия

Развитие нетрадиционного подхода к НСО привело к кругу задач, которые на первый
взгляд не имеют никакого отношения к НСО, но на самом деле оказались с ними тесно
связанными.

В стандартной физической теории кривизну пространства–времени связывают с реше-
ниями уравнений Эйнштейна или уравнений Эйнштейна–Максвелла при разных тензорах
энергии-импульса материи.

На стыке ОТО и НСО возникла новая область исследований, связывающих геометрию
пространства–времени с классическими (неквантовыми) полями связанных зарядов. На
основе "постулата эквивалентных ситуаций сформулированного автором [107], поле
точечного заряда "подвешенного"на нити в постоянном электрическом поле,
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эквивалентно полю от этого заряда в равноускоренной НСО, если натяжения
нитей, ускоряющей заряд и удерживающей заряд в поле, равны.

Этого поcтулата нет в классической электродинамике, где считается, что поле, поко-
ящегося в ИСО точечного заряда, является кулоновым сферически–симметричным вне
зависимости от того является ли заряд свободным или сумма сил, действующих на заряд
, равна нулю. С другой стороны, поле от этого же заряда, движущегося равноускоренно,
в согласии с классической электродинамикой для наблюдателя в НСО будет аксиально–
симметричным вне зависимости от того или иного метода перехода в НСО.

Итак, одинаковая физическая ситуация, в которой находятся заряды (одинаковые на-
тяжения нити), приводит к полям с разной симметрией! Налицо парадокс, попытка раз-
решения которого предпринята в данной работе.

Точное статическое решение для поля заряда в равноускоренной НСО, реализуемое
в римановом пространстве–времени в совокупности с "постулатом эквивалентных ситуа-
ций"позволяет в принципе отыскивать структуру пространства–времени и находить поля
от заряженных проводников произвольной формы. Оказалось, что для тел, заряженных
положительно, "релятивистские поправки"малы и справедлива обычная электростатика в
пространстве Минковского. Для проводников, заряженных отрицательно или находящих-
ся во внешнем электрическом поле эти поправки могут быть значительными. В работе
выяснена причина этого явления и предложены простейшие эксперименты, позволяющие
подтвердить или опровергнуть предсказанные эффекты.

На основе решения для поля заряженной бесконечной тонкой пластины предсказан
эффект увеличения емкости плоского конденсатора на 2.4% при приложении к нему на-
пряжения в 50 кВ.

Предсказано отсутствие полной экранировки поля внутри заряженной отрицательно
металлической оболочки. Здесь следует иметь в виду, что указанные эффекты являют-
ся "чистыми"и могут сильно отличаться от экспериментальных данных. Причины этого
рассмотрены в предыдущем разделе.

IV. Электродинамика в НСО 1-го и 2-го классов
критерий стационарности (отсутствия излучения)

В работе рассмотрены примеры расчета электромагнитных полей в равноускоренной
НСО. Сформулирован критерий отсутствия излучения у заряда или системы зарядов,
связанный с равенством нулю обобщенной силы радиационного трения. Показано, что
заряд, совершающий гиперболическое движение достаточно долго не излучает электро-
магнитной энергии, что согласуется с точкой зрения М. Борна, В. Паули и В. Гинзбурга.
Найденное решение в римановом пространстве–времени оказалось аналогом решения М.
Борна в пространстве Минковского. В отличие от решения Борна найденное решение не
имеет "горизонта за которым образуется волновая зона, поэтому излучение отсутствует
во всей области пространства–времени ИСО.

В построенной автором [18] жесткой равномерно вращающейся системе отсчета, реа-
лизуемой в римановом пространстве–времени, для заряженных частиц, "вмороженных"во
вращающийся диск, также выполняется критерий отсутствия излучения.

Решена задача о распространении электромагнитных волн в равноускоренной НСО
и рассмотрено преобразование полей из НСО в ИСО. Произведен расчет продольного
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эффекта Допплера и расчет этого же эффекта в НСО Меллера. Сравнение привело к
отличным друг от друга результатам, и только эксперимент может установить какой из
этих подходов правомерен.

V. Электростатическое поле и пространство-время
вне заряженного металлического шара

На основе "постулата эквивалентных ситуаций уравнений структуры и уравнений Макс-
велла найдено точное выражение для поля и геометрии пространства–времени вне заря-
женного металлического шара. Если сила кулоновского отталкивания между зарядами на
поверхности шара равна силе ньютоновского притяжения и между пробными зарядами вне
шара выполнено аналогичное равенство, то из нашего решения с большой степенью при-
ближения вытекает известное точное решение Райснера–Нордстрема, характеризующее
электровакуумное статическое сферически–симметричное совместное решение уравнений
Эйнштейна и Максвелла для поля электрически заряженной точечной массы.

Если радиус заряженного шара устремить к нулю, и "размазать"на сфере заряд элек-
трона, то получим поле точечного заряда.

В работе найдено точное выражение для энергии поля точечного заряда W ,
которое равняется W = 2mc2 и не зависит от величины заряда. Это выражение
устраняет известную главную трудность классической и квантовой электроди-
намики, приводящей к бесконечной собственной энергии точечного заряда.

Таким образом наш подход делает классическую электродинамику внутренне–
непротиворечивой при переходе к любым достаточно малым расстояниям, устра-
няя с одной стороны расходимость собственной энергии, и рассматривая с дру-
гой стороны элементарные частицы как точечные в согласии с [7].

VI. Гравитационное поле от сферического классически и
и релятивистски жесткого тела.

С целью строгого определения физической СО, помимо метрики вводится вводится
множество наблюдателей. Эти наблюдатели измеряют посредством основных измеритель-
ных приборов, таких, как масштабы, часы, эталонные массы, акселерометры.

На основе сферически–симметричной НСО, в которой скорость звука равна скорости
света, а ускорение (в тетрадах) соответствует ньютоновскому, найдена метрика пространства–
времени, лишь незначительно отличающаяся от метрики Шварцшильда. Расчет извест-
ных эффектов ОТО по найденной метрике близок к классическим. Отличие проявилось
лишь в расчете смещения перицентра, который составляет 5/6 от шварцшильдовского.
При выводе метрики уравнения Эйнштейна не использовались.

Когда в качестве сферически–симметричной НСО было выбрано жесткое тело в клас-
сическом смысле этого слова, а закон всемирного тяготения Ньютона считался точным, то
пространство–время в такой модели оказалось римановым с плоским пространственным
сечением. Последняя модель менее точно учитывала эффекты ОТО, давая для смещения
перигелия планет величину в 3 раза меньшую, а для отклонения света — величину в 2
раза меньшую, чем расчет по метрике Шварцшильда.

VII О метрологии в ОТО

Один из разделов посвящен вопросам метрологии в сферически–симметричном грави-
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тационном поле, рассмотренных в рамках ОТО [48]. Центральному сферически–симметричному
гравитационному полю в пустоте, определяемому из уравнений Эйнштейна, было сопо-
ставлено некоторое эквивалентное силовое поле в пространстве Минковского и отображе-
но движение по геодезическим линиям частиц базиса Леметра в пространстве Эйнштейна
на движение этого базиса по мировым линиям в пространстве Минковского. Найдено вы-
ражение для напряженности поля, в котором движется этот базис, и получено выражение
для энергии поля. Найдена преимущественная система координат, координаты и время
которой совпали с координатами и временем в пространстве Минковского. Оказалось,
что радиальная координата Шварцшильда r эквивалентна величине радиуса вектора в
пространстве Минковского, а временная координата Шварцшильда t не совпадает со вре-
менем пространства Минковского T . Отсюда нашел объяснение известный парадокс ОТО,
согласно которому "координатная"скорость частиц базиса Леметра стремится к нулю при
приближении к гравитационному радиусу, в то время как сила, действующая на частицы
при этом (с точки зрения ОТО) стремится к бесконечности.

На основе найденных формул предсказан следующий эффект:

скорость света, испускаемого с поверхности земли перпендикулярно ей, долж-
на быть меньше скорости света, падающего из бесконечности перпендикулярно
поверхности на 11.2 км/сек.

Рассмотрено отображение на пространство Минковского известного решения Толмана,
из которого найдено, что при плотности вещества близкой к критической, Вселенная по
часам "модели"имеет значительно больший "возраст чем по часам "оригинала". Понятие
"расстояния"в космологии не имеет однозначного смысла и не имеется ни одного "рассто-
яния которое можно было бы назвать "правильным"[49]. Предлагаемый в работе метод
позволил считать "правильными"евклидовы расстояния для закрытой и открытой моде-
лей. Исследования показали, что связь между ОТО, СТО и законом всемирного тяготения
Ньютона оказалось более тесной, чем обычно предполагается.

Из разобранных примеров видно, что простейшие НСО можно реализовать в римано-
вом пространстве–времени, однако не исключена возможность, что и оно, может оказаться
"тесным чтобы описать свойства произвольных НСО.

Дано одно из простейших обобщений риманова пространства — пространство метри-
ческой связности [50]. В этом пространстве выведены уравнения структуры, которые яв-
ляются более общими, чем в римановом.

VIII. Динамика в поле связанных зарядов

Рассмотрено движение заряженных частиц в полях связанных зарядов для случаев
плоской и сферической симметрии. Проведено сравнение с результатами, получаемыми
при классическом рассмотрении в СТО и ОТО.

Показано, что между рассмотрением движения заряженных частиц в электростатиче-
ском поле пространства Минковского и движением в поле связанных зарядов в простран-
стве Римана имеется принципиальное различие. В пространстве Минковского искривлена
мировая линия движущейся в поле частицы, а в пространстве Римана искривлена мировая
линия закрепленной в поле частицы. Математический аппарат для заряда, движущегося
в электростатическом поле, подобен аппарату в ОТО при рассмотрении движения частиц
в статическом гравитационном поле. В отличие от ОТО метрика для поля от связанных
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зарядов определяется не из уравнений Эйнштейна, а из уравнений Максвелла и уравнений
структуры.

Важной особенностью, найденной нами в отличие от СТО и ОТО, является возмож-
ность устойчивого статического равновесия электрона в поле протона на расстоянии рав-
ном классическому радиусу электрона r0 от центра протона. Допускаются и радиальные
колебания относительно r0. Это говорит о (качественной в рамках модели) возможности
существования нейтральной стабильной частицы размерами порядка r0.

Кроме классических полей связанных структур, рассмотрены простейшие возможно-
сти учета квантовых эффектов. На основе метода Бора и Зоммерфельда объяснен спектр
атома водорода с помощью квантования адиабатических инвариантов.

Получены формулы для тонкой структуры уровней атома водорода без использования
решения уравнения Дирака.

Предлагаемый в книге подход по структуре близок подходу Бора - Зоммерфельда, но
имеет и принципиальное различие.

В отличие от подхода Зоммерфельда, использующего движение электрона в поле про-
тона в рамках СТО плоского пространства - времени, в книге рассмотрено движение элек-
трона по геодезической в рамках римановой геометрии, обусловленной полем элементов
связанных зарядов протона. Поле протона, как таковое, в нашем подходе в явном виде
отсутствует, проявляясь в виде искривленной геометрии пространства - времени.

На основе постулата эквивалентных ситуаций исследовано электромагнитное поле бе-
гущей волны, созданное током связанных зарядов. Показано, что вычисление погонной
индуктивности и емкости бесконечно тонкого провода при классическом рассмотрении
приводит к принципиальным трудностям, связанным с бесконечной энергией поля то-
чечного заряда. В нашем случае таких трудностей не возникает как для слабого, так и
для сильных полей. Энергия магнитного поля вне тонкого провода для больших токов
(J À 105 A) совпала с энергией покоя масс зарядов провода. При этом заряды и то-
ки из рассмотрения выпадают. При классическом рассмотрении магнитная энергия, (как
и электрическая) стремится к бесконечности, что является принципиальной трудностью
классической теории поля.

Таким образом, развитие нетрадиционного подхода к НСО совместно с постулатом
эквивалентных ситуаций привело к возникновению совершенно новой области иссле-
дований и пересмотру некоторых положений классической теории поля. Предлагаемая
модель устранила основное противоречие между точечностью заряженных частиц и их
бесконечной собственной энергией. Оказалось, что не только гравитационное, но и элек-
тромагнитные поля могут искривлять геометрию пространства–времени.
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