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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

²ÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÅÓÂÄËÕÂÙËË (²´¤) ÒÑÆÓÑÃÐÑ ËÊÎÑ-
ÉÇÐÂ ÐÂ ÔÕÓÂÐËÙÂØ µ¶¯ Ä ÔÕÂÕßÇ [1]. ±ÑàÕÑÏÖ ÊÆÇÔß ÏÞ

ÍÓÂÕÍÑ ÑÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÇÇ ÑÔÐÑÄÐÞØ
ÒÑÎÑÉÇÐËâØ.

£ ÑÔÐÑÄÇ ²´¤ ÎÇÉËÕ ÔÒÇÙËÂÎßÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎß-
ÐÑÔÕË, ÚÕÑ Ë ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÐÂÎËÚËÇ ÊÂÍÑÐÑÄ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ
àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ Ë ÏÑÏÇÐÕÂ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÂ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ
ÄÔÇØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë ÆÎâ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÞØ. ²´¤ ËÔØÑÆËÕ ËÊ ÅËÒÑÕÇÊÞ, ÚÕÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËâ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÂ Ë ÇÇ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÔÑØÓÂÐâáÜËÌÔâ
ÕÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÄÔÇØ ÒÑÎÇÌ ÏÂÕÇÓËË, Ä ÕÑÏ
ÚËÔÎÇ Ë ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ. ªÏÇÐÐÑ ÒÑàÕÑÏÖ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐ-
ÐÑÇ ÒÑÎÇ âÄÎâÇÕÔâ ÕÇÐÊÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ fmn. ´ÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ
ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ËÆÇÇÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ, Ñ ÍÑÕÑÓÑÌ
ÑÐ ÒËÔÂÎ ÇÜÇ Ä 1913 Å. [2]: "...ÕÇÐÊÑÓ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ
#mn âÄÎâÇÕÔâ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÒÑÎâ ÐÂÓÂÄÐÇ Ô ÕÇÐÊÑÓÑÏ
ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏ Ymn. ªÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑÇ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ
àÐÇÓÅËË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá ÔÑ ÄÔÇÏË
ÆÓÖÅËÏË ÄËÆÂÏË àÐÇÓÅËË ÒÓËÄÇÎÑ ÃÞ Í ÐÇÆÑÒÖÔÕËÏÞÏ
ÒÑÔÎÇÆÔÕÄËâÏ". ¿ÕÂ ÏÞÔÎß ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ë ÃÞÎÂ ÒÑÎÑÉÇÐÂ
Ä ÑÔÐÑÄÖ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÅÓÂÄËÕÂÙËË.
±ÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÑÃÜÇÌ ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË (°´°)
ÄÏÇÔÕÑ ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÄÑÊÐËÍ ÒÔÇÄÆÑÕÇÐÊÑÓ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

±ÑÆØÑÆ Í ÅÓÂÄËÕÂÙËË, ÒÓËÐâÕÞÌ Ä ²´¤, ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÅÇÑÏÇÕÓËÊÂÙËË: ÄÑÊÐËÍÂÇÕ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÓËÏÂÐÑÄÑ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÑ, ÐÑ ÕÑÎßÍÑ Ô ÒÓÑÔÕÑÌ ÕÑÒÑÎÑÅËÇÌ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÓÑÃÐÑÅÑ ÕÇÎÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ
ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ àÍÄË-
ÄÂÎÇÐÕÐÞÏ ÆÄËÉÇÐËá àÕÑÅÑ ÕÇÎÂ Ä à××ÇÍÕËÄÐÑÏ ÓËÏÂ-
ÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÔÑÊÆÂÐÐÑÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÒÑÎÇÏ.
³ËÎÞ ÅÓÂÄËÕÂÙËË âÄÎâáÕÔâ ×ËÊËÚÇÔÍËÏË, Â ÒÑàÕÑÏÖ ÐÇ
ÏÑÅÖÕ ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Ä ÐÖÎß ÄÞÃÑÓÑÏ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.
ªÏÇÐÐÑ àÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ Ä ÕÇÑÓËË ÑÕÆÇÎËÕß ÔËÎÞ ËÐÇÓÙËË
ÑÕ ÔËÎ ÅÓÂÄËÕÂÙËË.

£ ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßÇ ÐÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÒÓÑÙÇÔÔ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËâ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ. °Ð ÐÂÏË ÐÇ ËÊÖÚÂÎÔâ. ¯Ñ Ä
ÔÄâÊË Ô ÄÑÒÓÑÔÑÏ Ñ ÆÖØÑÄÞØ ÔÑÔÕÑâÐËâØ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ
àÐÇÓÅËÇÌ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ, ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, Ä ÎËÐÇÌ-
ÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÍÎáÚÇÐËÇ ÏÂÔÔÞ
ÒÑÍÑâ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÒÑÕÑÍ ÄÑÎÐ ËÊ-ÊÂ
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ÐÂÎËÚËâ ÔÒËÐÂ 0 ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ-
ÐÞÏ. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÏÂÔÔÞ ÒÑÍÑâ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ
ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ R Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÓÂÄÐÂ

R � m 2

2
f :

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÑÎÐÂ ÆÄËÉÇÕÔâ Ä à××ÇÍÕËÄÐÑÏ ÓËÏÂ-
ÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Â ÒÑàÕÑÏÖ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÒÑÕÑÍÂ ÄËÆÂ

Rf 0i � m 2

2
ff 0i :

¿ÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÑÃÜÇÅÑ ÊÐÂÍÂ ÃÖÆÇÕ ËÎË
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ, ËÎË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ.

¬ÂÍ ÖÚÇÔÕß àÕÑÕ ÒÑÕÑÍ, ÐÂÏ ÐÇ ÃÞÎÑ âÔÐÑ, ÐÑ ÒÑÊÆÐÇÇ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [3] ÏÞ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ.
°ÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÅÇÑÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÔÑ-
ÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÐÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-
ËÏÒÖÎßÔÂ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÂâ ÒÑ ¤ËÎß-
ÃÇÓÕÖ ÍÂÍ ÄÂÓËÂÙËâ ÑÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÕÇÐÊÑÓÖ gmn, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ
ÆÓÖÅËØ ÕÇÑÓËÌ ÕÑÚÐÑ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÐÇ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÂ ÑÐÂ âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆÎâ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ
ÒÑÎâ.

£ ÒÑÎÇÄÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ Í ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ à××ÇÍÕËÄ-
ÐÑÇ ÓËÏÂÐÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, ÐÑ ÕÑÎßÍÑ Ô ÒÓÑÔÕÑÌ ÕÑÒÑ-
ÎÑÅËÇÌ. ªÏÇÐÐÑ ÒÑàÕÑÏÖ ÒÑÎÇÄÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÐÇ
ÏÑÅÖÕ ÒÓËÄÇÔÕË Í °´°, ÅÆÇ ÕÑÒÑÎÑÅËâ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÐÇÒÓÑÔÕÂâ.

°ÒËÔÂÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÊÂÒËÔÂÕß
ÔÎÇÆÖáÜÖá ÒÑÎÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ [1, 4, 5]:�
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2
g mnR

�
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2

�
g mn �

�
g mag nb ÿ 1

2
g mng ab

�
gab

�
�

� 8pGT mn ; �1�
Dn~g

nm � 0 : �2�

©ÆÇÔß T mn ì ÕÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÄÇÜÇÔÕÄÂ 1, Dn ì
ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐÍÑÄ-
ÔÍÑÅÑ, gab ì ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ®ËÐÍÑÄ-
ÔÍÑÅÑ, gab ìÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÓËÏÂÐÑÄÂ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, m � mgc=�h, mg ì ÏÂÔÔÂ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ,
~g nm � �������ÿgp

g nm ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ g nm,
g � det gmn.

¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÐÂÎËÚËá Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (1) ÏÂÔÔÞ ÒÑÍÑâ
ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2) âÄÎâáÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ (1) Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÄÇÜÇÔÕÄÂ.

¿××ÇÍÕËÄÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ ÓËÏÂÐÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ gmn

ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÒÑÎÇÏ fmn ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

~g mn � ~gmn � ~f mn ;

ÅÆÇ

~gmn � ������ÿgp
gmn ; ~f mn � ������ÿgp

fmn ; g � det gmn :

³ËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (1), (2) ÑÃÜÇÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë
×ÑÓÏËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ­Ñ-

ÓÇÐÙÂ. °ÐÂ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÒÓËÐÙËÒÂ ÐÂËÏÇ-
ÐßÛÇÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ

L � Lg�gmn; ~g mn� � LM�~g mn;fA� :

©ÆÇÔß

Lg � 1

16p
~g mn�G l

mnG
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16p
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gmn~g
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1

2
g ls�Dmgsn �Dngsm ÿDsgmn� ;

fA _ polq we}estwa :

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÞÇ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÇ
ËÐÕÇÓÄÂÎÞ Ä à××ÇÍÕËÄÐÑÏ ÓËÏÂÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÐÇ
ÄÞØÑÆËÎË ÊÂ ÍÑÐÖÔ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ®ËÐÍÑÄ-
ÔÍÑÅÑ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÖÔÎÑÄËÌ

gmnv
mv n � 0 ; gmnv

mv n 4 0 ; �3�

ÅÆÇ v n ì ÚÇÕÞÓÇØÄÇÍÕÑÓ ÔÍÑÓÑÔÕË.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÓÑÃÐÞØ ÕÇÎ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕ-

ÄËÇÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÔÇÅÆÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÄÐÖÕÓË
ÍÂÍ ÓËÏÂÐÑÄÂ ÍÑÐÖÔÂ, ÕÂÍ Ë ÍÑÐÖÔÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ®ËÐÍÑÄ-
ÔÍÑÅÑ, ÚÕÑ Ë ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÖá ÒÑÎÐÑÕÖ.

´ÇÐÊÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ~f mn Ä ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ ÓÂÊÎÂÅÂÇÕÔâ ÐÂ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ, ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÔÒËÐÂÏ 2, 1, 0 Ë 0 0. µÓÂÄÐÇÐËÇ (2) ËÔÍÎáÚÂÇÕ
ÔÒËÐÞ 1 Ë 0 0, ÑÔÕÂÄÎââ ÕÑÎßÍÑ ÔÒËÐÞ 2 Ë 0. £ ²´¤ ÏÂÔÔÂ
ÒÑÍÑâ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÄÄÇÆÇÐÂ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÔÒËÐÂ 2 Ë 0.
£ÄÇÆÇÐËÇ ÏÂÔÔÞ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÔÒËÐÇ 2 ÒÓËÄÇÎÑ
ÃÞ Í ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËá Ô ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÏË à××ÇÍÕÂÏË Ä
³ÑÎÐÇÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ (ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÎÖÚÂ ÔÄÇÕÂ ³ÑÎÐÙÇÏ,
ÔÏÇÜÇÐËÇ ÒÇÓËÅÇÎËâ ®ÇÓÍÖÓËâ Ë Õ.Æ.), ÍÂÍ àÕÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ
Ä ÓÂÃÑÕÂØ [6].

®ÂÔÔÂ ÒÑÍÑâ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÕÇÑÓËË Ô ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑÔÕßá, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÕÑÎßÍÑ Ô ÇÇ ÄÄÇÆÇÐËÇÏ Ë ÏÑÉÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÍÂÍ ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ
Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ, ÔÚËÕÂâ ÇÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ
ÒÑÎÐÞÌ ÔÑØÓÂÐâáÜËÌÔâ ÕÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÄÔÇÌ
ÏÂÕÇÓËË. ¯Ñ ËÏÇÐÐÑ ÐÂÎËÚËÇ ÏÂÔÔÞ ÒÑÍÑâ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ
ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ËÊÏÇÐâÇÕ ÍÂÍ ÒÓÑÙÇÔÔ ÍÑÎÎÂÒÔÂ, ÕÂÍ Ë àÄÑÎá-
ÙËá £ÔÇÎÇÐÐÑÌ.

¬ÑÅÆÂ ¡. ¿ÌÐÛÕÇÌÐ Ä 1913 Å. ÔÄâÊÂÎ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ
ÒÑÎÇ Ô ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÓËÏÂÐÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ,
ÑÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÕÂÍÑÇ ÒÑÎÇ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÊÂÏÇÆÎÇÐËÇ ØÑÆÂ
ÄÓÇÏÇÐË ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ. ¿ÕÑ ÊÂÏÇÆÎÇÐËÇ, Ä ÚÂÔÕ-
ÐÑÔÕË, ÏÑÉÐÑ ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÓÇÛÇÐËâ
ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ, ÔÓÂÄÐËÄÂâ ØÑÆ ÄÓÇÏÇÐË Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ô ØÑÆÑÏ ÄÓÇÏÇÐË ÆÎâ ÖÆÂÎÇÐÐÑÅÑ
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ. °ÆÐÂÍÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä °´° ÒÓËÔÖÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ ÓËÏÂÐÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ, Â ÒÑàÕÑÏÖ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ¤ËÎßÃÇÓÕÂ ë¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÍÂÍËÇ-ÎËÃÑ ÒÓËÊÐÂÍË ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄÓÇ-
ÏÇÐË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ.

£ÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÓËÏÂÐÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ Ä ÒÑÎÇÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÒÓË ÔÑØÓÂÐÇÐËË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÍÂÍ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÓÂÄÐËÕß ØÑÆ ÄÓÇÏÇÐË Ä ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ Ô
ØÑÆÑÏ ÄÓÇÏÇÐË t Ä ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÅÓÂÄËÕÂÙËË.

1 ±ÑÆ ÄÇÜÇÔÕÄÑÏ ÏÞ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÏ ÄÔÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÒÑÎâ ÏÂÕÇÓËË,
ÍÓÑÏÇ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ.
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¹ÕÑÃÞ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË ÄÇÆÇÕ Í
ÒÑâÄÎÇÐËá ÔËÎÞ, ÑÃÓÂÕËÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¯ßáÕÑÐÂ

m
d2x

dt 2
� F :

¦ÔÎË Ä àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ ËÐÇÓÙË-
ÂÎßÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t ÍÑ ÄÓÇÏÇÐË t ÒÑ ÒÓÂÄËÎÖ

dt � U�t� dt ;

ÕÑ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß

m
d2x

dt 2
� 1

U 2

�
Fÿm

dx

dt

d

dt
lnU

�
:

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇ-
ÏÑÇ ×ÖÐÍÙËÇÌ U, ÄÇÆÇÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÔËÎÞ.
¯Ñ ÄÔÇ àÕÑ ÊÆÇÔß ËÏÇÇÕ ÚËÔÕÑ ×ÑÓÏÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÒÓËÚËÐÞ,
ÍÑÕÑÓÂâ ËÊÏÇÐËÎÂ ÃÞ ØÑÆ ÄÓÇÏÇÐË. ¯Ñ ËÏÇÐÐÑ àÕÑÕ
×ÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÇÔÎË Ä ÒÓËÓÑÆÇ
ËÆÇÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË, ÕÑ ÑÐ ÐÇÏËÐÖÇÏÑ
ÔÑÊÆÂÇÕ à××ÇÍÕËÄÐÞÇ ÒÑÎÇÄÞÇ ÔËÎÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß Ä ÕÇÑÓËË. ¶ËÊËÚÇÔÍÑÇ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ËÊÏÇÐâÇÕ ÍÂÍ ØÑÆ ÄÓÇÏÇÐË, ÕÂÍ Ë
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô
ÕÇÏË ÉÇ ÄÇÎËÚËÐÂÏË Ä ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÅÓÂÄËÕÂÙËË.

±ÑÎÇÄÑÌ ÒÑÆØÑÆ ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÅÎÖÃÉÇ ÒÑÐâÕß
ÒÓËÓÑÆÖ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÒÓËÌÕË Í ÄÞÄÑÆÖ, ÚÕÑ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÍÂÍ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÊÂÏÇÆÎâÕß
ÕÇÚÇÐËÇ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÕÂÍ Ë ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÑÔÕÂ-
ÐÂÄÎËÄÂÕß ÒÓÑÙÇÔÔ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ.ªÏÇÐÐÑ ÑÕÔáÆÂ ÄÑÊÐËÍÎÂ
ÔÒÑÔÑÃÐÑÔÕß ÒÑÎâ Í ÑÅÓÂÐËÚÇÐËá ÔÄÑÇÌ ÄÇÎËÚËÐÞ (ÔÂÏÑ-
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ) Ë ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÔÕÂÐÑÄÍË ÕÇÚÇÐËâ ÄÓÇ-
ÏÇÐË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ
²´¤ ÊÂÏÇÆÎÇÐËÇ ÕÇÚÇÐËâ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÑÔÕÂ-
ÐÑÄÍÂ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ÇÔÕß ÑÆÐÑ ÑÃÜÇÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ. £ °´° ÒÓÑâÄËÎÂÔß ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓÄÂâ
ÚÂÔÕß àÕÑÅÑ ÔÄÑÌÔÕÄÂ.

ªÏÇÐÐÑ àÕÑ Ë ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ ÄÞÔÍÂÊÞÄÂÐËÇ ¡.³. ¿Æ-
ÆËÐÅÕÑÐÂ: "©ÄÇÊÆÂ ÆÑÎÉÐÂ ËÊÎÖÚÂÕß Ë ËÊÎÖÚÂÕß, ÔÉË-
ÏÂÕßÔâ Ë ÔÉËÏÂÕßÔâ ì ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ ÒÑÍÂ, ÍÂÍ â ÒÑÎÂÅÂá,
ÇÇ ÓÂÆËÖÔ ÐÇ ÖÏÇÐßÛËÕÔâ ÆÑ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÍËÎÑÏÇÕÓÑÄ, ÍÑÅÆÂ
ÒÓËÕâÉÇÐËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔËÎßÐÞÏ, ÚÕÑÃÞ
ÖÆÇÓÉÂÕß ËÊÎÖÚÇÐËÇ, Ë ÊÄÇÊÆÂ ÑÃÓÇÕÇÕ, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÒÑÍÑÌ.
´ÇÏ ÔÂÏÞÏ, â ÄÞÐÖÉÆÇÐ ÒÓËÌÕË Í ÄÞÄÑÆÖ, ÚÕÑ àÕÑ ÒÑÚÕË
reduction ad absurdum (ÒÓËÄÇÆÇÐËÇ Í ÂÃÔÖÓÆÖ) ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÅÑ ÅÂÊÂ. £ÑÊÏÑÉÐÞÇ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞÇ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂ ÏÑÅÎË ÃÞ ÒÓÇÆÑÕÄÓÂÕËÕß ÕÂÍÑÇ
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÊÄÇÊÆÞ, ÐÑ â ØÑÚÖ, ÚÕÑÃÞ ÃÞÎ ÃÑÎÇÇ ÔËÎßÐÞÌ
ÊÂÒÓÇÕ ÐÂ ÕÂÍÖá àÄÑÎáÙËá ÊÄÇÊÆÞ. Á ÆÖÏÂá, ÚÕÑ ÆÑÎÉÇÐ
ÃÞÎ ÃÞ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ©ÂÍÑÐ ±ÓËÓÑÆÞ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÃÞ ÐÇ
ÆÑÒÖÔÍÂÎ àÄÑÎáÙËá ÊÄÇÊÆÞ ÔÕÑÎß ÂÃÔÖÓÆÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ" 2.

°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ Ä ÒÑÎÇÄÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâØ Ñ ÅÓÂÄË-
ÕÂÙËË ÄÔÇ àÕÑ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÔÄÑÌÔÕÄÇ ÅÓÂÄË-
ÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÕß ÒÓÑÙÇÔÔ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ
ÕÇÚÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐË Ë, ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ, ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÕß ÔÄÑÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÚÕÑ Ë ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÔÉÂÕËâ.

¥ÂÎÇÇ ÏÞ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÂØ ÍÑÎÎÂÒÔÂ Ë àÄÑÎáÙËË ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÍÂÍ ÄÑÊÐË-

ÍÂÇÕ ÔÂÏÑÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÍÂÍ ÒÓÑÙÇÔÔ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐË,
ÕÂÍ Ë ÒÓÑÙÇÔÔ ÔÉÂÕËâ ÄÇÜÇÔÕÄÂ.

2. µÓÂÄÐÇÐËâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ
ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ

£ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ËÐÕÇÓÄÂÎ Ä ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

ds2 � �dx 0�2 ÿ �dr�2 ÿ r 2�dy 2 � sin2 y df 2� ; �4�

ÅÆÇ x 0 � ct. ªÐÕÇÓÄÂÎ Ä à××ÇÍÕËÄÐÑÏ ÓËÏÂÐÑÄÑÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÆÎâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ×ÑÓÏÇ

ds 2� U�r��dx 0�2 ÿ V�r� dr 2ÿW 2�r��dy 2� sin2 y df 2� : �5�

µÓÂÄÐÇÐËâ (1), (2) ²´¤ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ Ä ×ÑÓÏÇ

R m
n ÿ

1

2
dm
n R�

m 2

2

�
dm
n � g magan ÿ

1

2
dm
n g

abgab

�
� KTm

n ; �6�

Dm~g mn � 0 : �7�

£ ÓÂÊÄÇÓÐÖÕÑÏ ÄËÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

qm~g mn � g nls~g ls � 0 : �8�

©ÆÇÔß g nls ì ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ®ËÐ-
ÍÑÄÔÍÑÅÑ.

¥Îâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÂ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÂ Tm

n ÊÂÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÍÂÍ

T 0
0 � r�r� ; T 1

1 � T 2
2 � T 3

3 � ÿ
p�r�
c 2

; �9�

ÅÆÇ rì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÏÂÔÔÞ, pì ËÊÑÕÓÑÒÐÑÇ ÆÂÄÎÇÐËÇ.
¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ U, V Ë

WÏÑÉÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (6) ÆÎâ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ËÐÆÇÍÔÑÄ m � 0, n � 0; m � 1, n � 1:

1

W 2
ÿ 1

VW 2

�
dW

dr

�2

ÿ 2

VW

d2W

dr 2
ÿ 1

W

dW

dr

d

dr

�
1

V

�
�

� 1

2
m 2

�
1� 1

2

�
1

U
ÿ 1

V

�
ÿ r 2

W 2

�
� Kr ; �10�

1

W 2
ÿ 1

VW 2

�
dW

dr

�2

ÿ 1

UVW

dW

dr

dU

dr
�

� 1

2
m 2

�
1ÿ 1

2

�
1

U
ÿ 1

V

�
ÿ r 2

W 2

�
� ÿK p

c 2
: �11�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (8) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

d

dr

� �����
U

V

r
W 2

�
� 2r

��������
UV
p

: �12�

µÚËÕÞÄÂâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ

dr

dW

1

W 2

d

dr

�
W

V

�
dW

dr

�2�
�

� 1

VW 2

�
dW

dr

�2

� 2

VW

d2W

dr 2
� 1

W

dW

dr

d

dr

�
1

V

�
2 The Observatory 58 373 (1935).
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Ë ÒÇÓÇØÑÆâ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑ r Í ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏ ÒÑ W,
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10) ë (12) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ×ÑÓÏÇ

1ÿ d

dW

�
W

V�dr=dW �2
�
�

� 1

2
m 2

�
W 2 ÿ r 2 �W 2

2

�
1

U
ÿ 1

V

��
� KW 2r ; �13�

1ÿ W

V�dr=dW �2
d

dW

ÿ
lnUW

��
� 1

2
m 2

�
W 2 ÿ r 2 ÿW 2

2

�
1

U
ÿ 1

V

��
� ÿKW 2 p

c 2
; �14�

d

dW

� �����
U

V

r
W 2

�
� 2r

��������
UV
p dr

dW
: �15�

£ ÔÑÎÐÇÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÄÎËâÐËÇÏ ÏÂÔÔÞ ÒÑÍÑâ ÅÓÂÄË-
ÕÑÐÂ mg ÏÑÉÐÑ Ô ÃÑÎßÛÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß, Ë
ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (13) ë (15) ÄÐÇ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ä ËÐÇÓÙËÂÎß-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

1ÿ d

dW

�
W

V�dr=dW�2
�
� 0 ;

1ÿ W

V�dr=dW�2
d

dW

ÿ
lnUW

� � 0 ;

d

dW

� �����
U

V

r
W 2

�
� 2r

��������
UV
p dr

dW
:

±ÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÑÚÐÑ ÕÂÍËÇ ÉÇ, ÍÂÍ Ä °´°, ÐÑ
ÊÂÒËÔÂÐÞ Ä ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2), ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÕÑÚÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÏ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ. ´ÂÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎ Ä °´° £.¡. ¶ÑÍ. ­ÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ àÕÂ
ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ô ÏÂÔÔÑÌ M ËÏÇÇÕ
ÓÇÛÇÐËÇ

ds 2 � rÿ rg=2

r� rg=2
c 2 dt 2 ÿ r� rg=2

rÿ rg=2
dr 2ÿ

ÿ
�
r� rg

2

�2

�dy 2 � sin2 y df 2� :

©ÆÇÔß rg � 2GM=c2 ì ÓÂÆËÖÔ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ.
°ÕÔáÆÂ ÆÎâ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÎÖÚÇÌ Ä ÒÑÎÇ

³ÑÎÐÙÂ Ë ÆÎâ ÔÏÇÜÇÐËâ ÒÇÓËÅÇÎËâ ®ÇÓÍÖÓËâ, Â ÕÂÍÉÇ
ÆÓÖÅËØ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ Ä ³ÑÎÐÇÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÕÑÚÐÑ ÕÂÍËÇ ÉÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ, ÍÂÍ Ë Ä °´° Ä
ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ.

¥ÂÎÇÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(13) ë (15) ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÄÇÜÇÔÕÄÂ.
ªÏÇÐÐÑ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 3 ë 5 ÃÖÆÇÕ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ
ÔÂÏÑÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ Ë ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÅÓÂÐËÙÖ ÆÎâ
ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ÕÇÚÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÒÑÎÇÏ.

3. £ÐÇÛÐÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÆÎâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ
ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÇÎÂ

±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÐÂÎËÚËÇ ÏÂÔÔÞ ÒÑÍÑâ Ö ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÍÂÚÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ËÊÏÇÐâÇÕ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÑÃÎÂÔÕË, ÃÎËÊÍÑÌ Í
Ô×ÇÓÇ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ.

£ÞÚËÕÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (14) ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13) Ë ÄÄÑÆâ
ÐÑÄÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá

Z � UW 2

V _r 2
; _r � dr

dt
; t �WÿW0

W0
; �16�

ÒÑÎÖÚÂÇÏ

dZ

dW
ÿ 2Z

U

dU

dW
ÿ 2

Z

W
ÿm 2W 3

2W 2
0

�
1ÿU

V

�
�

� ÿK W 3

W 2
0

�
r� p

c 2

�
U : �17�

³ÍÎÂÆÞÄÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13) Ë (14), ÐÂØÑÆËÏ

1ÿ 1

2

W 2
0

W

1

U

dZ

dW
�m 2

2
�W 2 ÿ r 2� � 1

2
KW 2

�
rÿ p

c 2

�
: �18�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (17) Ë (18) ÄÐÇ ÄÇÜÇÔÕÄÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË,
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÌ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË

U

V
5 1 ;

1

2
m 2�W 2 ÿ r 2�5 1 : �19�

£ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

U � 1

2

W 2
0

W

dZ

dW
� 1

2

W0

W

dZ

dt
: �20�

³ ÖÚÇÕÑÏ (20) ÒÓËÄÇÆÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (17) Í ÄËÆÖ

Z
d2Z

dW 2
ÿ 1

2

�
dZ

dW

�2

� 1

4
m 2 W 3

W 2
0

dZ

dW
� 0 : �21�

£ÄÇÆÇÏ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (16) ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá t. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (21)
ÒÓËÏÇÕ ×ÑÓÏÖ

Z �Zÿ 1

2
_Z 2 � a�1� t�3 _Z � 0 ; �22�

ÅÆÇ a � m 2W 2
0 =4, _Z � dZ=dt. ¥Îâ ÊÐÂÚÇÐËÌ t, ÑÒÓÇÆÇÎâÇ-

ÏÞØ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

04 t5
1

3
; �23�

ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (22) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ:

Z �Zÿ 1

2
_Z 2 � a _Z � 0 : �24�

°ÐÑ ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ

l
����
Z
p
� 2a ln

�
1� l

����
Z
p

2a

�
� l2

2
t : �25�

©ÆÇÔß lì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ.
¯Â ÑÔÐÑÄÂÐËË (20) Ë (16) ËÏÇÇÏ

U � 1

2

W0

W
_Z ; V _r 2 � 1

2
W0W

_Z

Z
: �26�

ªÔÒÑÎßÊÖâ (25), ÐÂØÑÆËÏ
_Z � 2a� l

����
Z
p

: �27�
±ÑÆÔÕÂÄÎââ (27) Ä (26), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

U �W0

W

�
a� l

2

����
Z
p �

; V _r 2 �W0W
a� l

����
Z
p

=2

Z
: �28�
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±ÓË a � 0 ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË (25) ËÏÇÇÏ����
Z
p
� l

2
t : �29�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (28), ÐÂØÑÆËÏ

U �
�
l
2

�2
WÿW0

W
: �30�

¯Ñ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ U ÆÑÎÉÐÑ ÕÑÚÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂÕß Ô
ÓÇÛÇÐËÇÏ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ

U �WÿWg

W
; Wg � 2GM

c 2
: �31�

³ÓÂÄÐËÄÂâ (30) Ë (31), ÒÑÎÖÚÂÇÏ 3

l � 2 ; W0 �Wg : �32�
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÐÂØÑÆËÏ

U �Wg

W
�a�

����
Z
p
� ; V _r 2 �WgW

a� ����
Z
p

Z
: �33�

¯ÂÏÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÇÒÇÓß ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß r ÑÕW Ô
ÒÑÏÑÜßá (15).

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (33) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (15) Ë ÒÇÓÇØÑÆâ Í ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÌ

l � r

Wg
; �34�

ÒÑÎÖÚÂÇÏ

d

d
����
Z
p

�
�1� t� dZ

dt

dl

d
����
Z
p
�
� 4l : �35�

µÚËÕÞÄÂâ (27) Ë ÔÑÄÇÓÛÂâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ
����
Z
p

Ä
(35), ÐÂØÑÆËÏ

�1� t��a�
����
Z
p
� d2l

�d ����
Z
p �2 � �1� t�

����
Z
p
� dl

d
����
Z
p ÿ 2l � 0 :

�36�
´ÂÍ ÍÂÍ ÐÂÔ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ ÑÃÎÂÔÕß ÊÐÂÚÇÐËÌ t, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (23), ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (36) Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË
ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ Ë ËÏÇÇÕ ÄËÆ

�a�
����
Z
p
� d2l

�d ����
Z
p �2 � �1�

����
Z
p
� dl

d
����
Z
p ÿ 2l � 0 : �37�

°ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (37) ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ×ÑÓÏÇ

l � Al1 � Bl2 ; �38�
ÅÆÇ

l1 � F
ÿÿ2; 1ÿ a; ÿ�a�

����
Z
p
�� ;

l2 � �a�
����
Z
p
�aFÿÿ2� a; 1� a; ÿ�a�

����
Z
p
�� :

©ÆÇÔß A Ë B ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ, F ì ÄÞÓÑÉ-
ÆÇÐÐÂâ ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ.

¡ÐÂÎËÊ ÓÇÛÇÐËâ (38) ÒÓËÄÑÆËÕ Ä ÑÃÎÂÔÕË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇ-
ÏÑÌ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË (19) Ë (23), Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

_r �Wg : �39�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ:����
Z
p

4 a : �40�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (25) Ô ÖÚÇÕÑÏ (32) ËÏÇÇÏ����
Z
p
� t : �41�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (28) Ë ÖÚËÕÞÄÂâ (32) Ë (39),
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÇÛÇÐËÇ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ

U �WÿWg

W
; V � W

WÿWg
: �42�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ³ÑÎÐÇÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÄÎËâÐËÇÏ ÏÂÔÔÞ ÒÑÍÑâ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß, ÕÑ
ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË (42), ÒÓËÏÇÐââ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓÑÃÐÑÅÑ ÕÇÎÂ, ÎÇÅÍÑ ÑÃÝâÔÐËÕß ÄÔÇ
ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÇ à××ÇÍÕÞ Ä ³ÑÎÐÇÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ (ÑÕÍÎÑÐÇ-
ÐËÇ ÎÖÚÂ ÔÄÇÕÂ Ä ÒÑÎÇ ³ÑÎÐÙÂ, ÔÏÇÜÇÐËÇ ÒÇÓËÅÇÎËâ
®ÇÓÍÖÓËâ Ë Õ.Æ.).

±ÇÓÇÌÆÇÏ Í ÆÓÖÅÑÏÖ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂá, ÅÆÇ ÄÎËâ-
ÐËÇ ÏÂÔÔÞ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ. ±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ËÏÇÇÕ
ÏÇÔÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ����

Z
p

5 a : �43�

£ àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (25) Ô ÖÚÇÕÑÏ (32)
ÐÂØÑÆËÏ

Z � 2at : �44�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (28) Ë ÖÚËÕÞÄÂâ (32) Ë (39),
ÒÑÎÖÚÂÇÏ [7]

U � a
Wg

W
; V � 1

2

W

WÿWg
: �45�

¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË (43) Ë (44) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ Ä
ÑÃÎÂÔÕË

t5
a
2
; t:e: WÿWg 5

1

2
Wg

�
mgc

�h

Wg

2

�2

:

ªÊ (45) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÏÂÔÔÂ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ mg ÐÇ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ
ÑÃÓÂÜÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ U Ä ÐÖÎß. ®ÂÔÔÂ ÒÑÍÑâ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ
ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑÕÇÎÂ ÔÄÑÌ ÒÓÇÆÇÎ ÐÂ ÊÂÏÇÆÎÇÐËÇ
ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ
ÑÕ ÓÂÆËÖÔÂ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ, Õ.Ç. ÑÕ ÏÂÔÔÞ ÕÇÎÂ, Ë ÓÂÄÇÐ

1

2

mgc

�h
Wg :

£ °´° ÕÂÍÑÌ ÒÓÇÆÇÎ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÇÆÇÕ Í ÍÂÓÆËÐÂÎßÐÑÏÖ ËÊÏÇÐÇÐËá Ä
ÆÄËÉÇÐËË ÒÓÑÃÐÑÅÑ ÕÇÎÂ Ä ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ.

¥ÄËÉÇÐËÇ ÒÓÑÃÐÑÅÑ ÕÇÎÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÑ ÅÇÑÆÇÊËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÎËÐËË ÓËÏÂÐÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ

dv m

ds
� Gm

ab
dx a

ds

dx b

ds
� 0 : �46�

©ÆÇÔß v m � dx m=dsìÚÇÕÞÓÇØÄÇÍÕÑÓ ÔÍÑÓÑÔÕË; vm ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá

gmnv
mv n � 1 : �47�

3 ³ÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ l ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a. ¯Ñ ÄÄËÆÖ
ÏÂÎÑÔÕË a ÖÚÇÕ àÕÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐ.
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²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÂÆËÂÎßÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ

v y � vf � 0 ; v r � dr

ds
: �48�

±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ ÔËÏÄÑÎ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ

G 0
01 �

1

2U

dU

dr
; �49�

ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (46) ÐÂØÑÆËÏ

dv 0

ds
� 1

U

dU

dr
v 0v r � 0 : �50�

²ÇÛÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (50), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

d

dr
ln �v 0U� � 0 : �51�

°ÕÔáÆÂ ËÏÇÇÏ

v0 � dx 0

ds
� U0

U
; �52�

ÅÆÇ U0 ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. ¦ÔÎË ÒÓËÐâÕß
ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ÒÓÑÃÐÑÅÑ ÕÇÎÂ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË
ÓÂÄÐÑÌ ÐÖÎá, ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ U0 � 1. ªÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (47)
ÐÂØÑÆËÏ

dr

ds
� ÿ

�������������
1ÿU

UV

r
: �53�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (45) Ë ÖÚËÕÞÄÂâ (39),
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

dW

ds
� ÿ �h

mgc

2

Wg

����������������������������������
2

W

Wg

�
1ÿWg

W

�s
: �54�

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÕÑÚÍÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ. ¥Ë××Ç-
ÓÇÐÙËÓÖâ (54) ÒÑ s, ÐÂØÑÆËÏ

d2W

ds 2
� 4

�
�h

mgc

�2
1

W 3
g

: �55�

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ Ä ÕÑÚÍÇ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÑ, Õ.Ç. ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËÇ, Ë ÑÐÑ ÊÐÂÚËÕÇÎß-
ÐÑÇ. ªÐÕÇÅÓËÓÖâ (54), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

W �Wg � 2

�
�h

mgc

�2 �sÿ s0�2
W 3

g

;

ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÒÓÑÃÐÑÇ ÕÇÎÑ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÒÇÓÇÔÇÚß
Ô×ÇÓÖ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ.

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ (45) ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ g=g,
ÅÆÇ g � det gmn, g � det gmn, ËÏÇÇÕ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕß Ä ÕÑÚÍÇ
W �Wg, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÖÔÕÓÂÐÇÐÂ ÄÞÃÑÓÑÏ
ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ªÏÇÐÐÑ ÒÑàÕÑÏÖ ÐÂÎËÚËÇ ÕÂÍÑÌ
ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÐÇÆÑÒÖÔÕËÏÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä
ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÎßÊâ ÃÞÎÑ ÃÞ ÔÛËÕß ÄÐÇÛÐÇÇ
ÓÇÛÇÐËÇ Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ ÄÐÖÕÓË ÕÇÎÂ. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÄÞÄÑÆ, ÚÕÑ ÓÂÆËÖÔ ÕÇÎÂ ÃÑÎßÛÇ ÓÂÆËÖÔÂ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ.
´ÂÍ Ä ²´¤ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÔÂÏÑÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÑÎâ Ë
ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ËÔÚÇÊÂÇÕ ÔÂÏÂ ÒÓËÚËÐÂ ÒÑâÄÎÇÐËâ "ÛÄÂÓÙ-

ÛËÎßÆÑÄÔÍÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË", ÚÕÑ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖÇÕ ÏÐÇÐËá ¡. ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÐ ÄÞÓÂÊËÎ ÇÜÇ Ä
1939 Å. Ä ÔÕÂÕßÇ [8]: "°ÔÐÑÄÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÒÓÑÄÇÆÇÐÐÑÅÑ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÚÇÕÍÑÇ ÒÑÐËÏÂÐËÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ Ä
ÓÇÂÎßÐÑÏ ÏËÓÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ äÛÄÂÓÙÛËÎßÆÑÄÔÍËÇ ÔËÐÅÖ-
ÎâÓÐÑÔÕËã (ÄÞÆÇÎÇÐÑ ÐÂÏË. ì ¡ÄÕ.)". ª ÆÂÎÇÇ: "ºÄÂÓÙ-
ÛËÎßÆÑÄÔÍÂâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕß ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÇ-
ÜÇÔÕÄÑ ÐÇÎßÊâ ÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ; Ä
ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÚÂÔÕËÙÞ, ÑÃÓÂÊÖáÜËÇ ÔÍÑÒÎÇÐËâ,
ÆÑÔÕËÅÐÖÕ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ (ÄÞÆÇÎÇÐÑ ÐÂÏË. ì ¡ÄÕ.)".

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ
Ä ÔÉËÏÂáÜÇÌÔâ (ÔËÐØÓÑÐÐÑÌ) ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ±ÇÓÇ-
ØÑÆ Í àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÑÕ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ ÑÔÖ-
ÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ

dt � 1

U

�
dtÿ dR�1ÿU�� ; dW �

�������������
1ÿU

UV

r
�dRÿ dt� :

£ ÔËÐØÓÑÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ËÐÕÇÓÄÂÎÞ ÓËÏÂÐÑÄÂ Ë
ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË ËÏÇáÕ ÄËÆ

ds 2 � dt 2 ÿ �1ÿU�X��dR 2 ÿW 2�X��dy 2 � sin2 y df 2� ;

ds 2 � dt 2
1ÿ _r 2U 2

U 2
� 2 dR dt

_r 2U 2 ÿ �1ÿU�
U 2

ÿ

ÿ dR 2 _r 2U 2 ÿ �1ÿU�2
U 2

ÿ r 2�dy 2 � sin2 y df 2� :

©ÆÇÔß X � Rÿ t, _r � dr=dX.
µÓÂÄÐÇÐËâ ²´¤

Rmn � 8pG
�
Tmn ÿ 1

2
gmnT

�
�m 2

2
�gmn ÿ gmn� ; �56a�

Dn~g
mn � 0

ÆÎâ ÊÂÆÂÚË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÌ ËÐÕÇÓÄÂÎÂÏË ds 2 Ë ds 2,
ÒÓËÄÑÆâÕ ÄÐÇ ÄÇÜÇÔÕÄÂ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÄËÆÂ

R01 � 2 �W

W
� 1

�1ÿU�W
_U _W � m 2

2

�
1ÿU

U 2
ÿ _r 2

�
; �56b�

R00 � R01 � 1

1ÿU

�
1

2
�U�

_U 2

4�1ÿU� �
1

W
_U _W

�
�

� ÿm 2

2

1ÿU

U
: �56w�

£ ÑÃÎÂÔÕË ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ X, ÅÆÇ ÏÂÔÔÑÌ ÅÓÂÄË-
ÕÑÐÂ Ä ÔËÎÖ ÇÇ ÏÂÎÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß, ËÊ àÕËØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÂØÑÆËÏ

W �W 1=3
g

�
3

2
X

�2=3

; 1ÿU �
�
2

3
Wg

�2=3

Xÿ2=3 : �56g�

ªÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (56Å) ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË U ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÑÐÂ
ÖÃÞÄÂÇÕ Ô ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ X, Â ÇÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ _U ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÂ. ¿ÕÑ ÖÃÞÄÂÐËÇ ×ÖÐÍÙËË U ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÕÔâ Ë Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÏÇÐßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ X, ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÇÎËÚËÐÂ _U
ÑÔÕÂÇÕÔâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ.

£ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË (19) ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (56Â) ÄÐÇ ÄÇÜÇÔÕÄÂ
ÐÂØÑÆËÏ

R22 � ÿ UW

1ÿU
�Wÿ U

1ÿU
_W 2 ÿW�2ÿU�

2�1ÿU�2
_U _W� 1 � 0 :
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£ ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ 0 < U5 1 àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ Ë ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

UW �W�U _W 2 �W _U _Wÿ 1 � 0 :

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ

_W � X

UW
:

£ ÕÑÚÍÇ ÑÔÕÂÐÑÄÍË

_W � 0

ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (56Ã) Ë (56Ä) ÄÕÑÓÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ �W
ÒÓË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ U ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂ, ÚÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎß-
ÔÕÄÖÇÕ Ñ ÐÂÎËÚËË ÔËÎÞ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ. ªÏÇÐÐÑ ÑÕ àÕÑÌ
ÕÑÚÍË Ë ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ ÒÓÑÙÇÔÔ ÓÂÔÛËÓÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÔÕÂ-
ÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ Ä ÑÃÎÂÔÕË X, ÅÆÇ ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
(56Å). £ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË �W ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ:

�W � ÿ 1

2
W 1=3

g

�
3

2
X

�ÿ4=3
;

Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÓËÕâÉÇÐËÇ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÇÔÎË ÃÞ ÕÑÚÍÂ ÑÔÕÂÐÑÄÍË ÐÂØÑÆËÎÂÔß ÄÐÇ ÄÇÜÇÔÕÄÂ,
ÕÑ ÒÑÔÎÇ ÓÂÔÛËÓÇÐËâ ÐÂÚÂÎÑÔß ÃÞ ÔÉÂÕËÇ, ÊÂÕÇÏ ÑÔÕÂ-
ÐÑÄÍÂ Ë ÑÒâÕß ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ Ë Õ.Æ. °ÆÐÂÍÑ ÓÇÂÎßÐÑÇ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÕÂÍÑÌ ÓÇÉËÏ ÆÄËÉÇÐËâ ËÔÍÎáÚÂÇÕ.
¦ÔÎË Ä °´° ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ×ÑÓÏÖÎÂ

W �
�
3

2
�Rÿ ct�

�2=3
W 1=3

g ;

ÕÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

W �Wg � 2

�
�h

mgc

�2 �Rÿ ct�2
W 3

g

;

ÍÑÕÑÓÑÇ ËÔÍÎáÚÂÇÕ ÆÄËÉÇÐËÇ Í ÕÑÚÍÇ W � 0. ¿ÕÑ ÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÑÊÐËÍÎÂ ÔËÎÂ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ

d2W

dt 2
� 4c 2

W 3
g

�
�h

mgc

�2

:

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÑÊÆÂÐÑ ÄÇÜÇÔÕÄÑÏ
Ë ÔÂÏÑ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕ ÔÄÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ËÊ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÅÑ
ÒÓËÏÇÓÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÛÇ-
ÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÔÛËÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÄÐÖÕÓË ÄÇÜÇÔÕÄÂ Ô
ÄÐÇÛÐËÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ, ÐÑ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÕÓÇÃÖÇÕÔâ, ÚÕÑÃÞ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÕÇÎÂ
ÃÞÎ ÒÑ ÂÃÔÑÎáÕÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

jfj
c 2

< 1 :

ªÏÇÐÐÑ ÕÂÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÇÂÎß-
ÐÑÏÖ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏÖ ÒÑÎá, Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ
ÕÑÚÍÂ ÑÔÕÂÐÑÄÍË ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß Ä ÄÂÍÖÖÏÇ. ±ÑàÕÑÏÖ
ÏËÓÑÄÞÇ ÎËÐËË ÚÂÔÕËÙ, ÒÑÍÑâÜËÇÔâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÔÉË-
ÏÂáÜÇÌÔâ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÃÖÆÖÕ ÔÕÂÎÍËÄÂÕßÔâ Ô
ÄÇÜÇÔÕÄÑÏ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÒÑÎâ. ±ÓËÚÇÏ àÕË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ
ÃÖÆÖÕ ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÊÂ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ. £ÔÇ àÕÑ Ë ËÔÍÎáÚÂÇÕ ÓÇÉËÏ ÆÄËÉÇÐËâ, Ñ
ÍÑÕÑÓÑÏ ÏÞ ÒËÔÂÎË ÄÞÛÇ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ àÕÑ ËÔÍÎáÚÂÇÕ Ë
ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ "ÚÇÓÐÞØ ÆÞÓ".

±ÇÓÇÌÆÇÏ ÕÇÒÇÓß Í ÂÐÂÎËÊÖ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ.

4. £ÐÖÕÓÇÐÐÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÕËÒÂ ÓÇÛÇÐËâ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ

£ ÔÕÂÕßÇ [9] ºÄÂÓÙÛËÎßÆ ÐÂÛÇÎ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÇ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÃÜÇÌ
ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË. ¥Îâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÛÂÓÂ ÓÂÆËÖÔÂ
a ÑÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ËÐÕÇÓÄÂÎÑÏ

ds 2 � c 2
�
3

2

����������������
1ÿ qa 2

p
ÿ 1

2

������������������
1ÿ qW 2

p �2

dt 2ÿ

ÿ �1ÿ qW 2�ÿ1 dW 2 �W 2�dy 2 � sin2 y df 2� : �57�
©ÆÇÔß

q � 1

3
Kr � 2GM

c 2a 3
; K � 8pG

c 2
; r � 3M

4pa 3
:

°ÃÜÇÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÄÐÇÛÐÇÅÑ Ë ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Ä
°´° ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË
W ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÓË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎÇ dt 2 Ä
ËÐÕÇÓÄÂÎÂØ ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß, Â àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÄÑËÏ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÏÑÉÇÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
ÊÂÏÇÆÎËÕß ØÑÆ ÄÓÇÏÇÐË, ÐÑ ÆÂÉÇ Ë ÑÔÕÂÐÑÄËÕß ÕÇÚÇÐËÇ
ÄÓÇÏÇÐË. ¥Îâ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ U ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ W �Wg.
¹ÕÑÃÞ ËÔÍÎáÚËÕß ÕÂÍÖá ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß, ÍÑÕÑÓÖá ÕÇÑÓËâ
ÐÇ ÊÂÒÓÇÜÂÇÕ, ÑÃÞÚÐÑ ÄÞÐÖÉÆÇÐÞ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ
ÓÂÆËÖÔ ÕÇÎÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

a >Wg : �58�
¥Îâ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ àÕÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÓË ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ

W 2 � 9a 2 ÿ 8
a 3

Wg
: �59�

¹ÕÑÃÞ ËÔÍÎáÚËÕß ÕÂÍÖá ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÃÓÂÜÇÐËâ Ä ÐÖÎß
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ U ÄÐÖÕÓË ÕÇÎÂ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ

a >
9

8
Wg : �60�

³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (58) Ë (60) ÐÇ
âÄÎâáÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ °´°.

£ÐÖÕÓÇÐÐÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ×ÑÓ-
ÏÂÎßÐÑ, ÐÑ ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÑÐÑ âÄÎâÇÕÔâ
ÕÑÚÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ °´°. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÐÂ
ÒÓËÏÇÓÇ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ ÒÑÍÂÊÂÐÑ,
ÚÕÑ Ä ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÍÂÍ ÒÑÎÇÄÑÌ
ÕÇÑÓËË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (58) ÕÑÚÐÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ËÊ-ÊÂ ÑÔÕÂ-
ÐÑÄÍË ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË. ¯ËÉÇ Ä
ÓÂÏÍÂØ ²´¤ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÕËÒÂ
ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ.

£ÐÖÕÓÇÐÐÇÇ ÓÇÛÇÐËÇºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ ÄÑÊÐËÍÎÑ ÐÂ ÑÔÐÑ-
ÄÂÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ËÎßÃÇÓÕÂ ë¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ

1ÿ d

dW

�
W

V

�
� KW 2r ;

�61�
1ÿ 1

V
ÿ W

UV

dU

dW
� ÿK W 2

c 2
p :

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (57) ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ
ÓÂÄÐÞ, ÕÑ

U �
�
3

2

����������������
1ÿ qa 2

p
ÿ 1

2

������������������
1ÿ qW 2

p �2

; V � �1ÿ qW 2�ÿ1:
�62�
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°ÕÔáÆÂ ÐÂØÑÆËÏ

U 0

U
� qW

� ������������������
1ÿ qW 2

p �
3

2

����������������
1ÿ qa 2

p
ÿ 1

2

������������������
1ÿ qW 2

p ��ÿ1
;

U 0 � dU

dW
:

�63�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (62) Ë (63) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (61), ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÆÂÄÎÇÐËâ

p

c 2
� r

2

������������������
1ÿ qW 2

p
ÿ

����������������
1ÿ qa 2

p����
U
p : �64�

°ÕÔáÆÂ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÃÞ ÐÇ ÃÞÎÑ
ËÔÍÎáÚÇÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (59), ÕÑ ÆÂÄÎÇÐËÇ ÄÐÖÕÓË ÕÇÎÂ ÐÂ
ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÌ àÕËÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ, ÑÃÓÂÕË-
ÎÑÔß ÃÞ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß. ³ËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕß, ÍÑÕÑÓÂâ ÄÑÊÐË-
ÍÂÇÕ ËÊ-ÊÂ ÑÃÓÂÜÇÐËâ ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ U Ä
ÐÖÎß, ÐÇÎßÊâ ÖÔÕÓÂÐËÕß ÄÞÃÑÓÑÏ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÇÇ ÕÂÍÉÇ ËÏÇÇÕ Ë ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ R:

R � ÿ8pG 3
����������������
1ÿ qa 2

p
ÿ 2

������������������
1ÿ qW 2

p����
U
p : �65�

±ÑÍÂÉÇÏ ÕÇÒÇÓß ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ
ÕËÒÂ ÓÇÛÇÐËâ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ, ÚÕÑ Ä ²´¤ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ
ÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË ÔËÕÖÂÙËâ
ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ. ´ÑÕ ÉÇ ÏÇØÂÐËÊÏ ÔÂÏÑÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐËâ ÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÞÌ Ä ²´¤ ÒÓËÄÇÎ Í ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (58)
ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÓÇÛÇÐËË ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ, ÒÓËÄÇÆÇÕ Í ÐÇÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÖ ÕËÒÂ (60) ÆÎâ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ.

µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ËÊ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ (13) Ë (14). £ÄÑÆâ ÐÑÄÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá

Z � UW 2

V r 0 2
; r 0 � dr

dW

Ë ÔÍÎÂÆÞÄÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13) Ë (14), ËÏÇÇÏ

1ÿ 1

2UW
Z 0 �m 2

2
�W 2 ÿ r 2� � 1

2
KW 2

�
rÿ p

c 2

�
: �66�

£ÞÚËÕÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (14) ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13), ÐÂØÑÆËÏ

Z 0 ÿ 2Z
U 0

U
ÿ 2

Z

W
ÿm 2

2
W 3

�
1ÿU

V

�
� ÿKW 3

�
r� p

c 2

�
U :

�67�

£ ÐÂÛÇÌ ÊÂÆÂÚÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ ÄÇÜÇÔÕÄÂ ÓÂÄÐÞ

T 0
0 � r ; T 1

1 � T 2
2 � T 3

3 � ÿ
p�W�
c 2

:

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÇÜÇÔÕÄÂ

Hn� �������ÿgp
T n
m� � qn� �������ÿgp

T n
m� �

1

2

�������ÿgp
Tsn qmg sn � 0

ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ:

1

c 2
dp

dW
� ÿ

�
r� p

c 2

�
1

2U

dU

dW
: �68�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÂÄÎÇÐËÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Í ÙÇÐÕÓÖ ÛÂÓÂ, àÕÑ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

dU

dW
> 0 ; �69�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÑ ÏÇÓÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ Í
ÙÇÐÕÓÖ ÛÂÓÂ ×ÖÐÍÙËâ U ÖÃÞÄÂÇÕ, Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÆÇÕ
ÊÂÏÇÆÎÇÐËÇ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ËÐÇÓÙËÂÎßÐÞÏ.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÑ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÊÂÆÂÚÇ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß r ÒÓËÐâÕÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (68) ÎÇÅÍÑ
ÓÇÛÂÇÕÔâ:

r� p

c 2
� a����

U
p : �70�

³ÓÂÄÐËÄÂâ (64) Ë (70), ÐÂØÑÆËÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÖá a:

a � r
����������������
1ÿ qa 2

p
: �71�

µÓÂÄÐÇÐËâ (66) Ë (67) Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ

m 2�W 2 ÿ r 2�5 1 ;
U

V
5 1 ;

ÒÑÔÎÇ ÄÄÇÆÇÐËâ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ y �W 2 ÒÓËÐË-
ÏÂáÕ ÄËÆ

Z 0 � U�1ÿ 3qy� � aK
2

y
����
U
p

; �72�
����
U
p

Z 0 ÿ 1

y
Z
����
U
p
ÿ 4Z�

����
U
p
�0 � aK

2
yUÿm 2

4
y
����
U
p
� 0 :

�73�

©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ Z 0 � dZ=dy.
£ ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÄÐÇÛÐÇÅÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏ-

ÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ ÏÞ ÄËÆÇÎË, ÚÕÑ
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÌ à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÔËÎÇ ÑÕÕÂÎÍË-
ÄÂÐËâ ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ U, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ ÊÂ-
ÏÇÆÎÇÐËÇ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ËÐÇÓÙËÂÎßÐÞÏ,
ÆÂÉÇ Ä ÔËÎßÐÑÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ ÐÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä
ÐÖÎß.

ªÏÇÐÐÑ ÒÑàÕÑÏÖ ÐËÉÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËÇ ÓÇÛÇÐËâ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ y.
±ÓË ÏÂÔÔÇ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ, ÓÂÄÐÑÌ ÐÖÎá, ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (62)
ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ y ËÏÇÇÏ����

U
p
' 1

2

ÿ
3
����������������
1ÿ qa 2

p
ÿ 1
�� qy

4
� 1

16
q 2y 2 : �74�

ªÊ àÕÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÕÂÍÉÇ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ
����
U
p

ÆÎâ
ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ ÏÑÉÇÕ ÔÕÂÕß ÓÂÄÐÑÌ
ÐÖÎá, ÇÔÎË

3
����������������
1ÿ qa 2

p
� 1 ; �75�

ÚÕÑ Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá Ä ÙÇÐÕÓÇ ÛÂÓÂ
ÍÂÍ ÆÂÄÎÇÐËâ p, ÕÂÍ Ë ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ R. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÏÂÔÔÞ ÒÑÍÑâ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (72), (73)
ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂáÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË, ÕÑ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (75) ÐÇ ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß
ÏÇÔÕÂ Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ (ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ) ÑÃÎÂÔÕË ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË����
U
p

. ¯Â ÑÔÐÑÄÂÐËË (74) ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(72), (73) ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË

����
U
p

Ä ×ÑÓÏÇ����
U
p
� b� qy

4
� 1

16
q 2y 2 ; �76�

ÅÆÇ b ì ÐÇËÊÄÇÔÕÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ, ÍÑÕÑÓÖá ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (72), (73).
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±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (76) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (72) Ë ËÐÕÇ-
ÅÓËÓÖâ, ÐÂØÑÆËÏ

Z � b 2y� y 2

2

�
bq
2
ÿ 3b 2q� aKb

2

�
�

� y 3

3

�
q 2

8

�
b� 1

2

�
ÿ 3b

2
q 2 � aKq

8

�
: �77�

µÚËÕÞÄÂâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (76) Ë (77) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (73) Ë
ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ ÏÂÎÞÏË ÚÎÇÐÂÏË ÒÑÓâÆÍÂ �my�2, ÒÑÎÖÚËÏ
ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ b ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

2b 2q� b�qÿ aK� �m 2

3
� 0 : �78�

©ÂÏÇÕËÏ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÑâÔÐÇÐËâ, ÚÕÑ ÚÎÇÐ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÌ y 2,
ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

ÿ qy 2

48

n
7
�
2b 2q� b�qÿ aK��� 3m 2

o
:

±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (78), ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß ÍÂÍ

ÿ q

72
m 2y 2 :

µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá

aKÿ q � Kr
3

ÿ
3
����������������
1ÿ qa 2

p
ÿ 1
�
;

ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (78) ÒÑÎÖÚÂÇÏ

b � 3
����������������
1ÿ qa 2

p
ÿ 1� ��3 ����������������

1ÿ qa 2
p

ÿ 1�2 ÿ 8m 2=Kr
�1=2

4
:

�79�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ U, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÜËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇ-
ÐËá Ô ËÐÇÓÙËÂÎßÐÞÏ, ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ ÐÖÎâ.

¦ÔÎË ÏÂÔÔÖ ÒÑÍÑâ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÒÑÎÑÉËÕß ÓÂÄÐÑÌ ÐÖÎá,
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (79), ÍÂÍ Ë ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß, ÕÑÚÐÑ ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ ÚÎÇÐÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (74). ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ
(79) ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÏËÐËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ b:

bmin �
�
m 2

2Kr

�1=2

: �80�

£ÇÎËÚËÐÂ b Ä ×ÖÐÍÙËË
����
U
p

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÅÓÂÐËÙÖ ÆÎâ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏ
ÒÑÎÇÏ ÛÂÓÂ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÇ ÊÂÏÇÆÎÇÐËÇ
ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ.
ªÏÇÐÐÑ ÒÑàÕÑÏÖ ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (65), Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ °´° ÃÖÆÇÕ ÄÔáÆÖ
ÍÑÐÇÚÐÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÂÏÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÏÂÔÔÇ ÒÑÍÑâ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË.

³ÑÅÎÂÔÐÑ (79) ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (75) ËÊ-ÊÂ ÐÂÎËÚËâ ÏÂÔÔÞ
ÒÑÍÑâ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

3
����������������
1ÿ qa 2

p
ÿ 15 2

���
2
p �

m 2

Kr

�1=2

: �81�

±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

qa 2 �Wg

a
;

ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (81) ÆÎâ Kr4m 2 ÐÂØÑÆËÏ

a5
9

8
Wg

�
1�

�
m 2

2Kr

�1=2 �
: �82�

¿ÕÑ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÐÂ ÓÂÆËÖÔ ÕÇÎÂ, ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÇ ÒÓË
ËÊÖÚÇÐËË ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ, ÃÑÎÇÇ ÔËÎßÐÑÇ, ÚÇÏ ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐËÇ (58), ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ
ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ. ¯ÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (82), ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆËÏ,
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÕÇÑÓËË, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ Ä °´°,
ÚÕÑÃÞ ËÊÃÇÉÂÕß ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÆÂÄÎÇÐËâ ÄÐÖÕÓË ÕÇÎÂ,
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (60) ÄÞÐÖÉÆÇÐÞ ÄÄÑÆËÕß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑ.
¯Â ÑÔÐÑÄÂÐËË (70) Ë (71) ÐÂØÑÆËÏ ÆÎâ ÆÂÄÎÇÐËâ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ

p

c 2
� ÿr

����
U
p � r

����������������
1ÿ qa 2

p����
U
p :

µÚËÕÞÄÂâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (80), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÆÂÄÎÇ-
ÐËÇ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÛÂÓÂ

p

c 2
' r

�
2Kr
m 2
�1ÿ qa 2�

�1=2
:

¥ÂÄÎÇÐËÇ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÛÂÓÂ ÍÑÐÇÚÐÑ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ Ä °´°
ÔÑÅÎÂÔÐÑ (57) ÑÐÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ.

£ÑÊÐËÍÂáÜÇÇ Ä ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÔÂÏÑÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐËÇ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ
ÑÕÎËÚÂÇÕ ÇÇ ÑÕ °´° ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ë ÑÕ ÐßáÕÑÐÑÄÔÍÑÌ
ÕÇÑÓËË ÅÓÂÄËÕÂÙËË, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÅÑÔÒÑÆÔÕÄÖáÕ ÕÑÎßÍÑ
ÔËÎÞ ÒÓËÕâÉÇÐËâ. £ ÒÑÎÇÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÐÂÎË-
ÚËÇ ÏÂÔÔÞ ÒÑÍÑâ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ Ë ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÕß ÒÓÑÙÇÔÔ ÊÂÏÇÆÎÇ-
ÐËâ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÂâ
ÔËÎÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÔËÎÑÌ ÒÓËÕâÉÇÐËâ, ÐÑ ÒÓË
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ (Ä ÔËÎßÐÞØ ÒÑÎâØ) ÒÓÑâÄÎâÕßÔâ
ÍÂÍ à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÔËÎÂ ÕÑÓÏÑÉÇÐËâ. ªÏÇÐÐÑ ÑÐÂ ÑÔÕÂ-
ÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. ¤ÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÑÔÕÂÐÑÄËÕß ØÑÆ ÄÓÇÏÇÐË ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐÑ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎß-
ÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÔÂÏÑÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ.

£ ÓÂÊÆÇÎÂØ 3 Ë 4 ÏÞ ÄËÆÇÎË, ÚÕÑ Ä °´° ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ U, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ ÊÂÏÇÆÎÇÐËÇ ÕÇÚÇÐËâ
ÄÓÇÏÇÐË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÒÑÎÇÏ, ÏÑÉÇÕ ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Ä
ÐÖÎß. ¿ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÑÕÏÇÚÂÎ Ë ². ¶ÇÌÐÏÂÐ Ë ÒÑ
àÕÑÏÖ ÒÑÄÑÆÖ ÒËÔÂÎ [10]: "...ÇÔÎË ÐÂÛÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ
ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐË ÃÞÎÂ ÃÞ ÒÓÂÄËÎßÐÑÌ, ÕÑ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ
ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÎË ÃÞ ÑÔÕÂÐÑÄËÕßÔâ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÄÔÇ-
ÎÇÐÐÑÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÓÇÏâ ÕÂÏ ÐÇ ÛÎÑ ÃÞ ÔÑÄÔÇÏ. ¿ÕÑ ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ×ËÊËÚÇÔÍË ÐÇÒÓËÇÏÎÇÏÑÇ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐËÇ; ÕÂÍ ÍÂÍÏÞ
ÏÑÅÎË ÃÞ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÄÇÜÇÔÕÄÑ ÄÃÎËÊË ÍÓÂâ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ
ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÑÄÂÕß ÃÞÔÕÓÇÇ, ÕÑ ÔÄÇÕ ÑÕ
ÖÆÂÎÇÐÐÞØ ÅÂÎÂÍÕËÍ ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÎ ÃÞ ËÏÇÕß ×ËÑÎÇÕÑÄÑÇ
ÔÏÇÜÇÐËÇ. ¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÑÐ
ÔÆÄËÐÖÕ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÃÑÎÇÇ ÐËÊÍËØ, ÃÑÎÇÇ ÍÓÂÔÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂÛÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐË
ÑÚÇÄËÆÐÑ ÐÖÉÆÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÃÞÕß ÑÃÔÖÉÆÇÐÐÑÌ Ä
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ Ä ÔÄâÊË Ô ÂÐÂÎËÊÑÏ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ
ÄÔÇÎÇÐÐÞØ. ±ÑÔÎÇÆÖáÜÂâ ÆËÔÍÖÔÔËâ âÄÎâÇÕÔâ ÚËÔÕÑ
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ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÌ Ë ÒÓÇÆÐÂÊÐÂÚÇÐÂ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ
ÔÕËÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÃÑÎÇÇ ÏÖÆÓÞÇ ÏÞÔÎË ÒÑ àÕÑÏÖ ÒÑÄÑÆÖ".

³ÂÏÑÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË, âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÄÂÉÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ªÏÇÐÐÑ
àÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÐÂÎËÚËÇ ÅÓÂÐËÙÞ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ
ÄÓÇÏÇÐË. ´ÂÍÂâ ÅÓÂÐËÙÂ Ô ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕßá ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÇ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ×ËÊËÚÇÔÍË
ÐÇÒÓËÇÏÎÇÏÑ. ±ÑàÕÑÏÖ ÎáÃÂâ ÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÑÎÇÄÂâ
ÕÇÑÓËâ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÑÎÉÐÂ ÒÓËÐâÕß àÕÑ
ÑÃÜÇÇ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÍÂÍ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÒÓËÐÙËÒ.

5. ¯ÂÃÎáÆÂÇÏÑ ÎË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ?

´ÇÒÇÓß ÑÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ ÄÑÒÓÑÔÇ: ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑ ÎË Ä
ÒÓËÐÙËÒÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ? ¥Îâ àÕÑÌ ÙÇÎË
ÊÂÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) Ä ×ÑÓÏÇ

m 2

2
gmn � 8pG

�
Tmn ÿ 1

2
gmnT

�
ÿ Rmn �m 2

2
gmn :

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔÑÆÇÓÉÂÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ
ÓËÏÂÐÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ë ÄÇÎËÚËÐÞ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÜÇÔÕÄÂ Ä àÕÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

£ÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÕÇÒÇÓß ÕÇÑÓÇÏÑÌ £ÇÌÎâ ë­ÑÓÇÐÙÂ ë
±ÇÕÓÑÄÂ [11], ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ, "©ÐÂâ ... ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÔÇØ
ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÞØ Ë ÄÔÇØ ËÊÑÕÓÑÒÐÞØ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ ÎËÐËÌ,
ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ". °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÖÕÇÏ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ËÊÖÚÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ Ë ÔÄÇÕÂ Ä
ÓËÏÂÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÏÑÉÐÑ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß
ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ gmn à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÓËÏÂÐÑÄÂ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÂ. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÆÂÎÇÇ gmn Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ®ËÐÍÑÄ-
ÔÍÑÅÑ. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄËÕß ÒÇÓÇØÑÆ Ä ËÐÇÓÙËÂÎßÐÖá
ÅÂÎËÎÇÇÄÖ ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ´ÂÍ ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ
®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑ.

©ÆÇÔß ÖÏÇÔÕÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË ÔÎÑÄÂ £.¡. ¶ÑÍÂ [12]: "¬ÂÍ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÕß ÒÓâÏÖá: ÍÂÍ ÎÖÚ ÔÄÇÕÂ ËÎË ÍÂÍ
ÒÓâÏÖá Ä ÕÑÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
ÆÇÍÂÓÕÑÄÞÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË ÔÎÖÉÂÕ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x1; x2; x3? ¯ÂÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÇÆËÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÂÄËÎßÐÞÏ ÄÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ¶ÂÍÕËÚÇÔÍË ÏÞ
ËÏ Ë ÒÑÎßÊÑÄÂÎËÔß, ÍÑÅÆÂ ÅÑÄÑÓËÎË Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÎÖÚ ÔÄÇÕÂ
ÄÃÎËÊË ³ÑÎÐÙÂ ËÏÇÇÕ ×ÑÓÏÖ ÅËÒÇÓÃÑÎÞ, ì Ë ÆÂÎÇÇ ÒÑ
àÕÑÏÖ ÒÑÄÑÆÖ, ì ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ, ÚÕÑ ÒÓâÏÂâ, ÍÂÍ ÎÖÚ
ÔÄÇÕÂ, ÃÑÎÇÇ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÂ, àÕÑ ÐÇ ËÏÇÇÕ
ÐËÍÂÍÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ: Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâØ ÓÇÛÂáÜËÏ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇ
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÂâ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÔÕß, Â ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÒÓË-
ÓÑÆÇ, ØÑÕâ ÃÞ àÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ Ë ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÎÑÔß
ÒÖÕÇÏ ÍÑÔÄÇÐÐÞØ ÖÏÑÊÂÍÎáÚÇÐËÌ".

ªÐÇÓÙËÂÎßÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆËÏ,
ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÄÇÜÇÔÕÄÂ ÄÑ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ²´¤ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ËÐÇÓÙËÂÎßÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

6. ¿ÄÑÎáÙËâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ

6.1. µÓÂÄÐÇÐËâ àÄÑÎáÙËË ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ
£ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÓÄÂÎ Ä
à××ÇÍÕËÄÐÑÏ ÓËÏÂÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ Ä ÏÇÕÓËÍÇ ¶ÓËÆÏÂÐÂ ë ²ÑÃÇÓÕÔÑÐÂ ëµÑÎ-
ÍÇÓÂ:

ds 2 � c 2U�t� dt 2 ÿ V�t�
�

dr 2

1ÿ kr 2
� r 2�dy 2 � sin2 y df 2�

�
;

�83�

ËÐÕÇÓÄÂÎ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

ds 2 � c 2 dt 2 ÿ dr 2 ÿ r 2�dy 2 � sin2 y df 2� : �84�

µÓÂÄÐÇÐËâ (1), (2) ²´¤ ÊÂÒËÛÇÏ Ä ×ÑÓÏÇ

m 2

2
gmn � 8pG

�
Tmn ÿ 1

2
gmnT

�
ÿ Rmn �m 2

2
gmn ; �85�

qm~g mn � g nls~g ls � 0 : �86�

µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ

g 122 � ÿr ; g 133 � ÿr sin2 y ; g 212 � g 313 � rÿ1 ;

g 233 � ÿ sin y cos y ; g 323 � cot y ;

~g 00 � V 3=2Uÿ1=2�1ÿ kr 2�ÿ1=2r 2 sin y ; �87�
~g 11 � ÿV 1=2U 1=2�1ÿ kr 2�1=2r 2 sin y ;
~g 22 � ÿV 1=2U 1=2�1ÿ kr 2�ÿ1=2 sin y ;
~g 33 � ÿV 1=2U 1=2�1ÿ kr 2�ÿ1=2�sin y�ÿ1 ;

ÖÓÂÄÐÇÐËâ (86) ÆÎâ n � 0 Ë n � 1 ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

d

dt

�
V

U 1=3

�
� 0 ; �88�

ÿ d

dr

��1ÿ kr 2�1=2r 2�� 2�1ÿ kr 2�ÿ1=2r � 0 : �89�

¥Îâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ n � 2 Ë n � 3 ÖÓÂÄÐÇÐËâ (86) ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ
ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (88) Ë (89) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

V

U 1=3
� const � b 4 6� 0 ; k � 0 : �90�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ²´¤
ÒÑÎÐÂâ, ÑÐÂ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ °´°, Í
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá: ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
(ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ) ÅÇÑÏÇÕÓËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ.

±ÑÎÂÅÂâ

a2 � U 1=3 ; �91�

ÒÑÎÖÚÂÇÏ

ds 2 � b 6

�
c 2 dt 2g ÿ

�
a

b

�2

�dr 2 � r 2 dy 2 � r 2 sin2 y df 2�
�
:

�92�
©ÆÇÔß ÄÇÎËÚËÐÂ

dtg �
�
a

b

�3

dt �93�

ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÕÇÏÒ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË Ä ÒÓËÔÖÕ-
ÔÕÄËË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ËÐÇÓÙËÂÎß-
ÐÞÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ t. °ÃÜËÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÌ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÏÐÑÉË-
ÕÇÎß b 6 Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ds 2 ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕ ÍÂÍ
ÄÓÇÏâ, ÕÂÍ Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ. °Ð ÑÕÓÂ-
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ÉÂÇÕ ÆËÐÂÏËÍÖ ÓÂÊÄËÕËâ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÅÎÑÃÂÎßÐÑ, ÍÂÍ
ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇÐËâ. £ÓÇÏâ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÇÎË-
ÚËÐÑÌ dt ÍÂÍ ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÑÌ ÚÂÔÕßá ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ds 2:

dt � b 3 dtg � a 3 dt ; �94�
ds 2 � c 2 dt 2 ÿ b 4a 2�t��dr 2 � r 2 dy 2 � r 2 sin2 y df 2� : �95�
´ÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÄÇÜÇÔÕÄÂ Ä à××ÇÍÕËÄÐÑÏ

ÓËÏÂÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Tmn � �r� p�UmUn ÿ gmnp ; �96�

ÅÆÇ r Ë p ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ë ÆÂÄÎÇÐËÇ
ÄÇÜÇÔÕÄÂ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÇÅÑ ÒÑÍÑâ, Â Um ì ÇÅÑ ÔÍÑÓÑÔÕß.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ (95) g0i Ë R0i ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá, ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (85) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

T0i � 0 i Ui � 0 : �97�

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÌ
ËÐÕÇÓÄÂÎÑÏ (84), ÄÇÜÇÔÕÄÑ ÒÓË àÄÑÎáÙËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ
ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÒÑÍÑâ. ¯ÇÒÑÆÄËÉÐÑÔÕß ÄÇÜÇÔÕÄÂ
Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ (ÑÕÄÎÇÍÂâÔß ÑÕ
ÒÇÍÖÎâÓÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÅÂÎÂÍÕËÍ) Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÔÏÞÔÎÇ
ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÓÂÐÐËÏ (ÆÑ×ÓËÆÏÂÐÑÄÔÍËÏ) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâÏ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ñ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ.

´ÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ "ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ", ÐÂÃÎáÆÂÇ-
ÏÑÇ ÒÑ ÍÓÂÔÐÑÏÖ ÔÏÇÜÇÐËá, ÄÞÊÄÂÐÑ ÐÇ ÆÄËÉÇÐËÇÏ
ÄÇÜÇÔÕÄÂ, Â ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ
ÒÑÎâ. ¿ÕÑ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ, ÍÑÅÆÂ ÖÒÑ-
ÕÓÇÃÎâÇÕÔâ ÒÓËÐâÕÞÌ ÕÇÓÏËÐ "ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ".

±ÓË ÑÒËÔÂÐËË ËÐÕÇÓÄÂÎÂ (95) Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË t
ËÐÕÇÓÄÂÎ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ (84)
ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

ds 2 � c 2

a 6
dt 2 ÿ dr 2 ÿ r 2�dy 2 � sin2 y df 2� : �98�

¯Â ÑÔÐÑÄÂÐËË (95) Ë (98), ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ

R00 � ÿ3 �a

a
; R11 � b 4�a�a� 2 _a 2� ; �99�

T00 ÿ 1

2
g00T � 1

2
�r� 3p� ;

�100�
T11 ÿ 1

2
g11T � 1

2
b 4a 2�rÿ p� ;

ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (85) ÆÎâ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ ÒÑÎÖÚËÏ

1

a

d2a

dt 2
� ÿ 4pG

3

�
r� 3p

c 2

�
ÿ 1

6
�mc�2

�
1ÿ 1

a 6

�
; �101��

1

a

da

dt

�2

� 8pG
3

r�t� ÿ 1

12
�mc�2

�
2ÿ 3

a 2b 4
� 1

a 6

�
: �102�

£ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÇÜÇÔÕÄÂ Ë ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (101), (102) ËÏÇáÕ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ: a � b � 1,
Õ.Ç. àÄÑÎáÙËË ÒÖÔÕÑÌ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÐÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ë à××ÇÍ-
ÕËÄÐÑÇ ÓËÏÂÐÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÑÏ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÓÂÊÄËÄÂÇÏÑÌ
ÕÇÑÓËË ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÂÃÔÑÎáÕÐÑÇ ÊÐÂ-
ÚÇÐËÇ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ a. ±ÓË m � 0 ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(101) Ë (102) ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ¶ÓËÆÏÂÐÂ ÆÎâ
àÄÑÎáÙËË ÒÎÑÔÍÑÌ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ. °ÆÐÂÍÑ ÐÂÎËÚËÇ ÚÎÇÐÑÄ Ô

m 6� 0 ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÏÇÐâÇÕ ØÂÓÂÍÕÇÓ àÄÑÎáÙËË ÒÓË
ÏÂÎÞØ Ë ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ.

±ÑâÄÎÇÐËÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (101) Ë (102) ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ
ÚÎÇÐÑÄ ÒÓË m 2 6� 0 (Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÚÎÇÐÑÄ � m 2=a 6)
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÓÂÊÐÞÏ ØÑÆÑÏ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t Ë
×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t (94). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÅÓÂÄËÕÂÙËâ
ÄÎËâÇÕ ÐÂ ØÑÆ ÄÓÇÏÇÐË, ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ ÚÎÇÐÞ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËÏË, ÚÕÑÃÞ ÒÑÄÎËâÕß ÐÂ ØÂÓÂÍÕÇÓ
àÄÑÎáÙËË Ä ÔËÎßÐÞØ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞØ ÒÑÎâØ (ÐÇÔÏÑÕÓâ
ÐÂ ÏÂÎÑÔÕß ÏÂÔÔÞ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ). ªÏÇÐÐÑ ËÊ-ÊÂ ËÊÏÇÐÇÐËâ
ØÑÆÂ ÕÇÚÇÐËâ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË Ä ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ
ÒÑÎÇ Ë ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÔËÎÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÑâÄÎâáÕÔâ ÍÂÍ ÔËÎÞ
ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ ÒÓË ÔÉÂÕËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ËÎË ÍÂÍ ÔËÎÞ
ÒÓËÕâÉÇÐËâ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÕÂÆËË ÓÂÔÛËÓÇÐËâ. ±ÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎßÐÑÔÕß ÚÎÇÐÑÄ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (101), (102)
ÍÄÂÆÓÂÕÖ ÏÂÔÔÞ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ì àÕÑ ÒÓÑâÄÎÇÐËÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ
ÕÑÎßÍÑ ÒÓË m 2 6� 0 à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÓËÏÂÐÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ
ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÔÄâÊß Ô ÃÂÊÑÄÞÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ.

6.2. °ÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ªÊ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÇÐÊÑÓÂ
àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ~Tmn � �������ÿgp

T mn

Hm ~T mn � qm ~Tmn � Gn
ab

~T ab � 0

(ÅÆÇ Hm ì ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ, Â Gn
ab ì ÔËÏÄÑÎÞ

¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ Ä ÓËÏÂÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ), ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ
ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (1), (2), Ë ÄÞÓÂÉÇÐËâ (96) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

ÿ 1

a

da

dt
� 1

3�r� p=c 2�
dr
dt

: �103�

¥Îâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÄÇÜÇÔÕÄÂ p � f �r� ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
(103) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÜÇÔÕÄÂ ÑÕ
ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ. £ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

p

c 2
� or ;

àÕÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÆÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

r � const

a 3�o�1� :

¥Îâ ØÑÎÑÆÐÑÌ ÏÂÕÇÓËË, ÄÍÎáÚÂáÜÇÌ ÕÇÏÐÖá ÏÂÔÔÖ Ë
ÏÂÔÔÖ ÃÂÓËÑÐÑÄ, oCDM � ÿ1; ÆÎâ ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË or � 1=3 Ë ÆÎâ ÍÄËÐÕàÔÔÇÐÙËË oq � ÿ1� n, n < 2=3.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÜÇÔÕÄÂ Ä ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâØ (101) Ë (102) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

r � ACDM

a 3
� Ar

a 4
� Aq

a 3n ; �104�

ÅÆÇ ACDM, Ar Ë Aq ì ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ
(104) ÒÓË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
�a5 1� ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑ-ÆÑÏËÐÂÐÕÐÂâ ÔÕÂÆËâ
àÄÑÎáÙËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ:

r � rr �
Ar

a 4
:

°ÃÓÂÜÂâÔß Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (102), ÏÑÉÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓË
a5 1 ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô
ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ ÓÂÔÕÇÕ ÒÑ ÏÑÆÖÎá
ÍÂÍ 1=a 6. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÎÇÄÂâ ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑÎÑÉË-

6 µ¶¯, Õ. 176, å 11

´. 176, å 11] ³¡®°°¤²¡¯ª¹¦¯ª¦ ¤²¡£ª´¡¸ª°¯¯°¤° ±°­Á ª ¦¤° ²°­¾ £° £³¦­¦¯¯°« 1217



ÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÂâ, ÆÑÎÉÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÏËÐËÏÂÎß-
ÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ

amin � mc

�32pGAr�1=2
�
�

m 2c 2

32pGrmax

�1=6

: �105�

¯ÂÎËÚËÇ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ
(105) ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓÑÙÇÔÔ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ÕÇÚÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐË
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÒÓË ÔÉÂÕËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÑÔÕÂ-
ÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÇ ÏÑÉÇÕ
ÔÄÑËÏ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÑÔÕÂÐÑÄËÕß ÕÇÚÇÐËÇ ÄÓÇÏÇÐË.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÏÂÔÔÇ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ, Â ÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÑ, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÐÂÎËÚËá à××ÇÍÕËÄÐÞØ ÔËÎ, ÔÄâÊÂÐ-
ÐÞØ Ô ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË, ÖÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÍÑÔÏÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß Ë ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ Ô
ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ (105). ªÏÇÐÐÑ
ÊÆÇÔß ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÖÆËÄËÕÇÎßÐÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ: ÔÑÊÆÂÄÂÕß Ä ÔËÎßÐÞØ ÒÑÎâØ ÔËÎÞ ÑÕÕÂÎÍËÄÂ-
ÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂáÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÔÉÂÕËâ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ
Ë ÆÂÎÇÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÕ ÇÇ ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÇ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ.

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÔÑÃÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÑÃÞÚÐÑ ÖÒÑÕÓÇÃÎâÇÏÞÇ
ÔÎÑÄÂ "ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÇ ÔËÎÞ ÔÉÂÕËâ", "ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÇ
ÔËÎÞ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ" ÑÊÐÂÚÂáÕ, ÚÕÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ Ë ÖÃÞÄÂ-
ÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë ÆÂÄÎÇÐËâ ÄÇÜÇÔÕÄÂ ÄÑ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ ÐÇ ÊÂ ÔÚÇÕ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÆÂÄÎÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÅÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÕ, Â ÊÂ ÔÚÇÕ ËÊÏÇÐÇÐËâ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÑÃÝÇÏÂ,
ÊÂÐËÏÂÇÏÑÅÑ ÆÂÐÐÑÌ ÏÂÔÔÑÌ, ÒÑÆ ÄÎËâÐËÇÏ ÆÇÌÔÕÄËâ
ËÊÏÇÐâáÜÇÅÑÔâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

¯Â ÑÔÐÑÄÂÐËË (101) Ë (105) ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ
ÖÔÍÑÓÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ âÄËÎÑÔß "ÕÑÎÚÍÑÏ" Í ÓÂÔÛËÓÇÐËá
£ÔÇÎÇÐÐÑÌ. °ÐÑ ÓÂÄÐÑ

1

a

d2a

dt 2

����
t� 0

� 8pG
3

rmax ;

Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ²´¤ Ä ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑ-ÆÑÏËÐÂÐÕÐÑÌ
ÔÕÂÆËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ Ä ÒÇÓËÑÆ ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÛËÓÇÐËâ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓÇÆÛÇÔÕÄÖÇÕ ×ÓËÆÏÂÐÑÄÔÍÑÌ ÔÕÂÆËË ÓÂÔÛËÓÇ-
ÐËâ, ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ ÃÖÆÇÕ ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ Ë ÒÓË
t � 0

R � ÿ 16pG
c 2

rmax ;

ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ Ä °´° ÑÐÂ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. ¬ÑÅÆÂ ÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ
×ÂÍÕÑÓ

a 2�t� � 3

2
a 2
min ;

ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ·ÂÃÃÎÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ:

Hmax � 3ÿ2�32pGrmax�1=2 ;

ÒÓË àÕÑÏ ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ

R � ÿ
�
2

3

�3
16pGrmax

c 2
;

Â ËÐÄÂÓËÂÐÕ

RrlmnR
rlmn � 8� 3ÿ7

�
32pG
c 2

rmax

�2

:

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ R Ë ËÐÄÂÓËÂÐÕ RrlmnR
rlmn

ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ rmax, ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÅÑ ÓÑÉÆÇ-

ÐËâ ÅÓÂÄËÕÑÐÑÄ Ä ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑ-ÆÑÏËÐÂÐÕÐÑÌ ÔÕÂÆËË. ´ÂÍ
ÏÑÉÇÕ ÄÑÊÐËÍÐÖÕß ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÌ ÓÇÎËÍÕÑÄÞÌ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÞÌ ×ÑÐ ÐÇÕÇÒÎÑÄÑÅÑ ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËâ.

6.3. ¯ÇÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÅÑ
"ÓÂÔÛËÓÇÐËâ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ"
²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ fmn ÍÂÍ ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ
ÒÑÎÇ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÕÓÇÃÑ-
ÄÂÕß ÔÑÃÎáÆÇÐËâ ÒÓËÐÙËÒÂ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ,
ÚÕÑ ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÍÑÐÖÔ Ä à××ÇÍÕËÄÐÑÏ ÓËÏÂÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ ÆÑÎÉÇÐ ÎÇÉÂÕß ÄÐÖÕÓË ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÍÑÐÖÔÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ, Õ.Ç. ÆÎâ ds 2 � 0 ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÕÓÇÃÑ-
ÄÂÐËÇ ds 2 5 0. ©ÂÒËÔÂÄ ds 2 Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ

ds 2 � c 2 dt 2 ÿ �dr 2 � r 2 dy 2 � r 2 sin2 y df 2� �106�

Ë ÑÒÓÇÆÇÎËÄ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÚÂÔÕß ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ËÊ
ÖÔÎÑÄËâ ds 2 � 0, ËÏÇÇÏ

ds 2 � c 2 dt 2
�
1ÿ a 4

b 4

�
5 0 ;

Õ.Ç.

�a 4 ÿ b 4�4 0 : �107�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ a ÑÅÓÂÐËÚÇÐ ÖÔÎÑ-
ÄËÇÏ a4b, ÒÑàÕÑÏÖ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÒÓËÐâÕß ÇÅÑ
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ

amax � b :

±ÓË ÕÂÍÑÏ ÄÞÃÑÓÇ amax ÕÇÏÒ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË dtg Ä ÕÑÚÍÇ
ÑÔÕÂÐÑÄÍË ÓÂÔÛËÓÇÐËâ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÓÂÄÐÞÏ
ÕÇÏÒÖ ØÑÆÂ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ, ØÑÕâ ÄÕÑÓÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ �a, Â ÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, Ë ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ R ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ. °Õ
àÕÑÌ ÕÑÚÍË ËÆÇÕ ÔÉÂÕËÇ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÔËÎ ÒÓËÕâÉÇÐËâ Ë
ÃÖÆÇÕ ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÊÂÏÇÆÎÇÐËÇ ÕÇÏÒÂ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË dtg
ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÕÑÚÍË ÑÔÕÂÐÑÄÍË ÔÉÂÕËâ, ÍÑÅÆÂ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ
ÖÉÇ ÔËÎ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ ÐÂÚÐÇÕÔâ ÑÃÓÂÕÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÖÔÍÑ-
ÓÇÐËâ ÕÇÏÒÂ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË dtg ÆÑ ÕÇÏÒÂ ØÑÆÂ ËÐÇÓÙËÂÎß-
ÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ. ªÏÇÐÐÑ ÄÔÇ
àÕË ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÔÎÇÆÔÕÄËâ Ô ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕßá ÕÓÇÃÖáÕ
ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÖÔÎÑÄËâ amax � b . ¬ÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ ÆÂÎÇÇ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎ 6.7), ÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ b ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂ-
ÎÑÏ ÆÄËÉÇÐËâ.

µÔÎÑÄËÇ (107) ÐÇ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÅÑ ÓÑÔÕÂ
ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, Õ.Ç. ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐ-
ÐÑÅÑ "ÓÂÔÛËÓÇÐËâ" £ÔÇÎÇÐÐÑÌ (Ä ÖÍÂÊÂÐÐÑÏ ÄÞÛÇ ÔÏÞÔ-
ÎÇ). °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÂÏÂ £ÔÇÎÇÐÐÂâ ÒÓË àÕÑÏ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÂ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÂÆËÂÎßÐÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË
04 r41.

6.4. ¿ÄÑÎáÙËâ ÓÂÐÐÇÌ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ
£ ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑ-ÆÑÏËÐÂÐÕÐÑÌ ÔÕÂÆËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ �r � rr�
ÒÓË a5 1 ÖÓÂÄÐÇÐËâ (101), (102) ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ�

1

x
dx
dt

�2

� 1

t 2r

�
1ÿ 1

x 2

�
1

x 4
; �108�

1

x
d2x
dt 2
� 1

t 2r

�
2

x 2
ÿ 1

�
1

x 4
; �109�
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ÅÆÇ

x � a�t�
amin

; tr �
�

3

8pGrmax

�1=2

:

²ÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (108) âÄÎâÇÕÔâ

t
tr
� 1

2

n
x�x 2 ÿ 1�1=2 � ln

�
x� �x 2 ÿ 1�1=2�o : �110�

±ÓË xÿ 15 1 �t5 tr�

a ' amin

"
1� 1

2

�
t
tr

�2

ÿ 7

24

�
t
tr

�4
#
:

³ÍÎÂÆÞÄÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (108) Ë (109), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

�a

a
�
�

_a

a

�2

� �mc�2
12a 6

;

ÅÆÇ _a � da=dt.
£ °´° ÎÇÄÂâ ÚÂÔÕß àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑ-

ÆÑÏËÐÂÐÕÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÕÑÚÐÑ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, Â ÒÑàÕÑÏÖ
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÕÂÆËâ ¶ÓËÆÏÂÐÂ, ÍÑÅÆÂ ÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ
×ÂÍÕÑÓ a�t� ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ t 1=2. £
²´¤ ÔÑÅÎÂÔÐÑ àÕÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ Ä ÓÂÆËÂ-
ÙËÑÐÐÑ-ÆÑÏËÐÂÐÕÐÑÌ ×ÂÊÇ "ÆÑ×ÓËÆÏÂÐÑÄÔÍÂâ" ÔÕÂÆËâ
ÓÂÊÄËÕËâ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ, ÅÆÇ ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ

R � ÿ 1

2
�mc�2 1

a 6
:

±ÓË àÕÑÏ ÅÑÓËÊÑÐÕ ÚÂÔÕËÙ ÓÂÄÇÐ

Rpart�t� � a�t�
� t

0

c dt 0

a�t 0� ' ct
�
1� 1

3

t 2

t 2r

�
:

µÔÍÑÓÇÐÐÑÇ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (109), ÆÑ
ÊÐÂÚÇÐËÌ x � ���

2
p

(Õ.Ç. a � ���
2
p

amin) ÊÂ ÄÓÇÏâ

tin � tr
1

2

� ���
2
p
� ln �1�

���
2
p
�� ' 1;15tr :

£ÇÎËÚËÐÂ _a=a ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÔÄÑÇÅÑ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
� _a=a�max � 2=3

���
3
p

tr ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÓÂÐßÛÇ: ÒÓË a=amin �
��������
3=2

p
Ë ÒÓË t � 0;762 tr. ¢ÑÎßÛÑÇ ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÒÓË ÓÑÔÕÇ ÏÂÔ-
ÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ ÑÕ ÇÅÑ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
��a=a�0 � 1=t 2r ÔÄâÊÂÐÑ Ô à××ÇÍÕËÄÐÞÏË ÔËÎÂÏË, ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜËÏË ËÊ-ÊÂ ÓÂÊÎËÚËâ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË t Ë t (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (94)),
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËË. ªÏÇÐÐÑ àÕË ÔËÎÞ
ÄÞÊÄÂÐÞ ÚÎÇÐÑÏ m 2=a 6 Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (101), (102). ±ÓË
t > tin ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÔÏÇÐâÇÕÔâ ÊÂÏÇÆÎÇÐËÇÏ. ±ÓË x4 1
ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ (110) ÄÞØÑÆËÕ ÐÂ ×ÓËÆÏÂÐÑÄÔÍËÌ ÓÇÉËÏ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑ-ÆÑÏËÐÂÐÕÐÑÌ ÔÕÂÆËË

a�t� � amin x ' amin

�
2t
tr

�1=2

Ë ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÓÇÉËÏÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË

r ' rr�t� �
3

32pGt 2
; t4 tr : �111�

¥Îâ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ Ä ÒÇÓÄÞÇ ÔÇÍÖÐÆÞ ÒÑÔÎÇ ÐÂÚÂÎÂ
ÓÂÔÛËÓÇÐËâ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÇÓÄËÚÐÑÅÑ ÐÖÍÎÇÑÔËÐÕÇÊÂ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ ÄÇÎËÚËÐÂ tr 9 10ÿ2 Ô. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ

àÕÑÏÖ ÕÓÇÃÑÄÂÐËá ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ rmax ÆÑ-
ÄÑÎßÐÑ ÔÎÂÃÑÇ:

rmax > 2� 1010 g smÿ3 :

©ÐÂÚÇÐËÇ rmax ÒÓË àÐÇÓÅËâØ kT ' 1 ´à£, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËØ àÎÇÍÕÓÑÔÎÂÃÑÌ ÛÍÂÎÇ, Ë ÒÓË ÖÚÇÕÇ ÄÔÇØ ÔÕÇÒÇÐÇÌ
ÔÄÑÃÑÆÞ ÎÇÒÕÑÐÑÄ, ÍÄÂÓÍÑÄ Ë Õ.Æ. ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ

rmax ' 1031 g smÿ3 ;

Â ÐÂ ÛÍÂÎÇ £ÇÎËÍÑÅÑ ÑÃÝÇÆËÐÇÐËâ kT ' 1015 ¤à£

rmax ' 1079 g smÿ3 :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ a ÐÇ
ÏÑÉÇÕ ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Ä ÐÖÎß, àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ²´¤
ÐËÍÂÍÑÅÑ¢ÑÎßÛÑÅÑ ÄÊÓÞÄÂ ÄÑ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÐÇ ÏÑÅÎÑ ÃÞÕß. £
ÒÓÑÛÎÑÏ ÄÔáÆÖ ÄÑ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÄÇÜÇÔÕÄÑ ÐÂØÑÆËÎÑÔß Ä
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÃÑÎßÛÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë
ÄÞÔÑÍÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ, ÊÂÕÇÏ ÑÐÑ ÓÂÊÄËÄÂÎÑÔß ÕÂÍ, ÍÂÍ
ÑÒËÔÂÐÑ ÄÞÛÇ.

6.5. ±ÑÎÐÂâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÜÇÔÕÄÂ
Ë ÏÂÔÔÂ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ
±ÖÔÕß a0 ì ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ÏÐÑÉË-
ÕÇÎâ, Â r 0

c ì ÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß, ÔÄâÊÂÐÐÂâ Ô ÔÑÄÓÇ-
ÏÇÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ·ÂÃÃÎÂ

H �
�
1

a

da

dt

�
0

ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

H 2 � 8pG
3

r 0
c :

£ÄÑÆâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá

x � a

a0

Ë ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ

O 0
r �

r 0
r

r 0
c

; O 0
m �

r 0
m

r 0
c

; O 0
q �

r 0
q

r 0
c

;

Ô ÖÚÇÕÑÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (104) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(101), (102) Ä ÄËÆÇ�

1

x

dx

dt

�2

� H 2

�
O 0

r

x 4
� O 0

m

x 3
� O 0

q

x 3n ÿ
f 2

6

�
1ÿ 3

2b 4a 2
� 1

2a 6

��
;

�112�
1

x

d2x

dt 2
� ÿH 2

2

�
2O 0

r

x 4
� O 0

m

x 3
ÿ 2

�
1ÿ 3n

2

�
O 0

q

x 3n�

� f 2

3

�
1ÿ 1

a 6

��
; �113�

ÅÆÇ

f � mc

H
� mgc

2

�hH
: �114�

¥Îâ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐ ÒÓË a0 4 1 ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ (112) ÆÂÇÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

1 � O 0
tot ÿ

f 2

6
;

6*
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Õ.Ç. ÒÑÎÐÂâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß

O 0
tot �

r 0
tot

r 0
c

� O 0
r � O 0

m � O 0
q � 1� f 2

6
: �115�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, £ÔÇÎÇÐÐÂâ, ÑÃÎÂÆÂáÜÂâ (ÒÑ ²´¤) ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÇÌ, ÆÑÎÉÐÂ ËÏÇÕß
O 0

tot > 1, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ Ä ÕÇÑÓËâØ Ô ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÞÏ
ËÐ×ÎâÙËÑÐÐÞÏ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇÏ, ÒÓËÄÑÆâÜËÏ Í ÒÎÑÔÍÑÌ
ÅÇÑÏÇÕÓËË, ÆÑÎÉÐÑ Ô ÃÑÎßÛÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá �� 10ÿ3 ë 10ÿ5�
ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÖÔÎÑÄËÇ O 0

tot � 1. µÓÂÄÐÇÐËÇ (115) ÒÓÇÆÑÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÙÇÐËÕß ÏÂÔÔÖ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÒÑ ÐÑÄÇÌ-
ÛËÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÏ ËÊÏÇÓÇÐËâÏ O 0

tot Ë H.

6.6. £ÇÓØÐËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÐÂ ÏÂÔÔÖ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ
°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ËÔØÑÆâ ËÊ
ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÖÅÎÑÄÑÌ ÂÔËÏÏÇÕÓËË ÏËÍÓÑÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÓÇÎËÍÕÑÄÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ (³®£), ÔËÔÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÔÓÇÆÐÇÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá O 0

tot > 1. ¿ÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÔâ ÍÂÍ Í
ÒÇÓÄÞÏ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÞÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÏ COBE [13],
Maxima-1 [14] Ë Boomerang-98 [15], ÔÑÄÏÇÔÕÐÂâ ÑÃÓÂ-
ÃÑÕÍÂ ÍÑÕÑÓÞØ [16] ÆÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ O 0

tot � 1;11� 0;07, ÕÂÍ
Ë Í ÒÓÇÄÑÔØÑÆÐÞÏ ÆÂÐÐÞÏ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂWMAP [17 ë 19],
ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÆÐË (ÃÇÊ ÒÓËÄÎÇÚÇÐËâ ÆÂÐÐÞØ ÒÑ ÐÂÃÎáÆÇÐËá
ÔÄÇÓØÐÑÄÞØ SN1a [20, 21] Ë ÍÂÕÂÎÑÅÂ ÅÂÎÂÍÕËÍ
(2dFGRS [22] Ë SDSS [23]) ÆÂáÕ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÊÐÂÚÇÐËâ

O 0
tot � 1;095�0;094ÿ0;144 i O 0

tot � 1;086�0;057ÿ0;128 :

£ ÒÓÇÆÇÎÂØ ÑÛËÃÑÍ àÕË ÊÐÂÚÇÐËâ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÐÇ ÒÓÑ-
ÕËÄÑÓÇÚÂÕ ÊÐÂÚÇÐËá O 0

tot � 1, ÄÞÕÇÍÂáÜÇÏÖ ËÊ ÏÑÆÇÎË
ËÐ×ÎâÙËË, ÑÆÐÂÍÑ ÑÐË ÏÑÅÖÕ ÖÍÂÊÞÄÂÕß Ë ÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÑ-
ÄÂÐËÇ ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÏÂÔÔÞ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâÏ (114), (115). £Ñ ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÄÊâÕß ÊÐÂÚÇÐËÇ
O 0

tot � 1;3, ÃÑÎÇÇ ÚÇÏ ÐÂ 2s ÒÓÇÄÞÛÂáÜÇÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇ O 0

tot, ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ËÊ (114), (115) Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá 95%
ÄÇÓØÐËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÐÂ ÏÂÔÔÖ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ. £ÇÎËÚËÐÖ f ËÊ (114)
ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÂÔÔÞ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ Í
ÄÇÎËÚËÐÇ

mH � �hH

c 2
� 3;80� 10ÿ66 h ;

ÍÑÕÑÓÖá ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÐÂÊÄÂÕß "ÏÂÔÔÑÌ ·ÂÃÃÎÂ". ±ÓË
f 2=6 � 0;3 ÄÇÓØÐËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÐÂ ÏÂÔÔÖ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÔÑÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ [24]

mg 4 1;34mH � 5;1� 10ÿ66 h ;

ËÎË ÒÓË h � 0;70

mg < 3;6� 10ÿ66 g : �116�
¬ÑÏÒÕÑÐÑÄÔÍÂâ ÆÎËÐÂ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÓÂÄÐË-
ÏÑÌ Ô ØÂÃÃÎÑÄÔÍËÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ c=H:

�h

mgc
4 0;75

c

H
:

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÂÐÇÇ ÑÙÇÐÍË ÄÇÓØÐÇÅÑ ÒÓÇÆÇÎÂ ÐÂ ÏÂÔÔÖ
ÅÓÂÄËÕÑÐÂ ÃÞÎË ÑÔÐÑÄÂÐÞ ÐÂ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÏÂÔÔÞ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ
ÆÑÎÉÇÐ ËÏÇÕß ×ÑÓÏÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÀÍÂÄÞ. ªÔØÑÆâ ËÊ
ÂÐÂÎËÊÂ ÆËÐÂÏËÍË ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ ÅÂÎÂÍÕËÍ Ë ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄ-
ÐÞØ ÑÙÇÐÑÍ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ (� 580 ÍÒÔ), ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÇÜÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÂâ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÅÂÎÂÍÕËÍÂÏË Ä
ÍÎÂÔÕÇÓÂØ, Ä ÓÂÃÑÕÂØ [25, 26] ÒÑÎÖÚËÎË ÄÇÓØÐËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÐÂ

ÏÂÔÔÖ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ

mg < 2� 10ÿ62 g :

¯ÂÛÂ ÑÙÇÐÍÂ (116) ÃÑÎÇÇ ÚÇÏ Ä 5000 ÓÂÊ ÖÔËÎËÄÂÇÕ
ÖÍÂÊÂÐÐÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä ÔÇÃâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÔÎÂÃÑÅÑ ÅÓÂÄË-
ÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÇÇÕ ×ÑÓÏÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÀÍÂÄÞ, ÐÑ Ë
ÑÃÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÅÓÂÄËÕÂÙËË (1), (2), ÔÑÅÎÂÔÖáÜËÇÔâ ÔÑ
ÄÔÇÏË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏË âÄÎÇÐËâÏË Ä³ÑÎÐÇÚÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
Ë ÒÓËÏÇÐËÏÞÇ ÍÑ ÄÔÇÌ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ, Õ.Ç. ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ
ÒÑÓâÆÍÂ c=H ' 1028 ÔÏ, Ä 5000 ÓÂÊ ÃoÂ ÎßÛËØ, ÚÇÏ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËâ ÏÇÉÆÖ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÞÏË ÅÂÎÂÍÕËÍÂÏË Ä
ÍÎÂÔÕÇÓÂØ.

6.7. ªÐÕÇÅÓÂÎ àÄÑÎáÙËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ
Ë ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ
£ÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (103), ÏÑÉÐÑ ËÔÍÎá-
ÚËÕß ÆÂÄÎÇÐËÇ p Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (101) Ë ÒÓËÄÇÔÕË ÇÅÑ Í ÄËÆÖ

1

a

d2a

dt 2
� 4pG

3

�
a
dr
da
� 2r

�
ÿ 1

6
�mc�2

�
1ÿ 1

a 6

�
;

Â Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÊÂÒËÔÂÕß ÇÅÑ Ä ×ÑÓÏÇ

d2a

dt 2
� dV

da
� 0 ; �117�

ÅÆÇ

V � ÿ 4pG
3

a 2r� �mc�2
12

�
a 2 � 1

2a 4

�
: �118�

µÏÐÑÉËÄ ÑÃÇ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (117) ÐÂ da=dt, ÒÑÎÖÚËÏ

d

dt

�
1

2

�
da

dt

�2

� V

�
� 0 ;

ËÎË

1

2

�
da

dt

�2

� V � E � const : �119�

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (119) ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ àÐÇÓÅËá ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÏÂÔÔÞ.
¦ÔÎË ÃÞ ÄÇÎËÚËÐÂ a ËÏÇÎÂ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÆÎËÐÞ, ÕÑ ÒÇÓÄÞÌ
ÚÎÇÐ Ä (119) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÎ ÃÞ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË, Â
ÄÕÑÓÑÌ ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ. £ÇÎËÚËÐÂ

ÿ 4pG
3

a 2r

Ä (118) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÖ ÐÂ
ÅÓÂÐËÙÇ ÛÂÓÂ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ a, ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÑÏÖ ÄÇÜÇÔÕÄÑÏ Ô
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá r, Â ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÚÎÇÐÞ Ä
(118), ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÇ m 2, ì à××ÇÍÕËÄÐÞÏ ÔËÎÂÏ,
ÄÑÊÐËÍÂáÜËÏ, ÍÂÍ ÃÞÎÑ ÑÕÏÇÚÇÐÑ ÄÞÛÇ, ËÊ-ÊÂ ÄÎËâÐËâ
ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÐÂ ØÑÆ ÄÓÇÏÇÐË.

£ÇÎËÚËÐÂ E âÄÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ àÄÑÎáÙËË £ÔÇÎÇÐ-
ÐÑÌ. °ÐÂ ÍÓÂÌÐÇ ÏÂÎÂ, ÐÑ ÒÓË m 6� 0 ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ.
£ÞÓÂÊËÄ �da=dt�2 ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (102) Ë ÒÑÆÔÕÂÄËÄ ÇÅÑ Ä
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (119), ÒÑÎÖÚËÏ

E � �mc�2
8b 4

: �120�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ b (ÔÏ. (107)), ÄØÑÆâÜÂâ Ä
ËÐÕÇÓÄÂÎ (95) Ë ÔÑÅÎÂÔÐÑ (107) ÑÅÓÂÐËÚËÄÂáÜÂâ ÓÑÔÕ
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ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ a, ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ËÐÕÇÅÓÂÎ
ÆÄËÉÇÐËâ E.

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÐÂÏ ÒÑÐÂÆÑÃËÕÔâ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ a0. °ÙÇÐÍÖ àÕÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ ÔÎÇÆÖáÜËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ. ±ÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂâ, ÚÕÑ àÄÑÎáÙËâ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ Ä ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑ-
ÆÑÏËÐÂÐÕÐÖá àÒÑØÖ, ÆÎâ ÑÕÐÑÛÇÐËâ a0=amin ËÏÇÇÏ

a0
amin
�
�
rmax

r 0
r

�1=4

;

ÅÆÇ r 0
r ì ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË.

£ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, r 0
r ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐÂ ÚÇÓÇÊ ÑÕÐÑÔË-

ÕÇÎßÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß O 0
r Ë ÍÓËÕËÚÇÔÍÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß r 0

c :

r 0
r � O 0

r r
0
c � O 0

r

3H 2

8pG
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,

a0
amin
�
�
8p
3

Grmax

H 2O 0
r

�1=4

� 1;34� 1010�Grmax�1=4 ;

ÅÆÇ Grmax ÄÞÓÂÉÇÐÑ Ä Ôÿ2. (±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÚËÔÎÑÄÑÅÑ
ÏÐÑÉËÕÇÎâ Ä ÖÍÂÊÂÐÐÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÑÔß
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ H � h=3;0857� 1017c Ë O 0

r � O 0
g �

� 2;471� 10ÿ5=h 2.)
ªÔÒÑÎßÊÖâ ÆÂÎÇÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (114), ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂ-

ÄËÕß ÊÐÂÚÇÐËÇ amin, ÖÍÂÊÂÐÐÑÇ Ä (105), Ä ÄËÆÇ

amin �
�
f 2

6

�1=6�
3

16p
H 2

Grmax

�1=6

�

� 8;21� 10ÿ7
�
f 2

6

�1=6
1

�Grmax�1=6
;

ÅÆÇ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (115)

f 2

6
� O 0

tot ÿ 1 :

¯Â àÎÇÍÕÓÑÔÎÂÃÑÌ ÛÍÂÎÇ

amin ' 5� 10ÿ11 ;

Â ÐÂ ÛÍÂÎÇ £ÇÎËÍÑÅÑ ÑÃÝÇÆËÐÇÐËâ

amin ' 5� 10ÿ19 :

¥Îâ ÄÇÎËÚËÐÞ a0 ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ a0=amin ËÏÇÇÏ 4

a0 �
�
f 2

6

�1=6�
2p
3

Grmax

H 2

�1=12
1

�O 0
r �1=4

'

' 1;1� 104
�
f 2

6

�1=6

�Grmax�1=12 : �121�

±ÓË rmax, ÄÊâÕÑÏ ÐÂ àÎÇÍÕÓÑÔÎÂÃÑÌ ÛÍÂÎÇ,

a0 ' 5� 105 ;

Â ÐÂ ÛÍÂÎÇ £ÇÎËÍÑÅÑ ÑÃÝÇÆËÐÇÐËâ

a0 ' 5;5� 109 :

£ ²´¤ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÔÏÞÔÎ ÂÃÔÑÎáÕÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ
ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 6.1). ±ÓË ÔÓÇÆÐÇÏ
ÊÐÂÚÇÐËËOtot � 1;02 (Õ.Ç. f 2=6 � 0;02) Ë rmax 0 1010 Å ÔÏÿ3

ÄÇÎËÚËÐÂ a0 4 1. ¿ÕÑ ÑÒÓÂÄÆÞÄÂÇÕ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ, ÔÆÇÎÂÐ-
ÐÞÇ ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (115).

6.8. ¯ÇÔÑÄÏÇÔÕËÏÑÔÕß ²´¤ Ô ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇÏ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ÚÎÇÐÂ (K³D®-ÕÇÑÓËâ).
¯ÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß ÍÄËÐÕàÔcÇÐÙËË Ô m > 0
¬ÂÍ ÖÉÇ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß, ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐ-
ÍÑÄÔÍÑÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÒÓËÐ-
ÙËÒÂ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË. ¿ÕÑ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ, ÒÓËÏÇÐÇÐÐÑÇ Í
àÄÑÎáÙËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ, ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (107),
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ ÑÅÓÂÐËÚÇÐ ÐÇÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÑÏ a4 amax � b. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ²´¤
ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÇ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ.
®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÂÒÒÂÓÂÕ ²´¤ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÑÃÇÔÒÇÚË-
ÄÂÇÕ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÏÂÕÇÓËË ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍ-
ÕÑÓÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÚÎÇÐÂ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎß-
ÐÑÅÑ m 2

g Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (102), ÕÂÍÑÄÂ, ÚÕÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÕÓÇÕËÌ ÚÎÇÐ Ä ÔÍÑÃÍÂØ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÍÑÔÏÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÓË a5 1, Â ÒÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ ÑÅÓÂÐË-
ÚËÄÂÇÕ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÏÂÕÇÓËË (Ë ÕÇÏ
ÔÂÏÞÏ ÔÄÇÓØÖ ÄÇÎËÚËÐÖÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ×ÂÍÕÑÓÂ) ÒÓË a4 1.
µÔÎÑÄËÇ

8pG
3

rÿ �mc�2
6
� 0 ;

ÊÂÒËÔÂÐÐÑÇ Ä ÄËÆÇ

H 2

r 0
c

rÿ �mc�2
6
� 0 ;

ÅÆÇ H ì ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ·ÂÃÃÎÂ,
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

rmin �
�mc�2
6H 2

r 0
c ;

ËÎË Ä ÆÓÖÅÑÌ ×ÑÓÏÇ

rmin

r 0
c

� f 2

6
� O 0

tot ÿ 1 : �122�

4 ±ÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÌ ÑÙÇÐÍÇ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÓÇÎâ-
ÕËÄËÔÕÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ O 0

r ÄÊâÕÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÏËÍÓÑÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ O 0

g , ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËÊ ÆÂÐÐÞØ ÒÑ ÐÇÌÕ-
ÓËÐÐÞÏ ÑÔÙËÎÎâÙËâÏ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ, ÆÄÂ ÕËÒÂ
ÐÇÌÕÓËÐÑ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ âÄÎâáÕÔâ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÏË. ±ÓË
àÍÔÕÓÂÒÑÎâÙËË Í ÓÂÐÐÇÌ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÃÞ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÖÚËÕÞ-
ÄÂÕß, ÚÕÑ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂ ÓÇÎËÍÕÑÄÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ØÑÆÇ àÄÑÎáÙËË
ÒÑÄÞÔËÎÂÔß ÊÂ ÔÚÇÕ ÂÐÐËÅËÎâÙËË e�eÿ, ÆÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÂÐÐËÅËÎâÙËË ÑÐÂ
ÃÞÎÂ ÓÂÄÐÂ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ÐÇÌÕÓËÐÐÑÅÑ ÅÂÊÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ Ä àÕÑ ÄÓÇÏâ

ÕÂÍÉÇ ÔÑÔÕÑâÎ ËÊ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÐÇÌÕÓËÐÑ Ë ÄÐÑÔËÎ ÔÄÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä
ÑÃÜÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ. ´ÑÚÐÑ ÕÂÍ ÉÇ ÒÓË àÍÔÕÓÂ-
ÒÑÎâÙËË Í ÓÂÐÐÇÌ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÒÑÄÞÛÂÇÕÔâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑ-
ÅÑ ÅÂÊÂ ÊÂ ÔÚÇÕ ÓÇÎâÕËÄËÊÂÙËË ÆÓÖÅËØ ÓÑÉÆÂáÜËØÔâ ÚÂÔÕËÙ. °ÆÐÂÍÑ
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ O 0

r ÄØÑÆËÕ Ä (121) Ä ÄËÆÇ �O 0
r �1=4,

ÚËÔÎÇÐÐÂâ ÑÙÇÐÍÂ (121) ËÊÏÇÐËÕÔâ ÐÇ ÃÑÎÇÇ ÚÇÏ Ä 3 ÓÂÊÂ (ÆÂÉÇ ÇÔÎË
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ÚËÔÎÑ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ Ä ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÏ ÅÂÊÇ
ÑÍÑÎÑ 100).
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±ÑÎÇÄÂâ ÕÇÑÓËâ ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÔÑÄÏÇÔÕËÏÑÌ
Ô ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ÚÎÇÐÂ,
ÒÓËÄÑÆâÜÇÅÑ Í ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÏÖ ÓÂÔÛËÓÇÐËá £ÔÇÎÇÐÐÑÌ.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓË a4 1 ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (112) Ë ÒÓËÐÙËÒÂ
ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË (107) ÔÎÇÆÖÇÕ

O 0
L <

f 2

6
:

°ÆÐÂÍÑ àÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÇÔÑÄÏÇÔÕËÏÑ Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ

O 0
L >

f 2

6
;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÕÓÇÃÖÇÕÔâ, ÚÕÑÃÞ Ä ÐÂÔÕÑâÜÖá àÒÑØÖ ÔÑÅÎÂÔÐÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËá (113) ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÎÑ ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÇ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕßá ÑÃÝâÔ-
ÐÇÐËâ Ä ÓÂÏÍÂØ ²´¤ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÅÑ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ
ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÛËÓÇÐËâ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ âÄÎâÇÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂ-
ÐËÇ ÍÄËÐÕàÔÔÇÐÙËË Ô n > 0 ËÎË ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÆÓÖÅÑÌ ÔÖÃÔÕÂÐ-
ÙËË, ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÌ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ
ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ (ÐÑ ÐÇ ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ const=a 2).
²´¤ ËÔÍÎáÚÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÍÂÍ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ÚÎÇÐÂ �n � 0�, ÕÂÍ Ë
"×ÂÐÕÑÏÐÑÅÑ" ÓÂÔÛËÓÇÐËâ �n < 0� [27].

6.9. ¯ÂÚÂÎÑ Ë ÍÑÐÇÙ
ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÛËÓÇÐËâ
³ÂÏÞÇ ÔËÎßÐÞÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ O 0

tot �
� 1;018�0;013ÿ0;022, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ WMAP [17 ë 19]
Ä ÓÂÏÍÂØ LCDM-ÏÑÆÇÎË Ô ÒÓËÄÎÇÚÇÐËÇÏ ÆÂÐÐÞØ ËÊ
ÍÂÕÂÎÑÅÂ ÅÂÎÂÍÕËÍ SDSS Ë ÆÂÐÐÞØ ÒÑ ÔÄÇÓØÐÑÄÞÏ SN1a
Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ 1s, ÆÑÒÖÔÍÂáÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ O 0

tot � 1;03. ¿ÕÂ ÓÂÊ-
ÐÑÔÕß Ä ²´¤ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ (114), (115) ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕ ÏÂÔÔÖ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ

mg � 0;424mH � 1;6� 10ÿ66 h :

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÃÖÆÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ËÏÇÐÐÑ àÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÂÔÔÞ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Í
ÐÂÚÂÎÖ àÒÑØË ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÖÔÍÑÓÇÐËâ Or 5Om Ë a4 1,
ÕÑ ÐÂÚÂÎÑ Ë ÍÑÐÇÙ ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÛËÓÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (113) ÍÑÓÐâÏË x1 < x < x2 ÖÓÂÄÐÇÐËâ
F�x� � 0, ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ

F�x� � O 0
m

x 3
ÿ 2

�
1ÿ 3n

2

�
O 0

q

x 3n �
f 2

3
:

¿ÕÂÒ ÖÔÍÑÓÇÐËâ ÄÑÊÏÑÉÇÐ, ÇÔÎË n < 2=3. ±ÓË àÕÑÏ
ÄÇÎËÚËÐÂ ÒÇÓÄÑÅÑ ÍÑÓÐâ x1 ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÍÓÂÔÐÞÏ ÔÏÇÜÇ-
ÐËÇÏ Z1, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÐÂÚÂÎÖ àÒÑØË ÖÔÍÑÓÇÐËâ:

1

x1
� a0

a1
� Z1 � 1 : �123�

£ÓÇÏâ ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ ÓÂÔÛËÓÇÐËâ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÆÑ ÐÂÚÂÎÂ
ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÖÔÍÑÓÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(112). ±ÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ ÒÓÑÆÑÎÉËÕÇÎßÐÑÔÕßá ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑ-
ÆÑÏËÐÂÐÕÐÑÌ àÒÑØË Ë ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ a
Í ÍÑÐÙÖ ÇÇ, ËÏÇÇÏ

t1 � 1

H

� x1

0

dx

x
ÿ
F�x��1=2 �

� 1

H

�1
Z1�1

dy

y�O 0
my

3 � O 0
qy

3n ÿ f 2=6�1=2
;

ÅÆÇ

F�x� � O 0
m

x 3
� O 0

q

x 3n ÿ
f 2

6
:

©ÆÇÔß ÔÑÅÎÂÔÐÑ [17 ë 19] ÒÓËÐâÕÞ ÊÐÂÚÇÐËâ O 0
m � 0;27,

O 0
q � 0;73.
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÄÓÇÏâ ÑÍÑÐÚÂÐËâ àÒÑØË ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÅÑ

ÓÂÔÛËÓÇÐËâ Ë ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÊÂÏÇÆÎÇÐËá ÓÂÄÐÑ

t2 � 1

H

� x2

0

dx

x
ÿ
F�x��1=2 ;

Â ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÞÌ ÄÑÊÓÂÔÕ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ

t0 � 1

H

� 1

0

dx

x
ÿ
F�x��1=2 :

¶ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ, ÒÓÑÌÆÇÐÐÑÇ ÔÄÇÕÑÏ (ÅÑÓËÊÑÐÕ
ÚÂÔÕËÙ) Í ÐÂÔÕÑâÜÇÏÖ ÏÑÏÇÐÕÖ ÄÓÇÏÇÐË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

Dpart�t0� � c

H

� a0=amin

1

dy

�
O 0

r y
4 � O 0

my
3 � O 0

qy
3nÿ

ÿ f 2

6

�
1� y 6

2a 6
0

��ÿ1=2
' 2�������

O 0
m

q c

H
:

¿ÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÓÂÊÏÇÓ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ £ÔÇÎÇÐ-
ÐÑÌ Í ÐÂÔÕÑâÜÇÏÖ ÄÓÇÏÇÐË. ¬ÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ (ÃÇÊ ÔÑÃÎáÆÇ-
ÐËâ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ) ÄÓÇÏÇÐÐ�yÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ
×ÂÍÕÑÓÂ, ÔÍÑÓÑÔÕË ÇÅÑ ËÊÏÇÐÇÐËâ _a Ë �a ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÐÂ
ÓËÔÖÐÍÇ.

6.10. ®ÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ
Ë ËÐÕÇÅÓÂÎ àÄÑÎáÙËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ
£ÓÇÏâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÍÑÐÙÖ ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÛËÓÇÐËâ
Ë ÐÂÚÂÎÖ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ, ÒÓËÄÑÆâÜÇÅÑ Í ÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÓÂÔÛËÓÇ-
ÐËâ, ÔËÎßÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ n (ÔÏ. ÕÂÃÎËÙÖ).

®ÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÌ ÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÓÂÔÛËÓÇ-
ÐËâ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÑÓÐÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (112) Ë ÒÓË ÏÂÎÞØ n
Ô ØÑÓÑÛÇÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÓÂÄÇÐ

xmax '
�
6O 0

q

f 2

�1=3n

�
�

O 0
q

O 0
tot ÿ 1

�1=3n

: �124�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (124) ÊÐÂÚÇÐËÇ a0 ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (121),
ÐÂØÑÆËÏ

a 4
max �

1

O 0
r

�
f 2

6

�2=3�
2p
3

Grmax

H 2

�1=3� O 0
q

O 0
tot ÿ 1

�4=3n

:

´ÂÃÎËÙÂ. £ÓÇÏâ ÐÂÚÂÎÂ ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÛËÓÇÐËâ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ t1, ÇÅÑ
ÑÍÑÐÚÂÐËâ t2 Ë ÄÓÇÏâ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÛËÓÇÐËâ (ÒÑÎÖÒÇÓËÑÆ
ÑÔÙËÎÎâÙËË) tmax, ÏÎÓÆ ÎÇÕ

n t1 t2 tmax

0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30

7,0 ë 8,2
7,0 ë 8,2
7,1 ë 8,3
7,1 ë 8,3
7,2 ë 8,5
7,5 ë 8,7

980 ë 1080
440 ë 485
275 ë 295
190 ë 205
142 ë 149
109 ë 113

1220 ë 1360
620 ë 685
430 ë 460
325 ë 347
263 ë 280
227 ë 235
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±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ àÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ Ë ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ
ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇÐËâ

E � �mc�2
8a 4

max

;

ÒÑÎÖÚÂÇÏ

E � �mc�2
8

O 0
r

�
6

f 2

�2=3�
3

2p
H 2

Grmax

�1=3�O 0
tot ÿ 1

O 0
q

�4=3n

:

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇÐËâ àÄÑÎáÙËË £ÔÇ-
ÎÇÐÐÑÌ âÄÎâÇÕÔâ ÑÚÇÐß ÏÂÎÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ. ªÔÒÑÎßÊÖâ

ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ xmax, ÎÇÅÍÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÇ
ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÒÓËÕâÉÇÐËâ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÑÔÕÂÐÑÄÍË ÓÂÔÛËÓÇÐËâ:

�a

a
� ÿ n

4

�
mgc

2

�h

�2

;

Â ÒÑàÕÑÏÖ ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ

R � 3n
2c 2

�
mgc

2

�h

�2

:

³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÇ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂ-
ÚÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË rmin=r

0
c , ÑÕÄÇÚÂáÜÇÌ ÏÂÍÔËÏÖÏÖ ÓÂÔ-

ÛËÓÇÐËâ, ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ O 0
tot ÿ 1, Õ.Ç. ÑÕ

ÏÂÔÔÞ ÅÓÂÄËÕÑÐÂ (ÔÏ. (115), (116)). ±ÓË O 0
tot � 1;02

ÄÇÎËÚËÐÂ rmin ÆÑÄÑÎßÐÑ ÄÇÎËÍÂ Ë ÆÂÉÇ ÐÂÏÐÑÅÑ ÒÓÇÄÑÔØÑ-
ÆËÕ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÆËÂÙËË. £ ÓÂÃÑÕÇ [24]
ÂÄÕÑÓÞ ËÔØÑÆËÎË ËÊ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÅÑ Ä [17, 18] ÔÑÄÓÇÏÇÐ-
ÐÑÅÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ �13;7� 0;2� � 109 ÎÇÕ, ÅÆÇ ÑÐ
ÄÞÚËÔÎÇÐ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ËÊ L³D®-ÏÑÆÇÎË. °ÚÇÐß ÄÂÉÐÑ,
ÚÕÑ ÐÑÄÇÌÛËÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ SN1a [28, 29] Ä ÑÃÎÂÔÕË Z0 1
ÏÑÅÖÕ ÆÂÕß ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÐÂÚÂÎÇ
ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÖÔÍÑÓÇÐËâ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÕÂÍËÏ ÆÂÐÐÞÏ, ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÐÞÏ Ä ÒÓÇÄÑÔØÑÆÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ¡. ²ËÔÔÂ Ë ÆÓ. [29],
ÊÂÏÇÆÎÇÐËÇ ÔÏÇÐËÎÑÔß ÐÂ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÒÓË
ÊÐÂÚÇÐËâØ ÍÓÂÔÐÑÅÑ ÔÏÇÜÇÐËâ

Z � 0;46� 0;13 :

¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ËÊÎÂÅÂÇÏÑÌ ÍÂÓÕËÐÑÌ
àÄÑÎáÙËË. °Ð ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß
ÊÐÂÚÇÐËÇ x1 (ÔÏ. (123)) Ë ÖÕÑÚÐËÕß ÆÑÒÖÔÕËÏÖá ÑÃÎÂÔÕß
ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ 5.

²ÂÔÛËÓÇÐËÇ ÆÑ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÏÂÔÛÕÂÃ-
ÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ Ë ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÊÂ ÐËÏ ÔÉÂÕËÇ ÒÓËÄÑÆâÕ Í
ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÏÖ ØÂÓÂÍÕÇÓÖ àÄÑÎáÙËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ. ªÆÇâ
ÑÃ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÇ àÄÑÎáÙËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ
ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ ÄÞÆÄËÅÂÎÂÔß ÓÂÐÇÇ ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ
×ËÎÑÔÑ×ÔÍËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [30 ë 32]).
´ÂÍÑÌ ÓÇÉËÏ, Ä ÒÓËÐÙËÒÇ, ÏÑÅ ÃÞ ÑÉËÆÂÕßÔâ Ä ÊÂÍÓÞÕÑÌ
ÏÑÆÇÎË ¶ÓËÆÏÂÐÂ Ô Otot > 1. °ÆÐÂÍÑ àÕÑÏÖ ÒÓÇÒâÕ-
ÔÕÄÖáÕ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÐÇÒÓÇÑÆÑÎËÏÂâ ÕÓÖÆÐÑÔÕß, ÔÄâÊÂÐ-
ÐÂâ Ô ÒÇÓÇØÑÆÑÏ ÚÇÓÇÊ ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍÖá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß, Â
ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ, ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÓÑÔÕÑÏ àÐÕÓÑÒËË
ÑÕ ÙËÍÎÂ Í ÙËÍÎÖ [32].

³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ Ä ÓÂÏÍÂØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ËÎß-
ÃÇÓÕÂ ë¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÒÎÑÔÍÂâ £ÔÇÎÇÐÐÂâ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ 6. £ ²´¤ ÆÎâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ

5 °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÆÑ ÔÄÇÓØÐÑÄÞØ �DL�, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÇ ÒÑ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá F � L=4pD 2

L (ÅÆÇ LìÔÄÇÕËÏÑÔÕß ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ SN1a, Â
FìÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÌ ÒÑÕÑÍ ÑÕ ÐÇÇ), ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ²´¤ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

DL � c

H
�Z� 1�

� 1�Z

1

�
O 0

my
3 � O 0

qy
3n ÿ f 2

6

�ÿ1=2
dy :

6 ²ÂÃÑÕÂ [33] Ñ ÙËÍÎËÚÇÔÍÑÌ àÄÑÎáÙËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÑÛËÃÑÚÐÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ Ä ÐÇÌ "ÓÇÛÇÐËÇ" Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÛÇ-
ÐËÇÏ ËÔØÑÆÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ËÎßÃÇÓÕÂ ë¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ, ÚÕÑ
ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ. °ÛËÃÑÚÐÂ ÕÂÍ-
ÉÇ Ë ÓÂÃÑÕÂ [34], ÕÂÍ ÍÂÍ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3), (17) Ë (18) àÕÑÌ ÔÕÂÕßË
ÄÐÖÕÓÇÐÐÇ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÄÂ. °ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (21) Ä
ÔÕÂÕßÇ [34] âÄÐÑ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÕ ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (17) Ë (18), ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ ËÊ (21) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ _RìÓÂÊÓÞÄÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ËÊ (17)
Ë (18) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ _Rì ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ.

a

amin

_a=a

�a=a

0

amax

tin t1 t0 t2 t3

²ËÔ. ¬ÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ a,
ÔÍÑÓÑÔÕË _a=a Ë ÖÔÍÑÓÇÐËâ �a=a ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË t. ©ÆÇÔß tin � 1;15tr, t0 ì
ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË. £ÐÂÚÂÎÇ ÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ ÑÕ
ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ amin ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ Ô ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛËÏ ÖÔÍÑ-
ÓÇÐËÇÏ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÊÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÍÑÓÑÕÍÑÇ ÄÓÇÏâ tin ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä
ÐÖÎß. ³ÍÑÓÑÔÕß Ä àÕÑÕ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÍ ÄÓÇÏÇÐË ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÑÕ ÐÖÎÇ-
ÄÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÑ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ, Â ÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ
ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ: a�tin� �

���
2
p

amin. ¥ÂÎÇÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ Ô
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ ÖÔÍÑÓÇÐËÇÏ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑ-
ÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t1 Ä ÐÖÎß. ³ÍÑÓÑÔÕß ÒÓË àÕÑÏ ÒÂÆÂÇÕ, Ë ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÑÊÉÇ
t1 ÑÐÂ ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ. ®ÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ ÐÂ
àÕÑÏ ÑÕÓÇÊÍÇ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÕ ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß (ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ ÒÓÑÆÑÎ-
ÉÂÇÕÔâ). ¥ÄËÉÇÐËÇ Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ ÖÔÍÑÓÇÐËÇÏ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÆÑ
ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÓÇÏÇÐË t2. ³ÍÑÓÑÔÕß Ë ÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ ÒÓË àÕÑÏ
ÖÄÇÎËÚËÄÂáÕÔâ. ±ÓË t > t2 ÑÒâÕß ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ Ô ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞÏ ÖÔÍÑÓÇÐËÇÏ ÆÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÓÇÏÇÐË t3, ÍÑÅÆÂ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ
ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ. ®ÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÒÓË àÕÑÏ ÔÄÑÇÅÑ
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÒÑÎÖÙËÍÎ ÊÂÄÇÓÛÂÇÕÔâ, Ë ÄÔÇ ÒÑÄÕÑÓâÇÕÔâ Ä
ÑÃÓÂÕÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ì àÒÑØÂ ÓÂÔÛËÓÇÐËâ ÔÏÇÐâÇÕÔâ àÒÑØÑÌ ÔÉÂÕËâ.
¥Îâ ÄÇÎËÚËÐÞ _a=a ÒÇÓÄÞÌ ÏÂÍÔËÏÖÏ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ ÒÓË a � ��������

3=2
p

amin

�t � 0;76 tr� ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÓÂÐÇÇ tin, ÕÑÚÐÑ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ ÄÕÑÓÑÌ ÏÂÍÔËÏÖÏ
ì ÓÂÐÇÇ t2. ®ËÐËÏÖÏ _a=a, ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÓÂÔÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÒÑÊÉÇ t1. ¿ÕÑ
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ �d=dt�� _a=a� � �a=aÿ _a2=a2 ÒÓË �a � 0

ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ.
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ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ ÕÓÖÆÐÑÔÕË ÔÐËÏÂáÕÔâ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ²´¤
ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕß ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, ÕÑ £ÔÇÎÇÐÐÂâ ÏÑÅÎÂ ÔÖ-
ÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ, Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÒÓÑËÔØÑÆËÎÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÇÇ ÑÃÎÂÔÕâÏË, ÚÕÑ Ë
ÒÓËÄÇÎÑ Í ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË Ë ËÊÑÕÓÑÒËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ Ô ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÖá ÏÞ ÆÎâ ÒÓÑ-
ÔÕÑÕÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÎË.

£ ÖÍÂÊÂÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË xmax ÔÄâÊÂÐ Ô ÏÂÔÛÕÂÃÐÞÏ
×ÂÍÕÑÓÑÏ x2, ÑÕÄÇÚÂáÜËÏ ÑÍÑÐÚÂÐËá ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔ-
ÛËÓÇÐËâ, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

x2 �
�
1ÿ 3

2
n
�1=3n

xmax � 1���
e
p xmax :

£ÓÇÏâ, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ ÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÓÂÔÛËÓÇÐËâ (ÒÑÎÖÒÇ-
ÓËÑÆ ÑÔÙËÎÎâÙËË) ÒÓË ÄÞÃÓÂÐÐÑÏ Ä [24] ÊÐÂÚÇÐËË ÏÂÔÔÞ
ÅÓÂÄËÕÑÐÂ mg � 0;49mH, ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÓË n � 0;05 ÑÍÑÎÑ
1300� 109 ÎÇÕ, ÒÓË n � 0;10 ÑÍÑÎÑ 650� 109 ÎÇÕ Ë ÒÓË
n � 0;25 ÑÍÑÎÑ 270� 109 ÎÇÕ.

±ÓËÄÎÇÍÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ àÄÑÎáÙËË £ÔÇ-
ÎÇÐÐÑÌ ÑÕÏÇÚÇÐÂ Ä ÐÇÆÂÄÐÇÌ ÓÂÃÑÕÇ [35]. °ÔÙËÎÎËÓÖáÜËÌ
ÓÇÉËÏ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ä ÐÇÌ ÊÂ ÔÚÇÕ ÄÄÇÆÇÐËâ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ
j-ÒÑÎâ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÅÑ Ô ÄÇÜÇÔÕÄÑÏ, Ë ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐËâ ËÆÇË ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË. ±ÓË àÕÑÏ
ÄÞÔÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÄÂÉÐÞÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ×ÂÊÂ
ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÛËÓÇÐËâ ÔÒÑÔÑÃÔÕÄÖÇÕ ÔÑØÓÂÐÇÐËá
àÐÕÓÑÒËË Ä ÒÑÄÕÑÓâáÜËØÔâ ÙËÍÎÂØ àÄÑÎáÙËË. £ ²´¤
ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ àÄÑÎáÙËË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÆÑÔÕË-
ÅÂÇÕÔâ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÑÆÐÑÅÑ ÎËÛß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÍÂÍ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÑÅÑ ÔÖÏ-
ÏÂÓÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ.

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

³ÑÅÎÂÔÐÑ ËÊÎÑÉÇÐÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ ÒÑÎÇÄÑÌ ÒÑÆØÑÆ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ, ÓÂÊÄËÄÂáÜÇÇÔâ Ä ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ, ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÂÍÎáÚÇÐËá, ÚÕÑ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
ÊÂÏÇÆÎâÕß ØÑÆ ÄÓÇÏÇÐË, ÐÑ Ë ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÕß ÇÅÑ, Â
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÕß Ë ÒÓÑÙÇÔÔ ÔÉÂÕËâ ÄÇÜÇ-
ÔÕÄÂ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. ¿ÕÑ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÒÑÎÐÑÏ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÑÃÜËÏÒÑÎÑÉÇÐËÇÏ: ÇÔÎË ÔÑÅÎÂÔÐÑ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ
ÊÂÏÇÆÎâÕß ØÑÆ ÄÓÇÏÇÐË, ÕÑ ÕÂÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÆÑÎÉÐÂ Ë
ÑÔÕÂÐÑÄËÕß ÒÓÑÙÇÔÔ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ØÑÆÂ ÄÓÇÏÇÐË, Ä ÒÓÑÕËÄ-
ÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂÔÕÖÒËÎÂ ÃÞ ÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÕÇÚÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐË
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÒÑÎÇÏ, ÚÕÑ ×ËÊËÚÇÔÍË ÐÇÒÓËÇÏÎÇÏÑ.

´ÂÍ ÑÕÍÓÞÎÑÔß âÄÎÇÐËÇ "ÔÂÏÑÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ" ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ËÔÍÎáÚÂáÜÇÇ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÇ ÔÉÂÕËÇ
ÄÇÜÇÔÕÄÂ. ªÏÇÐÐÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ àÕÑÏÖ ÔÄÑÌÔÕÄÖ ÒÑÎâ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÂâ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÂâ £ÔÇÎÇÐÐÂâ ¶ÓËÆÏÂÐÂ ÓÂÊÄËÄÂÇÕÔâ
ÙËÍÎËÚÇÔÍË ÑÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÏÂÕÇÓËË ÆÑ
ÏËÐËÏÂÎßÐÑÌ Ë Õ.Æ. ±ÓË àÕÑÏ ÖÔÕÓÂÐâáÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ
ÕÓÖÆÐÑÔÕË: ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË, ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË (ÅÑÓËÊÑÐÕÂ),
ÒÎÑÔÍÑÔÕÐÑÔÕË (ÇÄÍÎËÆÑÄÑÔÕË).

ªÊ ÕÇÑÓËË ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÄÑ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ
ÃÑÎßÛÑÌ ÔÍÓÞÕÑÌ ÏÂÔÔÞ "ÕÇÏÐÑÌ ÏÂÕÇÓËË". ¿ÕÑÕ ÄÞÄÑÆ
ÃÞÎ ÔÆÇÎÂÐ Ä 1984 Å. Ä ÔÕÂÕßÇ [36]. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÚÐÞÇ
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎßÐÞÇ ÆÂÐÐÞÇ ÒÑ ÐÂØÑÉÆÇÐËá ÒÑÎÐÑÌ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÏÂÕÇÓËË ÄÑ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ Otot ÏÑÅÎË ÃÞ
ÔÕÂÕß ÍÓËÕËÚÇÔÍËÏ ÕÇÔÕÑÏ ÆÎâ ÓÂÊÄËÄÂÇÏÑÌ ÕÇÑÓËË.
³ÄÑÌÔÕÄÑ "ÔÂÏÑÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ" ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ

ÒÓËÄÑÆËÕ ÕÂÍÉÇ Í ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ "ÚÇÓÐÞØ
ÆÞÓ" (ÑÃÝÇÍÕÑÄ, ÐÇ ËÏÇáÜËØ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÅÓÂÐËÙ Ë
"ÑÕÓÇÊÂÐÐÞØ" ÑÕ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÏËÓÂ).

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓËË Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÂÍÍÓÇÙËâ
ÄÇÜÇÔÕÄÂ ÐÂ ÕÇÎÑ ÃÑÎßÛÑÌ ÏÂÔÔÞ, ÐÂØÑÆâÜÇÇÔâ ÐÂ
ÊÂÍÎáÚËÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÂÆËË àÄÑÎáÙËË (ÍÑÅÆÂ âÆÇÓÐÞÇ ÓÇ-
ÔÖÓÔÞ ËÔÚÇÓÒÂÐÞ), ÃÖÆÇÕ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÕßÔâ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÏ
àÐÇÓÅÑÄÞÆÇÎÇÐËÇÏ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÒÓË Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÑÌ ÂÍÍÓÇÙËË ÄÇÜÇÔÕÄÂ ÐÂ "ÚÇÓÐÖá ÆÞÓÖ" àÐÇÓÅÑÄÞ-
ÆÇÎÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÍÓÂÌÐÇ ÏÂÎÞÏ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÂÆÂáÜÇÇ
ÄÇÜÇÔÕÄÑ ÖÐÑÔËÕ àÐÇÓÅËá Ä "ÚÇÓÐÖá ÆÞÓÖ". ±ÑËÔÍ ÕÂÍËØ
ÑÃÝÇÍÕÑÄ Ë ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÊÂ ÐËÏËÏÑÅÎË ÃÞ ÆÂÕß ÑÕÄÇÕ, ÚÕÑ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔÑ ÊÄÇÊÆÂÏË ÃÑÎßÛÑÌ ÏÂÔÔÞ ÐÂ ÊÂÍÎáÚËÕÇÎß-
ÐÑÌ ÔÕÂÆËË àÄÑÎáÙËË, ÍÑÅÆÂ âÆÇÓÐÞÇ ÓÇÔÖÓÔÞ ËÔÚÇÓÒÂÐÞ.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÂÄÕÑÓÞ ÄÞÓÂÉÂáÕ ÅÎÖÃÑÍÖá ÃÎÂÅÑÆÂÓ-
ÐÑÔÕß £.£. ¬ËÔÇÎÇÄÖ, £.£. ­ÂÔÖÍÑÄÖ, À.®. ­ÑÔÍÖÕÑÄÖ,
£.¡. ±ÇÕÓÑÄÖ, ¯.¦. ´áÓËÐÖ ÊÂ ÙÇÐÐÞÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ.
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Gravitational field self-limitation and its role in the Universe
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It is shown that according to the relativistic theory of gravitation, the gravitational éeld slows down the rate of time êow but stops doing
this when strong enoughì thus displaying its tendency toward the self-limitation of the gravitational potential. It is this property of the
gravitational éeld that prevents massive bodies from collapsing and allows a homogeneous isotopic universe to evolve cyclically.
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