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Предложена физико-математическая модель явления сверхглубокого проникания, учи-
тывающая прочностные свойства преграды. На основе данной модели впервые численно
решена задача о сверхглубоком проникании вольфрамовых частиц в стальную преграду.

Явление сверхглубокого проникания микрочастиц в металлические преграды обнару-
жено в начале 80-х гг. [1] и подробно исследовано в экспериментальных работах, краткий
обзор которых дан, например, в [2]. Существует несколько различных гипотез о механиз-
ме данного явления [2–7], однако последовательное описание до сих пор отсутствует, что
делает актуальным построение его полной математической модели.

Явление сверхглубокого проникания частиц в преграду заключается в следующем.
Пусть имеется металлическая преграда, на которую с большой скоростью налетает поток
частиц. Тогда при некоторых условиях малая доля частиц (примерно 0,1%) проникает на
очень большую глубину порядка сотен и тысяч диаметров частиц. (В обычных условиях
глубина проникания не превышает десяти диаметров частиц.) Сверхглубокое проника-
ние наблюдается для частиц, диаметр которых d 6 100 мкм, прочность частиц должна
превышать прочность преграды, скорость частиц vp > 103 м/с, их средняя плотность в
налетающем потоке ρ2 > 103 кг/м3.

Обычно в экспериментах использовались частицы вольфрама, а в качестве материала
преграды выбиралась сталь. Анализ стальной преграды после воздействия потока частиц
показал [8], что каналы за частицами, проникшими на большие глубины l ∼ 103d, оказа-
лись полностью схлопнувшимися. В работе [8] отмечено, что в окрестности оси каждого
схлопнувшегося канала можно выделить три качественно различающихся области. В пер-
вой области r < 0,15d материал полностью утратил свою кристаллическую структуру

и перемешан с материалом частиц (r — расстояние от оси канала). Во второй области
0,15d 6 r 6 (0,5 ÷ 1,0)d материал преграды испытал интенсивную пластическую дефор-
мацию. В третьей области r > (0,5 ÷ 1,0)d наблюдается слабая пластическая деформа-
ция материала. В данной работе предложена физико-математическая модель, отражающая
указанную структуру деформирования материала.

В работах [2–4] предполагалось, что течение материала преграды можно описать в
рамках модели идеальной жидкости. В этом случае для безотрывного обтекания справед-
лив парадокс Даламбера и сила, действующая на частицу со стороны материала, равна
нулю. Глубина проникания равна произведению скорости частицы на время t∗ существо-
вания давления p в преграде, под действием которого происходит схлопывание канала
за частицей. Поскольку давление создается при торможении частиц в приповерхностном
слое, то t∗ равно времени действия потока частиц на преграду. Критерий реализации дан-
ного режима получен из условия возникновения догоняющей и толкающей частицу струи,
образующейся при схлопывании канала, и имеет вид p > ρsv

2
p tg2 α∗/2, где ρs — плот-

ность материала преграды; α∗ ≈ 20◦ — критический угол схождения струй, при котором
возникает догоняющая частицу струя.
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Следует заметить, что моделирование материала преграды идеальной несжимаемой
жидкостью является грубым и противоречит описанной выше структуре канала за части-
цей [8]. Покажем, что разупрочнение материала и его моделирование жидкостью возмож-
но только в окрестности частицы на расстояниях, не превышающих диаметра частицы.
В остальной области деформации малы и материал деформируется упругопластическим

образом. Вблизи частицы скорости деформации велики: ε̇0 ∼ vp/d ∼ 107÷ 108 c−1, и тепло
не успевает отводиться от плоскостей скольжения, что и приводит к разупрочнению мате-
риала [9]. Обозначая среднее расстояние между плоскостями локализации деформации че-
рез∆, условие разупрочнения запишем в виде неравенства∆2/æ > d/vp, где∆2/æ — время

релаксации температуры вследствие теплопроводности; æ — коэффициент температуро-
проводности. Величина ∆ должна быть порядка расстояния между плоскостями скольже-
ния 0,1–1,0 мкм. Подставляя в данное неравенство значения ∆ ' 1,4 мкм, æ = 2·10−5 м2/с,
vp ' 103 м/с, получим ограничение на диаметр частицы d 6 ∆2vp/æ ≈ 100 мкм, что со-
гласуется с аналогичной оценкой в [2, 3].

Предполагая, что поле скоростей в окрестности частицы описывается решением урав-
нения для идеальной жидкости, в сферической системе координат будем иметь vr =
vp(1−(a/r)3) cos θ, vθ = −vp(1+(1/2)(a/r)3) sin θ [10], где θ — угол между радиус-вектором
и вектором скорости частицы. Используя эти формулы, получим, что скорость деформа-
ции ε̇ ∼ ∂vθ/∂r убывает с увеличением радиуса r по степенному закону ε̇/ε̇0 = (a/r)4, где
a = d/2 — радиус частицы; ε̇0 ∼ vp/d — скорость деформации на поверхности частицы. Из
данной формулы следует, что при r = 3a скорость деформации ε̇ = ε̇0 ·10−2 ∼ 105÷106 с−1.
При этой скорости деформации разупрочнения уже не происходит, и материал сохраняет
прочностные свойства [11]. Таким образом, радиус зоны разупрочнения r ≈ 3a имеет по-
рядок радиуса области сильной деформации, наблюдавшейся в каналах за частицами [8].
Это позволяет предположить, что в процессе внедрения частицы разупрочнение материа-
ла происходит в области интенсивной деформации r 6 3a, а в области слабой деформации
r > 3a материал сохраняет прочностные свойства. Несмотря на то что механические свой-
ства разупрочненного материала подобны свойствам жидкости, расплавления материала
при этом не происходит. Разупрочнение материала, в отличие от плавления, требует ма-
лых энергетических затрат. Например, чтобы расплавить сталь в цилиндре диаметром
0,3d и длиной 103d, требуется энергия E ≈ 0,5 Дж, что на два порядка больше кине-
тической энергии вольфрамовой частицы, имеющей скорость vp = 103 м/с, плотность
ρp = 2 ·104 кг/м3 и диаметр d = 100 мкм. Поэтому вблизи оси канала r < 0,15d происходит
разупрочнение, а не расплавление материала. Нарушение его кристаллической структу-
ры, по-видимому, связано со значительной деформацией, которая возникает за счет вязких
напряжений и согласно [12] сопровождается большими локальными поворотами.

Получим критерий сверхглубокого проникания с учетом прочностных свойств мате-
риала преграды. Для этого рассмотрим твердую сферическую частицу диаметром d, дви-
жущуюся в материале преграды вдоль оси x, в случае, когда материал в окрестности ча-
стицы разупрочнен. Пусть в момент времени t частица имеет скорость vp и координату xp.
За время ∆t ≈ d/vp частица сместится в точку x

′
p = xp + d. Тогда в точке xp возникнет

сферическая полость (пора) радиуса a = d/2, которая под действием давления p будет
заполняться материалом преграды. Если за время ∆t пора успевает затекать, то имеет
место режим безотрывного обтекания частицы. Это приведет к резкому уменьшению силы
сопротивления и сверхглубокому прониканию частицы. Построить аналитическое реше-
ние, описывающее течение вязкоупругопластического материала в окрестности частицы,
не представляется возможным.

Для того чтобы найти время затекания поры τ , рассмотрим следующую модельную
задачу. Пусть имеется сферическая ячейка радиуса b, в центре которой находится пора
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радиуса a = d/2, который совпадает с радиусом части-

Рис. 1

цы (рис. 1). Будем считать, что в слое a < r < rp мате-
риал находится в жидком состоянии, а в слое rp < r < b
является вязкопластическим. При a < r < rp жидкое
состояние моделирует разупрочненный материал, а в
слое rp < r < b материал сохраняет прочностные свой-
ства. Исходя из полученной выше оценки для радиуса
зоны разупрочнения материала выберем верхнюю гра-
ницу жидкого слоя rp = d.

Поскольку в [8] не приводится верхняя граница сла-
бодеформированной области, то для определения b нуж-
но привлечь дополнительные соображения. Используя

закон Гука в дифференциальной форме Ṡij = 2µėij и

полученную выше оценку для скорости деформации ε̇ ∼ (vp/d)(a/r)
4, оценим напряжения,

возникающие в точке, удаленной от центра частицы на расстояние r:

Sij ∼ 2µε̇∆t ∼ 2µ
vp

d

(a
r

)4 d

vp
∼ 2µ

(a
r

)4
,

где∆t = d/vp — характерное время деформирования; Sij , eij — девиаторы тензоров напря-
жения и деформаций; µ — модуль сдвига. На границе, разделяющей упругую и пластичес-
кую области, напряжение достигает предела текучести Sij ≈ Y . Подставляя это значение
в формулу для Sij , с учетом Y = 1 ГПа, µ = 80 ГПа для стали получим оценку радиуса
пластической зоны r ∼ 3,56a. Полагая радиус ячейки равным радиусу пластической зоны,
найдем b = 2d.

Если к внешней границе ячейки приложить давление p, то пора будет затекать в те-
чение некоторого времени τ . Пренебрегая сжимаемостью материала, запишем уравнения,
описывающие сферически-симметричное затекание поры [13]:

ρs

(∂vr

∂t
+ vr

∂vr

∂r

)
=
∂σr
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r
,

∂r2vr

∂r
= 0,

σr − σθ = 2η0

(∂vr

∂r
− vr

r

)
при a < r < rp, (1)

σr − σθ = Y + 2η
(∂vr

∂r
− vr

r

)
при rp < r < b,

где vr — скорость движения материала по радиусу; σr, σθ — компоненты тензора напря-
жений в сферической системе координат (рис. 1); η, Y — вязкость и предел текучести

вязкопластического материала; η0 — вязкость жидкости.
Интегрируя уравнения (1) по r с граничными условиями

σr(a) = 0, σr(b) = −p, σr(rp − 0) = σr(rp + 0), vr(rp − 0) = vr(rp + 0),

получим

p =
2

3
Y ln

α
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+
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2
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=
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, δ =
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b3 − a3
,
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где α0 = α(0); a0 = a(0) = d/2; b0 = b(0) = 2d; точками обозначены производные по

времени; δ — доля жидкого материала в ячейке. Полагая в первом уравнении (2) α̇ = α̈ = 0,
α = 1, найдем минимальное давление p∗, при котором произойдет полное затекание поры:

p∗ = (2/3)Y ln (1/δ).

Отсюда следует, что если разупрочнения материала не происходит, то δ → 0, p∗ → ∞
и пора вообще не будет затекать. При этом за частицей будет возникать полый канал
и сверхглубокое проникание станет невозможным. В нашем случае для стали δ ≈ 0,11,
Y = 1,2 ГПа получим минимальное давление p∗ ' 1,4 ГПа. Из уравнений (2) следует, что
время полного затекания поры τ будет функцией

τ = ψ(p, ρs, a0, η, Y, α0, δ). (3)

(Поскольку η � η0, то при записи (3) не учитывается зависимость от η0.) Используя
Пи-теорему, формулу (3) перепишем в безразмерном виде

τ = a0

√
2ρs

p
ϕ

(
α0, δ,

p

Y
,

√
ρspa0

η

)
. (4)

Функция ϕ (4) находилась путем численного интегрирования уравнений (2).
Выше отмечено, что при сверхглубоком проникании в окрестности частицы должно

происходить разупрочнение материала, а пора, возникающая за частицей, должна успе-
вать затекать за время ∆t = d/vp. Следовательно, условие сверхглубокого проникания
можно записать в виде неравенств

τ 6 d/vp 6 ∆2/æ. (5)

Используя формулу (4), первое неравенство в (5) перепишем следующим образом:

p >
ρsv

2
p

2
ϕ2. (6)

Из сравнения формулы (6) с критерием, полученным

Рис. 2

в [2–4], следует, что в этих работах величина ϕ явля-
ется константой ϕ = tgα∗, в то время как в предлага-
емой модели ϕ зависит от вязкопрочностных свойств
материала и параметров ячейки (см. формулу (4)).
На рис. 2 показана зависимость времени затекания τ
от p, полученная путем численного интегрирования
уравнения (2) для следующих значений параметров:
ρs = 7,85 · 103 кг/м3, Y = 1,2 ГПа, η = 102 Па · с,
η0 = 2 · 10−3 Па · с, a0 = 50 мкм, rp = 100 мкм.
Штриховая кривая описывает зависимость τ от p для
жидкой ячейки Y = 0, η = η0 при b0 = 200 мкм.
Сплошные кривые 1–3 описывают зависимости τ(p)
с учетом прочности Y = 1,2 ГПа при начальных ра-

диусах ячейки b0 = 300, 250, 200 мкм. Видно, что радиус ячейки b0 слабо влияет на время
затекания. Учет прочности материала Y 6= 0 приводит к значительному увеличению τ
при давлениях p < 5 ГПа.

Силу, действующую на частицу со стороны преграды, определим по формуле Злати-
на [14]

F = −
(
H + p+

ρs

2
(vp − v1)

2
)πd2

4

vp − v1

|vp − v1|
, (7)
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где v1 — скорость материала преграды. Первое слагаемое в скобках H, называемое ди-
намической твердостью, обусловлено работой сил прочности при деформации материа-
ла. Если частица внедрилась в материал на глубину l, то работа этих сил будет равна

A =

∫
ρs∆E dV . Объем интегрирования представляет собой цилиндрический канал за ча-

стицей радиусом d и длиной l, поэтому A ≈ ρs∆Eπd
2l. Приращение удельной энергии ∆E

оценим по формуле

∆E =

∫
1

ρs
σij ε̇ij dt ≈

1

ρs
Sij ėij∆t ≈

1

ρs
Y
vp

d

d

vp
≈ Y

ρs
,

где Sij ∼ Y ; ėij ∼ vp/d; ∆t ≈ d/vp; σij = −pδij + Sij — тензор напряжений.
Подставляя∆E в формулу для работы, найдем A ≈ πd2lY . В то же время работа опре-

деляется по формуле A = (πd2/4)lH. Приравнивая эти два выражения, получим величину
H ≈ 4Y , которая в два раза превосходит экспериментально определенную динамическую
твердость стали H = 2 ГПа [14]. Из данного рассуждения следует, что если в окрестности
частицы при r < d происходит разупрочнение материала, то H ≈ 0.

В формуле (7) второе и третье слагаемые, стоящие в скобках, обусловлены образо-
ванием полости за частицей. В этом случае давление на переднюю полусферу частицы

p+ ρs(vp − v1)
2/2, умноженное на площадь миделя πd2/4, определяет силу, действующую

на частицу. Если реализуется режим безотрывного обтекания, то полость за частицей от-
сутствует и эта сила равна нулю. В случае сверхглубокого проникания реализуются оба
условия (5) и правая часть в (7) равна нулю. Однако необходимо учесть, что вне области
разупрочнения d < r < 2d происходят пластические деформации материала, скорость ко-
торых ε̇ ∼ (vp/d)(a/r)

4 ∼ 10−2vp/d. Это приводит к уменьшению на два порядка работы
сил прочности и соответственно величины динамической твердости H ′ ≈ 10−2H. Учет
прочностных свойств материала преграды приведет к еще меньшим значениям ε̇, поэтому
для динамической твердости в этом случае будет справедливо неравенство H ′ 6 10−2H.

В разупрочненной области d/2 < r < d предел текучести Y = 0, а вязкость совпа-
дает с вязкостью расплава η0 = 2 · 10−3 Па · с. Соответственно число Рейнольдса для
параметров обтекания частицы vp ≈ 103 м/с, d ≈ 100 мкм, ρs = 8 · 103 кг/м3 равно

Re = ρsvpd/η0 ≈ 4 ·105. Следовательно, силы вязкости будут проявляться только в тонком

пограничном слое толщиной δ ≈ 5,6
√
ν0d/vp ≈ 5,6d/

√
Re ≈ 1 мкм, где ν0 = η0/ρs [10]. По-

видимому, наблюдавшаяся в эксперименте [8] первая область интенсивной деформации в
канале диаметром порядка 0,3d представляет собой пограничный слой, сходящий с части-
цы. Однако при d ≈ 100 мкм диаметр этой области составляет 30 мкм, что на порядок
больше приведенной выше оценки δ. Данное различие может быть связано с тем, что в по-
граничном слое после схода с частицы скорость деформации и температура уменьшаются.
Это приводит к резкому увеличению вязкости и толщины пограничного слоя в канале за

частицей. Так как δ � d, то для определения силы вязкого сопротивления частицы можно
воспользоваться автомодельным решением Блазиуса. Умножая тензор вязких напряжений
в пластине [10] на площадь поверхности частицы, получим

F ′
η =

1

2
ρsv

2
p

1,3√
Re

πd2.

В результате полная сила, действующая на частицу в режиме сверхглубокого проникания,
будет равна

Fp = −
(
H ′ + 2,6

ρs(vp − v1)
2

√
Re

)
πd2

4

vp − v1

|vp − v1|
, (8)

где Re = |vp − v1|d/ν0.
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Как отмечалось выше, только очень малая доля падающих частиц (порядка 0,1%)
проникает на большую глубину. По-видимому, это связано с тем, что начиная с некото-
рого момента времени t происходит экранирование падающих частиц теми частицами,
которые накопились в поверхностном слое преграды. Если объемная концентрация частиц
m2 в поверхностном слое меньше некоторой критической m∗

2, то падающие на поверх-
ность частицы могут проникать в металл. (Объемной концентрацией частиц m2 называ-
ется доля единичного объема, занятая частицами.) Если m2 > m∗

2, то падающая частица
сталкивается с частицами в поверхностном слое и застревает в нем. Отдельные импуль-
сы, создаваемые падающими частицами, распределяются между всеми частицами слоя,
в результате чего плотный слой частиц действует на преграду со средним давлением [2]
pL = 0,3ρLvLc, где c — скорость звука в преграде; ρL, vL — средняя плотность и скорость

частиц в облаке. Отсюда следует, что проникание частиц в преграду будет происходить
при условии

〈m2〉 < m∗
2, (9)

где 〈m2〉 =

lp∫
0

m2 dx/lp — средняя объемная концентрация частиц в поверхностном слое

толщиной lp; lp — длина релаксации скорости частицы при внедрении в материал. Выве-
дем формулу для lp. Подставляя силу Fp из формулы (7) в уравнение движения для части-
цы и пренебрегая давлением и динамической твердостью, получим уравнение движения
dvp/dt = −v2

p/lp, в которое входит длина релаксации скорости lp = 4ρpd/ρs. Величина m
∗
2

выбиралась из условия согласования расчетов и эксперимента по числу проникших частиц

m∗
2 = 0,25.
Перейдем к формулировке уравнений, описывающих процесс сверхглубокого проника-

ния частиц. Как отмечалось выше, прочность частиц всегда больше прочности материа-
ла преграды, так что частицы можно считать несжимаемыми шариками диаметром d.
Объемная концентрация проникающих в преграду частиц мала (m2 � 1), поэтому столк-
новениями между частицами можно пренебречь. Для описания движения частиц и ма-
териала преграды воспользуемся континуально-дискретной моделью, развитой ранее для
смеси газ — частицы [13]. В этой модели частицы описываются бесстолкновительным

кинетическим уравнением

∂f

∂t
+ vp

∂f

∂x
+

∂

∂vp

( Fp

mp
f
)

= 0, m2 =
πd3

6

∫
f dVv, 〈vp〉 =

πd3

6m2

∫
vpf dVv, (10)

где f = f(t,vp,x) — одночастичная функция распределения; dVv = dvpx dvpy dvpz — бес-
конечно малый объем в пространстве скоростей частиц; mp = πd3ρp/6 — масса частицы;
〈vp〉 — средняя скорость частиц. Сила Fp определяется по формулам (7), (8) и зависит от
режима движения частицы.

Систему уравнений (10) нужно дополнить уравнениями для материала преграды. Ис-
пользуя тензорные обозначения, запишем их в системе координат xi с базисными векто-
рами ei:

∂ρs

∂t
+∇iρsv1i = 0, ρs

dv1i

dt
= ∇jσij − Fi, ρs

dE

dt
= σij ε̇ij + Q̇,

d

dt
=

∂

∂t
+ v1i∇i, σij = −pδij + Sij , ε̇ij =

1

2
(∇iv1j +∇jv1i),

ėij = ε̇ij −
1

3
ε̇kkδij , Ŝij =

{
2µėij , (3/2)SijSij < Y 2,

−λ̇Sij + 2µėij , (3/2)SijSij = Y 2, (11)
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Ŝij =
dSij

dt
− ωikSjk − ωjkSik, ωij =

1

2
(∇iv1j −∇jv1i), p = pх + pт,

pх = K
(ρs

ρ0
s
− 1

)
, E = Eх + Eт, Eх =

K

2ρ0
s

(1− ρs

ρ0
s

)2
+
µ

ρs
eeije

e
ij ,

eeij =
Sij

2µ
, pт = ΓρsEт, i, j = 1, 2, 3,

где ėij , Sij , ε̇ij , σij , ωij — тензоры девиатора скоростей деформаций и напряжений, ско-
рости деформации, напряжения и поворота (по повторяющимся индексам проводится сум-
мирование); E, Eх, Eт — удельная внутренняя энергия и ее холодная и тепловая составля-
ющие; p, pх, pт — давление, холодная и тепловая составляющие давления; K, µ — модули

объемного сжатия и сдвига. В упругой области материал описывается законом Гука, а в
упругопластической — соотношениями Прандтля — Рейса. Сила F взаимодействия ча-
стиц с материалом и скорость диссипации энергии Q̇ находятся по формулам

F =

∫
Fpf dVv, Q̇ =

∫
Fp(v1 − vp)f dVv, (12)

где F = Fiei.
На основе данной модели решена задача о сверхглубоком проникании частиц в пре-

граду в одномерном случае. Преграда представляла собой слой материала толщиной h0,
на который слева набегал поток частиц. В одномерном случае система уравнений (5), (7),
(10)–(12) значительно упрощается и имеет вид

∂f

∂t
+ vp

∂f

∂x
+

∂

∂vp

( Fp

mp
f
)

= 0, mp =
πd3

6
ρp, m2 =

πd3

6

∞∫
−∞

f dvp,

∂ρs

∂t
+

∂

∂x
ρsv1 = 0, ρs

dv1
dt

=
∂σ1

∂x
− F, ρs

dE

dt
= σ1ε̇1 + Q̇,

d

dt
=

∂

∂t
+ v1

∂

∂x
,

σ1 = S1 − p, S2 = S3, S1 + S2 + S3 = 0,

Ṡ′i = 2µėi, Si =


S′i,

3

2

3∑
i=1

(S′i)
2 < Y 2,

√
2

3
S′iY

/√√√√ 3∑
i=1

(S′i)
2,

3

2

3∑
i=1

(S′i)
2 > Y 2,

(13)

p = pх + pт, pх = K
(ρs

ρ0
s
− 1

)
, E = Eх + Eт, Eх =

1

2ρ0
s

(
K

(
1− ρs

ρ0
s

)2
+ 3µ(ee1)

2
)
,

ėe1 =
Ṡ1

2µ
, pт = ΓρsEт, ε̇1 =

∂v1
∂x

, ε̇2 = ε̇3 = 0,

F =

∞∫
−∞

Fpf dvp, Q̇ =

∞∫
−∞

Fp(v1 − vp)f dvp,

Fp =


−

(
H + p+

ρs

2
(vp − v1)

2
)πd2

4

vp − v1
|vp − v1|

,

−
(
H ′ + 2,6

ρs(vp − v1)
2

√
Re

)
πd2

4

vp − v1
|vp − v1|

,
æ

∆2
6
|vp − v1|

d
6

1

τ
.



44 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2000. Т. 41, N-◦ 2

Первое выражение для силы Fp применяется в случае, когда не выполняется условие сверх-
глубокого проникания æ/∆2 6 |vp − v1|/d 6 1/τ , а также на стадии заглубления частиц в
преграду на диаметр d. Если скорость деформации ε̇ = |vp− v1|/d удовлетворяет неравен-
ству ε̇ > æ/∆2, то в первом выражении для Fp H нужно заменить на H ′.

Система уравнений (13) справедлива в области xL(t) < x < xR(t), левая xL(t) и пра-
вая xR(t) границы которой меняются со временем. До тех пор пока выполняется неравен-
ство (9), частицы проникают в преграду. В этом случае на левой границе xL(t) задается
условие отсутствия напряжения σ1(xL(t)) = 0 и поток частиц

j(xL(t)) = ρLvL.

Скорость vL и средняя плотность частиц ρL в набегающем потоке определяются по фор-
мулам

vL = v0
L exp (−α1t/τ0), ρL = ρ0

L exp (α2t/τ0), (14)

полученным в [15] путем аппроксимации результатов численных расчетов по метанию
порошка энергией взрыва. После нарушения неравенства (9) происходит экранировка па-
дающих частиц, и на границе xL(t) задается j(xL(t)) = 0, σ1(xL(t)) = −0,3ρLvLc, где ρL,
vL определяются по формулам (14). На правой границе задается условие отсутствия на-
пряжений σ1(xR(t)) = 0. Предполагается, что преграда достаточно «толстая», так что
частицы не выходят на ее правую границу, поэтому для них условия на правой границе не
ставятся. В момент t = 0 скорость v1, давление p и напряжения σi равны нулю, плотность
ρs = ρ0

s.
Система уравнений (13) решалась численным методом, разработанным ранее автора-

ми для расчета течений смеси газ — частицы и подробно описанным в [16]. Уравнения,
описывающие поведение материала преграды, решались в эйлеровых подвижных коор-
динатах по схеме «крест» [17]. Бесстолкновительное кинетическое уравнение для частиц
решалось в лагранжевых переменных. Облако частиц на входе в материал разбивалось
на ячейки таким образом, что частицы, попадающие в данную ячейку, имели одинаковую
скорость. В этом случае уравнения движения ячейки dx/dt = vp, dvp/dt = Fp/mp сов-
падали с характеристиками кинетического уравнения. Скорость, давление и плотность
материала в ячейках частиц находились интерполяцией. В качестве материала прегра-
ды выбиралась сталь с параметрами ρ0

s = 7,85 · 103 кг/м3, µ = 80 ГПа, K = 160 ГПа,
Y = 1 ГПа, H = 2 ГПа. Частицы вольфрама имели диаметр d = 100 мкм и плотность
ρp = 19,8 · 103 кг/м3. Динамическая твердость и вязкость разупрочненного материала в
расчетах равны H ′ = 2 · 10−3 ГПа, η0 = 10−3 Па · с. Параметры, входящие в (14), выбира-
лись аналогично [2, 15]: v0

L = 2 км/с, ρ0
L = 3 · 103 кг/м3, α1 = 1,61, α2 = 0,92, τ0 = 70 мкс,

где τ0 — время нагружения преграды потоком частиц. В начальный момент времени t = 0
координаты границ преграды xL(0) = 0, xR(0) = 0,3 м.

На рис. 3 показана зависимость скорости трех ячеек частиц (в дальнейшем для крат-
кости будем называть их частицами) от времени t. Частицы падают на левую границу

преграды в момент t1 = 0, t2 = 0,19 мкс, t3 = 0,38 мкс. Видно, что в течение времени
∆t ≈ 0,1 мкс частицы сильно тормозятся вблизи границы преграды, до тех пор пока они
не заглубятся в преграду и не выполнится условие сверхглубокого проникания. На вто-
рой стадии реализуется режим сверхглубокого проникания, поэтому сила, действующая
на частицы, мала и их скорость медленно уменьшается. На третьей стадии условие сверх-
глубокого проникания (5) перестает выполняться и частицы вновь резко тормозятся, а
их скорость уменьшается до скорости материала. Штриховой линией на рис. 3 показана
скорость левой границы преграды.

На рис. 4 приведены распределения давления в преграде p(x) для нескольких моментов
времени t от начала проникания частиц в преграду с интервалом ∆t = 20 мкс. Из рис. 3
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Рис. 3 Рис. 4

следует, что прекращение сверхглубокого проникания связано с торможением частиц до
скорости vp ≈ 750 м/с, когда условие (5) перестает выполняться. Как следует из рис. 4,
среднее давление, действующее в материале в момент времени t ≈ 60 мкс, еще достаточно
велико (p ≈ 8 ГПа). Следовательно, предположение авторов [2–4] о том, что время сверх-
глубокого проникания частиц равно времени действия в материале высокого давления для

толстых преград, является некорректным. Отметим, что чем позже частицы входят в пре-
граду, тем меньше они тормозятся в приграничной области, и затем обгоняют частицы,
вошедшие в преграду раньше, проникая на большие расстояния (см. рис. 3). Это связано
с тем, что первые частицы начинают проникать в преграду, когда давление в ней рав-
но нулю, поэтому они затрачивают больше энергии на торможение и создание высокого
давления, чем частицы, вошедшие в преграду в более поздние моменты времени. Этот
эффект обусловливает немонотонное распределение концентрации частиц в зависимости

от глубины проникания.
На рис. 5 показана зависимость осредненной

Рис. 5

объемной концентрации частиц 〈m2〉 от координа-
ты x в момент времени t = 100 мкс. (Рассчитан-
ная зависимость m2(x) наряду с регулярной име-
ла пульсационную составляющую, связанную с на-
чальной численной дискретизацией облака частиц

на ячейки. По мере проникания частиц в материал
расстояние между ними возрастало и данная дис-
кретность увеличивалась. Пульсации исключались
путем усреднения рассчитанного значения m2(x)

по формуле 〈m2〉 =
1

∆l

∫
∆l

m2(x) dx, величина ∆l

подбиралась эмпирически и была равна 25d.) Из
рис. 5 следует, что частицы проникают на макси-
мальную глубину порядка 500d. Зависимость 〈m2〉(x) является немонотонной и имеет два
максимума. Первый максимум находится вблизи левой границы преграды и соответству-
ет частицам, затратившим свою кинетическую энергию на создание давления в преграде.
Второй локальный максимум при x ≈ 6 см соответствует частицам, попавшим в преграду
в более поздние моменты времени, когда в ней имеется уже достаточно высокое давление
p. В этом случае после заглубления на диаметр d частицы начинали двигаться в режи-
ме сверхглубокого проникания, медленно теряя свою скорость. Отметим, что зависимость
m2(x) для частиц вольфрама, полученная в эксперименте [8], также немонотонна и имеет
два максимума: вблизи границы и на большой глубине (x ≈ 4,6 см).
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Таким образом, в данной статье разработана математическая модель, с использова-
нием которой решена задача о сверхглубоком проникании. Результаты расчетов глубины
проникания и распределения объемной концентрации частиц в преграде качественно со-
гласуются с данными экспериментов.
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