
5 Ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå

Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñâîáîäíîé ñèñòåìû â âèäå

T =
M + 2m

2

(
v2

c + k2(1− k2 sin2 χ/r)w2
)

=
M + 2m

2

(
v2

c + gw2
)
, (12)

ãäå

w = rω, φ = χ/r, k2 = 2m/(M + 2m), vc = v − k2w sin χ/r, g′ = k2(1− k2 sin2 χ/r).

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

v1 = vc, v2 = w

è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð
gij =

(
1 0
0 g

)
, (13)

ïðåäñòàâèì ëàãðàíæèàí ñèñòåìû êàê

T =
M + 2m

2
gijv

ivj =
M + 2m

2
ṡ2.

Çäåñü ìû ââåëè îáîçíà÷åíèÿ

ṡ2 = gijv
ivj = v2

c + gw2 (14)
è

ṡ =
ds

dt
.

Ïîñêîëüêó
vc =

dxc

dt
, w = rω = r

dφ

dt
,

òî èç (14) ñëåäóåò

ds2 = gijdxidxj. (15)
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå êàê ìåòðèêó íåêîòîðîãî êîíôèãóðàöèîííîãî

äâóìåðíîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè

x1 = xc, x2 = rφ = φ′

è óðàâíåíèÿìè ãåîäåçè÷åñêèõ

d2xi

ds2
+ Γi

jk

dxj

ds

dxk

ds
= 0, i, j, k... = 1, 2. (16)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Vc =
dx1

ds
=

dxc

ds
, Ω =

dx2

ds
=

dφ′

ds
.
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Ïîäñòàâëÿÿ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð (13) â îïðåäåëåíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ, ïîëó÷à-
åì

Γ2
22 =

1√
g′

d
√

g′

dφ′
.

Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ.
Èç óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ (16) ñëåäóþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîáîäíîãî ãèðîñêîïà

â âèäå
dVc

ds
= 0,

dΩ

ds
+

1√
g′

d
√

g′

dφ′
Ω2 = 0.

Ïåðåõîäÿ ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì èç ýòèõ óðàâíåíèé

dvc

dt
= 0, (17)

dw

dt
+

1√
g′

d
√

g′

dφ′
w2 = 0. (18)

Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, èìååì

vc = const, ω = ω0

√
1− k2 sin2 φ0√
1− k2 sin2 φ

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûì íàìè ðàíåå. Îíè îïèñûâàþò
äâèæåíèå ñâîáîäíîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà, ñ öåíòðîì ìàññ êîòîðîãî ñâÿçàíà óñêî-
ðåííàÿ ëîêàëüíî èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà âòîðîãî ðîäà, ïðè ýòîì íà öåíòð ìàññ
äåéñòâóþò ñêîìïåíñèðîâàííûå ñèëû èíåðöèè. Öåíòð ìàññ ñâîáîäíîãî ãèðîñêîïà ïîêî-
èòñÿ èëè äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà.

Ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì îïèñàíèè ñïðàâåäëèâûìè îêàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

vc =
dxc

dt
=

dxc

ds

ds

dt
, w =

dφ′

dt
=

dφ′

ds

ds

dt
, vc = Vcṡ, w = Ωṡ.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà â ôîðìóëó (14), èìååì

ṡ2 = V 2
c ṡ2 + g′Ω2ṡ2

èëè

V 2
c + g′Ω2 = 1. (19)

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, âûðàçèìVc è Ω ÷åðåç óãîë íåêîòîðûé óãîë η ñëåäóþùèì
îáðàçîì

Vc = cos η, Ω =
1√
g′

sin η. (20)

Ñîîòíîøåíèå (19) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû, ïðè
ýòîì Vc è g′Ω ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ îò íóëÿ äî åäèíèöû.
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Ãðóïïó äâèæåíèé ìåòðèêè gij äëÿ ðàçëè÷íûõ Vc è g′Ω îïðåäåëÿåò ìàòðèöà

ai
j =


 cos η

√
g′ sin η

− 1√
g′

sin η cos η.




6 Ñâîáîäíûé ÷åòûðåõìåðíûé ãèðîñêîïà ñ ó÷åòîì
êðó÷åíèÿ

Ïåðåä ýòè ìû èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (1), êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü
óðàâíåíèÿ Íüþòîíà äëÿ ñâîáîäíîé ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì òðàíñëÿöèîí-
íûå óñêîðåíèÿ êàê âðàùåíèÿ, òî ìû èìååì â êà÷åñòâå êîîðäèíàò íåãîëîíîìíûå âðàùà-
òåëüíûå êîîðäèíàòû è äîëæíû èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (3). Ýòè óðàâíåíèÿ
ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè Ôðåíå, îïèñûâàþùèìè ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ â ðèìàíîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ââåäåì â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà íåãîëîíîìíóþ îðòîãîíàëüíóþ äèàäóea
i , ÷åðåç

êîòîðóþ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

gij = Λabe
a
ie

b
j,

ãäå
Λab =

(
1 0
0 1

)
.

Îðòîãîíàëüíàÿ äèàäà äëÿ äàííîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, ñâÿçàííàÿ ñ ðàçëè÷íûìèVc

è g′Ω, èìååò âèä

ea
i(η, xc, φ) =

(
cos η

√
g′ sin η

− sin η
√

g′ cos η

)
,

ei
a(η, xc, φ) =


 cos η − sin η

1√
g′

sin η 1√
g′

cos η


 .

Ïî èçâåñòíîé äèàäå ìû ìîæåì ðàññ÷èòàòü ñâÿçíîñòü àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà äâó-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà è íàéòè óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà àáñîëþòíîãî ïà-
ðàëëåëèçìà

d2xi

ds2
+ ∆i

jk

dxj

ds

dxk

ds
= 0

ýêâèâàëåíòíûå óðàâíåíèÿì (3).
Ïðîèçâîäÿ âû÷èñëåíèÿ, íàõîäèì

d2xc

ds2
= −

√
g′

dη

dφ′
Ω2, (21)

d2φ′

ds2
+

1√
g′

d
√

g′

dφ′
Ω2 =

1√
g′

dη

dφ′
ΩVc (22)
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èëè
dvc

dt
= −

√
g′

dη

dt
w, (23)

dw

dt
+

1√
g′

d
√

g′

dφ′
w2 =

1√
g′

dη

dt
vc, (24)

ãäå
g′ = k2(1− k2 sin2 φ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
Φ = −

√
g′

k2

dη

dt
, (25)

òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèøóòñÿ êàê

v̇c = k2 Φ√
g′

w, (A′)

ẇ = − Φ√
g′

vc. (B′)

Çäåñü ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå
w = rω

√
g′.

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (A') íà M + 2m, à óðàâíåíèå (B') íà 2m, ïîëó÷èì

ṗ =
Φ√
g′

q, q̇ = −k2 Φ√
g′

p,

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ
p = (M + 2m)vc, q = 2mw.

Ïîñêîëüêó
ṗq =

Φ√
g′

q2, q̇p = −k2 Φ√
g′

p2,

òî

ṗq − q̇p =
Φ√
g′

(q2 + k2p2)

èëè
[pq] =

4mΦ√
g′

T, (26)

ãäå T -ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà.

6.1 Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ïðåöåññèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî
ãèðîñêîïà

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

v∗c = vc − v0, w =
√

grω,
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ãäå v0 - íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ, òîãäà óðàâíåíèÿ çàïèøóòñÿ êàê

v̇∗c = k2Φw,

ẇ = −Φv∗c .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Φ = κ0 = const.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåïåðü ïðèíèìàþò âèä

v̇∗c = k2κ0w,

ẇ = −κ0v
∗
c .

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå è âûðàçèì óãëîâîå óñêîðåíèå ÷åðåçv∗c

v̈∗c = k2κ0ẇ = −k2κ2
0v
∗
c

èëè

v̈∗c = −k2κ2
0v
∗
c .

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåòñÿ êàê

v∗c = A cos(kκ0t) + C sin(kκ0t).

Òàê êàê ïðè t = 0 ñêîðîñòü v∗c = 0, òî A = 0 è C = v0, ïîýòîìó

vc = v0 sin(kκ0t) + v0. (27)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè è èíòåãðèðóÿ åãî ïî âðå-
ìåíè, èìååì

w =
v0

k
cos(kκ0t) + (w0 − v0

k
).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî w =
√

grω, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè

ω =
v0√
grk

cos(kκ0t)) +
rω0

√
g(φ0)− v0/k

r
√

g
.

Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ïîëó÷àåì ïðè v0 = 0.
Ðåøåíèå (27) ïðåäñêàçûâàåò èçìåíåíèå ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ñâîáîäíîãî ÷åòûðåõìåð-

íîãî ãèðîñêîïà ïðè ñîõðàíåíèè ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû. Ýòî ÿâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå
ïðåöåññèè ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà.

7 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà öåíòðà ìàññ

Ïîä àáñîëþòíî óïðóãèì óäàðîì ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà ïîäðàçóìåâàåòñÿ àáñî-
ëþòíî óïðóãèé óäàð åãî êîðïóñà. Èíà÷å, ñòîðîííèé íàáëþäàòåëü ðàññìàòðèâàåò àáñî-
ëþòíî óïðóãèé óäàð "÷åðíîãî ÿùèêà"� ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà ñî ñòåíêîé.
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Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ: ïîëíîé ýíåðãèèT = E ′+W ′+
H ′ = E+W +H = const, ïîñòóïàòåëüíîãî èìïóëüñàP = (M+2m)v′ = (M+2m)v = const,
è óãëà φ′ = φ = const. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

P ′
c = −Pc(1− 2k2sin2φ) + 2K(1− k2sin2φ), (28)

K ′ = K(1− 2k2 sin2 φ) + 2Pck
2 sin2 φ, (29)

ãäå
K = −2mrω sin φ

- âðàùàòåëüíûé èìïóëüñ.
Ñîîòíîøåíèÿ (28),(29) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà öåíòðà ìàññ

÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà.

7.1 Àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð, äåìîíñòðèðóþùèé ïåðåõîä
ïîñòóïàòåëüíîé èíåðöèè âî âðàùàòåëüíóþ

Ðèñ. 5: Àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà, ïðåîáðàçóþùèé ïîñòóïà-
òåëüíóþ èíåðöèþ âî âðàùàòåëüíóþ (xc è xb - êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ è êîðïóñà ñîîò-
âåòñòâåííî)

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ýòîãî ýôôåêòà íåîáõîäèìî ðàñïîëîæèòü ìàëûå ãðóçû ïîä íåêî-
òîðûì óãëîì ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ. Íàèáîëüøèé ýôôåêò äîñòèãàåòñÿ, êîãäà óãîë
ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó 90o èëè 270o ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî,
íåîáõîäèìî (ìåäëåííî óñêîðÿÿ ãèðîñêîï) íàïðàâèòü åãî íà ñòåíêó. Ìåäëåííîå óñêîðå-
íèå íå ïîçâîëèò ìàëûì ãðóçàì ïðåîäîëåòü âíóòðåííèå ñèëû òðåíèÿ è îíè íå íà÷íóò
âðàùàòüñÿ ïåðåä óäàðîì. Ïîñëå óäàðà ìàëûå ãðóçû ïðèîáðåòàþò óãëîâóþ ñêîðîñòü âðà-
ùåíèÿ, ïîñêîëüêó ÷àñòü ïîñòóïàòåëüíîé èíåðöèè ïåðåõîäèò âî âðàùàòåëüíóþ, íî ïðè
ýòîì ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ óìåíüøàåòñÿ (ñì. ðèñ. 5)
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Íà ðèñ. 5 íà âåðõíåì ãðàôèêå èçîáðàæåíû êîîðäèíàòû öåíòðàëüíîãî òåëàx è öåíòðà
ìàññ ñèñòåìû xc. Äî óäàðà êðèâûå ñîâïàäàþò, à ïîñëå óäàðà êðèâàÿx îñöèëëèðóåò âî-
êðóã êðèâîé xc. Íà ñëåäóþùåì ãðàôèêå ïðåäñòàâëåíà óãëîâàÿ ÷àñòîòà âðàùåíèÿ ãðóçîâ
ω. Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ïåðåä óäàðîì îíà ðàâíà íóëþ (â ïðåäåëàõ îøèáêè èçìåðåíèé),
à ïîñëå óäàðà èçìåíÿåòñÿ äî âåëè÷èíû ïîðÿäêà10 ðàä/ñåê. Ïîýòîìó äî óäàðà ñèñòåìà îá-
ëàäàëà ïîñòóïàòåëüíîé èíåðöèåé, à ïîñëå óäàðà ÷àñòü ïîñòóïàòåëüíîé èíåðöèè ïåðåøëà
âî âðàùàòåëüíóþ.

Ðèñ. 6: Ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî àáñîëþòíî óïðóãîìó
óäàðó ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà, ïðåîáðàçóþùåìó ïîñòóïàòåëüíóþ èíåðöèþ âî âðàùà-
òåëüíóþ

Íèæå ìû âèäèì ãðàôèê èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ vc. Ýòà ñêîðîñòü ïåðåä
óäàðîì áûëà ðàâíà 50 ñì/ñåê, à ïîñëå óäàðà îêàçàëàñü ðàâíîé -25 ñì/ñåê, ò.å. èçìåíèëàñü
â äâà ðàçà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, ÷òî âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè îøèáêè ýêñïåðèìåíòà.
Ñ ó÷åòîì îøèáêè ýêñïåðèìåíòà, êðèâûå ω è vc îïèñûâàþòñÿ ïîëó÷åííûìè íàìè ðàíåå
ôîðìóëàìè (28), (29). Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå óäàðà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ,
òî èçìåíåíèå ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïîñëå óäàðà îáúÿñíÿåòñÿ
ïåðåõîäîì ÷àñòè ïîñòóïàòåëüíîé ýíåðãèè âî âíóòðåííþþ âðàùàòåëüíóþ ýíåðãèþ.

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ãðàôèêè ïî
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àáñîëþòíî óïðóãîìó óäàðó ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïðå-
îáðàçîâàíèå ïîñòóïàòåëüíîé èíåðöèè âî âðàùàòåëüíóþ. Èç ñðàâíåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ
è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî, â ïðåäåëàõ îøèáêè ýêñïåðèìåíòà, òåîðèÿ
ïðàâèëüíî îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíò. Áîëüøàÿ ÷àñòü íàáëþäàåìîãî îòêëîíåíèÿ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ îò òåîðåòè÷åñêîãî ïðåäñêàçàíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ îòñóòñòâèåì ó÷åòà ñèë
òðåíèÿ, äåéñòâóþùèõ âíóòðè è âíå ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà.

7.2 Àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð, äåìîíñòðèðóþùèé ïåðåõîä
âðàùàòåëüíîé èíåðöèè â ïîñòóïàòåëüíóþ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå óäàðà î ñòåíêó âðàùåíèå ìàëûõ ãðóçîâ ïðåêðàòèëîñü (K ′ =
0), òîãäà èõ óðàâíåíèÿ (29) èìååì

K(1− 2k2 sin2 φ) = −2Pck
2 sin2 φ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå (28), ïîëó÷èì

P ′
c = −Pc(1 + 2k2sin2φ).

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèå âðàùàòåëüíîé èíåðöèè â ïîñòóïà-
òåëüíóþ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ñèñòåìû óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ðèñ. 7: Àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà, ïðåîáðàçóþùèé âðàùà-
òåëüíóþ èíåðöèþ â ïîñòóïàòåëüíóþ

Â ýòîì ñëó÷àå, ïåðåä òåì, êàê íàïðàâèòü ãèðîñêîï íà ñòåíêó, íåîáõîäèìî ñîîáùèòü
ìàëûì ãðóçàì âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå. Ëó÷øå âñåãî ýòî ìîæíî ñäåëàòü "ðåçîíàíñ-
íûì"ñïîñîáîì, ò.å. ðàñêà÷èâàÿ öåíòðàëüíîå òåëî âäîëü îñèx. Ïîñëå òîãî, êàê ãðóçû íà÷à-
ëè âðàùàòüñÿ, ãèðîñêîïó íåîáõîäèìî ïðèäàòü íåêîòîðóþ ñêîðîñòü â íàïðàâëåíèè ñòåíêè

17



ñ òåì, ÷òîáû ïðîèçîøëî åãî ñòîëêíîâåíèå ñî ñòåíêîé. Äåëàÿ ýòó ïðîöåäóðó íåñêîëüêî
ðàç, íåîáõîäèìî äîáèòüñÿ ñèòóàöèè, êîãäà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùå-
íèÿ ãðóçîâ îáðàòèòüñÿ â íóëü. Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó
ñëó÷àþ.

Ïåðåä óäàðîì óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω ñîñòàâëÿëà ïðèìåðíî 11 ðàä/ñåê, à ïîñëå óäàðà
îêàçàëàñü ðàâíîé 2 ðàä/ñåê. Óìåíüøåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ãðóçîâ ïðèâåëî ê
óâåëè÷åíèþ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ vc. Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî
ñêîðîñòü vc èçìåíèëàñü c 20 ñì/ñåê äî -54 ñì/ñåê, ò.å. áîëåå ÷åì â äâà ðàçà ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå.

Ðèñ. 8: Ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî àáñîëþòíî óïðóãîìó
óäàðó ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà, ïðåîáðàçóþùåìó âðàùàòåëüíóþ èíåðöèþ â ïîñòóïà-
òåëüíóþ

Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåíû òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ãðàôèêè, ïîêàçûâàþùèå
ïðåîáðàçîâàíèå âðàùàòåëüíîé èíåðöèè â ïîñòóïàòåëüíóþ. Èç ñðàâíåíèÿ ãðàôèêîâ âèä-
íî, ÷òî òåîðèÿ õîðîøî îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, êîíå÷íî, ñ ó÷åòîì îøèáêè
ýêñïåðèìåíòà.
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8 Äâèæåíèå ãèðîñêîïà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû.
ßâëåíèå ìåõàíè÷åñêîé èíäóêöèè

Ïóñòü íà ÷åòûðåõìåðíûé ãèðîñêîï äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëàFx, òîãäà åãî óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ èìåþò âèä

ẍ =
Bω2 cos φ

1− k2sin2φ
+

a

1− k2sin2φ
+ k2Φ

rω − ẋ sin φ

1− k2sin2φ
, (30)

ω̇ =
k2ω2cosφsinφ

1− k2sin2φ
+

a sin φ/r

1− k2sin2φ
+

Φ

r

Bω sin φ− ẋ

1− k2sin2φ
. (31)

ãäå a = Fx/(M + 2m). Çàêîí èçìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå
çàïèøåòñÿ êàê

d

dt

(
1

2
(M + 2m)v2 + mr2ω2 − 2mrvω sin φ

)
= Fxẋ. (32)

Åñëè óáðàòü â óðàâíåíèÿõ (30), (31) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿΦ (òðåòüè ÷ëåíû â ïðà-
âîé ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ), òî ðåøåíèå ñèñòåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî äâèæåíèå öåíòðà ìàññ
ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
öåíòðà ìàññ âûïîëíÿåòñÿ âòîðîé çàêîí ìåõàíèêè Íüþòîíà.

Îäíàêî ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè âîçäåéñòâèè íà êîðïóñ ñèñòåìû ïîñòîÿí-
íîé ñèëîé Fx = const óñêîðåíèå öåíòà ìàññ çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ óãëàφ â ìîìåíò íà÷àëà
äåéñòâèÿ ñèëû. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

ẍc = ẍ− Bω2 cos φ

1− k2sin2φ
,

ïîýòîìó ñèñòåìó óðàâíåíèé (30), (31) ìîæíî çàïèñàòü êàê

ẍc =
Fa

M + 2m
,

ω̇ − k2ω2cosφsinφ

1− k2sin2φ
=

La

2mr2
,

ãäå
La = 2mr2

(
a sin φ/r

1− k2sin2φ
+

Φ

r

Bω sin φ− ẋ

1− k2sin2φ

)

- ìîìåíò, íàâåäåííûé âíåøíåé ñèëîéFx, à

Fa = (M + 2m)

(
a

1− k2sin2φ
+ k2Φ

rω − ẋ sin φ

1− k2sin2φ

)

- ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà öåíòð ìàññ.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà êîðïóñ ãèðîñêîïà äåéñòâóåò ñèëàFx = (M + 2m)a, òî öåíòð

ìàññ äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì

a1 =
a

1− k2sin2φ
≥ a,

19



ïîñêîëüêó ÷àñòü ðàáîòû âíåøíåé ñèëû èäåò íà èçìåíåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ
ìàëûõ ãðóçîâ. Ýòî ÿâëåíèå, íàáëþäàåìîå ýêñïåðèìåíòàëüíî, áûëî íàçâàíî ìåõàíè÷åñêîé
èíäóêöèåé. Äëÿ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà,
ìåõàíè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ, ïðèâîäÿùàÿ ê óâåëè÷åíèþ óñêîðåíèÿ öåíòðà ìàññ, âûãëÿäèò
êàê óìåíüøåíèå ïîëíîé ìàññû ãèðîñêîïà â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

M + 2m = (M + 2m)(1− k2 sin2 φ). (33)

9 Äâèæåíèå ãèðîñêîïà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî
ìîìåíòà. ßâëåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñàìîèíäóêöèè

Êîãäà íà ãèðîñêîï âíåøíèé ìîìåíòL = 2mr2N , åãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèøóòñÿ
êàê

ẍ =
Bω2 cos φ

1− k2sin2φ
+

BN sin φ

1− k2sin2φ
+ k2Φ

rω − ẋ sin φ

1− k2sin2φ
,

ω̇ =
k2ω2cosφsinφ

1− k2sin2φ
+

N

1− k2sin2φ
+

Φ

r

Bω sin φ− ẋ

1− k2sin2φ
.

èëè

ẍc =
FN

M + 2m
= aN ,

ω̇ − k2ω2cosφsinφ

1− k2sin2φ
=

LN

2mr2
,

ãäå
FN = (M + 2m)

(
BN sin φ

1− k2sin2φ
+ k2Φ

rω − ẋ sin φ

1− k2sin2φ

)

- ñèëà íàâåäåííàÿ ìîìåíòîì N è äåéñòâóþùàÿ íà öåíòð ìàññ.

LN = 2mr2

(
N

1− k2sin2φ
+

Φ

r

Bω sin φ− ẋ

1− k2sin2φ

)
(34)

- èñòèííûé ìîìåíò, èçìåíÿþùèé óãëîâóþ ÷àñòîòó âðàùåíèÿ.
Èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

d

dt

(
1

2
(M + 2m)v2 + mr2ω2 − 2mrvω sin φ

)
= Lω.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè âñÿ ðàáîòà âíåøíåãî ìîìåíòà èäåò íà
èçìåíåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ãðóçîâ. Îäíàêî ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî
íå òàê, ïîñêîëüêó ÷àñòü ðàáîòû âíåøíåãî ìîìåíòà èäåò íà èçìåíåíèå ñêîðîñòè öåíòðà
ìàññ âñåé ñèñòåìû.

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû (34) âèäíî, ÷òî èñòèííîå óãëîâîå óñêîðåíèå óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ

N

1− k2sin2φ
≥ N,
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ïîñêîëüêó ÷àñòü ðàáîòû, ñîâåðøàåìîé ìîìåíòîì, ðàñõîäóåòñÿ íà óñêîðåíèå öåíòà ìàññ.
Ýòî ÿâëåíèå, íàáëþäàåìîå ýêñïåðèìåíòàëüíî, ìû íàçâàëè ìåõàíè÷åñêîé ñàìîèíäóêöèåé.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèé ïðè ìåõàíè÷åñêîé
ñàìîèíäóêöèè âûãëÿäèò êàê óìåíüøåíèå ìîìåíòà èíåðöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

J = 2mr2 = J(1− k2sin2φ) = 2mr2(1− k2sin2φ).

Ïîñêîëüêó ðàäèóñ r â íàøèõ ýêñïåðèìåíòàõ âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, òî ìîæíî òðàêòî-
âàòü íàáëþäàåìîå ÿâëåíèå ñàìîèíäóêöèè êàê óìåíüøåíèå ìàññû âðàùàþùèõñÿ ãðóçîâ,
à èìåííî

m = m(1− k2sin2φ). (35)

9.1 Âíóòðåííèé óäàð ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè òåîðåòè÷åñêîì îïèñàíèè ÿâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñàìîèí-
äóêöèè íàâîäÿò íà ìûñëü, ÷òî åñëè âíóòðè ñèñòåìû èñêóññòâåííûì îáðàçîì èçìåíèòü
óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ãðóçîâ, òî ìû ïîëó÷èì èçìåíåíèå ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ
âñåé ñèñòåìû. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîé èäåè íà ÷åòûðåõìåðíîì ãèðîñêîïå áûë óñòàíîâëåí
ìåõàíèçì, êîòîðûé, ñëåäóÿ Â.Í.Òîë÷èíó, ìû áóäåì íàçûâàòü ìîòîð�òîðìîçîì.

Ðèñ. 9: Ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà âíóòðåííåãî óäàðà ñâîáîäíîãî ãèðîñêîïà ñ
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè

Ýòîò ìåõàíèçì ñîñòîèò èç ïðóæèíû, êîòîðàÿ ñðàáàòûâàëà â ñåêòîðå óãëîâ330o−30o,
èçìåíÿÿ óãëîâóþ ÷àñòîòó âðàùåíèÿ ãðóçîâ îò 0 äî 8-10 ðàä/ñåê., è òîðìîçà, êîòîðûé
óìåíüøàë óãëîâóþ ÷àñòîòó âðàùåíèÿ â ñåêòîðå óãëîâ150o − 180o äî 0. Íà ðèñ. 9a ïðåä-
ñòàâëåíû ãðàôèêè òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè è ëèíåéíûõ ñêî-
ðîñòåé ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå âíóòðåííåãî óäàðà.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ãðàôèêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9á. Ñðàâíåíèå
òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ãðàôèêîâ ïîêàçûâàåò äîñòàòî÷íî õîðîøåå ñîâïà-
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äåíèå òåîðèè è ýêñïåðèìåíòà. Íåêîòîðîå ðàçëè÷èå â ãðàôèêàõ èçìåíåíèÿ óãëîâîé ÷à-
ñòîòû îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âîçíèêàþò òðóäíîñòè â ïðàâèëüíîì îïèñàíèè âîçäåéñòâèÿ
ìîòîð�òîðìîçà. Ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ìîòîð� òîðìîçà ïðîèñõîäèë ñëåäóþùèé ôèçè÷å-

Ðèñ. 10: ×åòûðåõìåðíûé ãèðîñêîï íà ïîäâåñå

ñêèé ïðîöåññ. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðóæèíû â ìîìåíò èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðî-
ñòè âðàùåíèÿ ãðóçîâ ïåðåõîäèëà â ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ äâèæåíèÿ ÷åòûðåõìåðíî-
ãî ãèðîñêîïà è ðàñõîäîâàëàñü íà: à) èçìåíåíèå åãî âíóòðåííåé âðàùàòåëüíîé ýíåðãèè
W (t) = mr2ω(t)2 = Jω(t)2/2 , J = 2mr2 ; á) èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè åãî öåí-
òðà ìàññ Ec(t) = (M + 2m)v(t)2

c/2 ÷åðåç ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó âðàùàòåëüíîé
è ïîñòóïàòåëüíîé ýíåðãèÿìèH(t) = −2mrv(t)ω(t) sin φ(t) .

Ðèñ. 11: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ãðàôèêè âíóòðåííåãî óäàðà ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà íà
ïîäâåñå
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Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ öåíòðà ìàññ, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðóæèíû, êîëè÷åñòâåííî ñîîòâåòñòâóåò èñòðà÷åííîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
ïðóæèíû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñèëû òðåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé èçìåíå-
íèÿ ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ, áûëî ðåøåíî ïîäâåñèòü ÷åòûðåõìåðíûé ãèðîñêîï íà ÷åòûðåõ
íèòÿõ (ñì. ðèñ. 10). Â ýòîì ýêñïåðèìåíòå âêëþ÷åíèå ïðóæèíû ïðîèñõîäèëî áåç êàñà-
íèÿ êîðïóñà. Äëÿ ýòîãî íà êîðïóñå ãèðîñêîïà áûëî óñòàíîâëåíî ýëåêòðîìàãíèòíîå ðåëå,
êîòîðîå âêëþ÷àëîñü äèñòàíöèîííî, ïîñëå ÷åãî ñðàáàòûâàëà ïðóæèíà.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî âíóòðåííåìó óäàðó íà ïîäâåñå
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 11. Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî öåíòð ìàññ èçìåíÿåò ñâîþ ñêîðîñòü
äàæå â îòñóòñòâèè îïîðû íà ïîäñòèëàþùóþ ïîâåðõíîñòü.

10 Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìîäåëè ÷åòûðåõìåðíûõ
ãèðîñêîïîâ, äåìîíñòðèðóþùèõ ðåàêòèâíîå
äâèæåíèå áåç îòáðàñûâàíèÿ ìàññû

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî îáåñïå÷åíèÿ ïîñòîÿííîãî äâèæåíèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðî-
ñêîïà ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî óäàðà, íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ýòè óäàðû ïåðèîäè÷å-
ñêè, äî òåõ ïîð, ïîêà íå êîí÷èòñÿ âåñü çàâîä ïðóæèíû.

10.1 Ìîäåëü � 1 ñ ïðóæèííûì çàâîäîì

Ðèñ. 12: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ãðàôèêè ìíîæåñòâåííûõ âíóòðåííèõ óäàðîâ ÷åòûðåõìåð-
íîãî ãèðîñêîïà
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