О ДВИЖЕНИИ ТЕЛ
КНИГА ПЕРВАЯ 
ОТДЕЛ I
О МЕТОДЕ ПЕРВЫХ И ПОСЛЕДНИХ ОТНОШЕНИЙ, ПРИ ПОМОЩИ КОТОРОГО ПОСЛЕДУЮЩЕЕ ДОКАЗЫВАЕТСЯ

Лемма I
Количества, а также отношения количеств, которые в продолжение любого конечного времени постоянно стремятся к равенству и ранее конца этого времени приблизятся друг к другу ближе, нежели на любую заданную разность, будут в пределе равны.
Если это отрицаешь, то пусть они в пределе будут неравны, и их пре​дельная разность пусть будет D, следовательно они не могут ближе подойти к равенству, как до этой заданной разности D, в противность предполо​жению.

Лемма II
Если в какую-либо фигуру АасЕ, ограниченную прямыми Аа и АЕ и кривою асЕ, вписывать любое число параллелограммов Аb, Bc, Cd и т. д., имеющих равные основания АВ, ВС, CD и т. д. и стороны Вb, Сс, Dd и т. д., параллельные стороне Аа фигуры, и дополнить параллелограммы аKbl Blcm, cMdm и т. д., затем, уменьшая ширину этих параллелограм​мов, увеличивать их число до бесконечности, то я утверждаю, что в пре​деле отношения вписанной фигуры AKbLcMdD, описанной AalbmcndoE и криволинейной AabcdE друг к другу равны единице.26
26 Предельные отношения Ньютон называет или «primae rationes», т. е. «первые отно​шения», или «ultimae rationes», т. е. «последние отношения», причем первым термином он поль​зуется при определении предела отношения двух бесконечно малых величин: «зарождаю​щихся»— «nascentium» или «исчезающих» — «evanescentium». Второй термин применяется безразлично как для предела отношения величин конечных, так и бесконечно малых. Когда две величины в пределе равны, т. е. когда их отношение в пределе равно единице, то употре​бляется термин «sunt ultimo aeqnales», т. е. «наконец равны», или «ultimae rationes sunt rationes «equalitatis», т. е. «последние отношения суть отношения равенства». В переводе все эти термины заменены употребляемыми теперь словами «предельное отношение» или «предел отношения». Переменные величины вообще Ньютон называет или «неопределенными» — «indeterminatae», или «текущими» — «fluentes», величины постоянные всегда называет «заданными» или «данными» — «datae». В переводе этот термин во многих местах сохранен.
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Разность вписанной и описанной  фигуры есть сумма параллелограм​мов Kl, Lm, Mn,. .. (фиг. 6), которая (вследствие равенства всех основа​ний) равна прямоугольнику, построенному на одном из оснований Kb, и сумме высот Аа, т. е. прямоугольнику ABla. Но этот прямоугольник, так как его ширина АБ уменьшается бесконечно, может быть сделан менее любой за​данной величины. Следовательно (по лем. I), в пределе фигура вписанная, фигура описанная и тем паче заключающаяся между ними криволинейная будут между собою равны.

Лемма III
Предельные отношения тех же сумм параллелограммов равны еди​нице и в том случае, когда ширины их АВ, ВС, CD,... we равны между
собою, но все уменьшаются бесконечно.
Пусть AF равно наибольшей из ширин l и на ней построен параллелограмм AFaf. Этот параллелограмм будет больше разности  фигуры вписанной и  фигуры описанной; при бесконечном же уменьшении ширины его, площадь может быть сделана менее площади любого заданного прямоугольника.

Следствие 1. Таким образом в пределе сумма этих исчезающих параллелограммов вполне совпадает с площадью криволинейной  фигуры.

Следствие 2. В еще бо'льшей мере прямолинейная фигура, ограничен​ная хордами дуг аb, bс, cd и т. д., совпадает с криволинейною фигурою.

Следствие 3. То же самое относится и к описанной прямолинейной  фигуре, ограниченной касательными к сказанным дугам.

Следствие 4. Поэтому эти две последние  фигуры (по отношению к пе​риметру асЕ) в пределе не суть прямолинейные, но составляют криволиней​ный предел прямолинейных  фигур.
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Лемма IV
Если в каждую из двух фигур АасЕ и РрrТ вписать (как указано выше) ряд параллелограммов так, что число их то же самое, и если при бесконечном уменьшении ширин пределы отношений площадей параллело​граммов одной фигуры к параллелограммам другой,, каждого к ему соот-
— 59 —

ветствующему, между собою равны, то я утверждаю, что и самые фигуры AасЕ и РрrТ находятся в том же отношении.
В самом деле, в каком отношении находится каждый из параллело​граммов одной  фигуры (фиг. 7) к ему соответствующему другой, в том же отношении друг к другу находятся и суммы всех их, т. е. площадь одной  фигуры к площади другой, ибо по лемме III пределы отношений площади первой  фигуры к первой сумме и площади второй ко второй сумме равны единице.

Следствие. Совершенно так же докажется, что если вообще две какого угодно рода величины будут разделены на одинаковое число частей
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и, при бесконечном возрастании числа их и уменьшении каждой из них, отношение их соответственно друг к другу, т. е. первой к первой, второй ко второй и т. д., остается постоянным, то и самые величины будут нахо​диться в этом же отношении. Ибо, если в относящихся к этой лемме  фигу​рах взять параллелограммы так, чтобы они были пропорциональны сказан​ным частям, то суммы частей будут относиться между собою, как суммы параллелограммов, и следовательно, когда число частей и число параллело​граммов будет бесконечно возрастать, а самые части уменьшаться, то пре​дельное отношение сумм частей будет оставаться равным предельному отношению сумм параллелограммов, это же отношение равно отношению каждого параллелограмма, к ему соответствующему, т. е. (по предположе​нию) пределу отношения части к части.27
27 Эта лемма и ее следствие, составляющие в теперешнем изложении основную теорему интегрального исчисления, постоянно применяются в «Началах», в которых аналитический процесс интегрирования заменяется часто сопоставлением той кривой, коей площадь ищется, с другой известной кривой так, чтобы площади соответствующих параллелограммов (элементы интеграла) находились в постоянном отношении. Аналитически этот процесс равносилен инте​грированию при помощи подстановки.
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Лемма V
У подобных фигур длины соответствующих сторон, как прямолиней​ные, так и криволинейные, между собою пропорциональны, площади же фигур пропорциональны квадратам сторон.
Лемма VI
Если какая угодно заданная по положению дуга АСВ стягивается хордою АВ, и в какой-либо ее точке А, лежащей в области непрерывной
кривизны, проведена касательная AD, про​долженная в обе стороны, и если точки Аи В приближаются друг к другу и совпадают, то я утверждаю, что угол BAD, заключен​ный между хордою и касательной, умень​шается бесконечно и в пределе исчезает.
Ибо, если бы этот угол не исчезал, то между дугою АСВ и касательной АВ заклю​чался бы угол, равный некоторому данному прямолинейному углу (т. е. конечной вели​чины), и следовательно, кривизна в точке А не была бы непрерывною, в противность пред​положению (фиг. 8).

Лемма VII
При тех же предположениях я утверждаю, что предельное отно​шение дуги, хорды и касательной друг к другу равно единице.
Когда точка В приближается к А (фиг. 8), то АВ и AD следует рас​сматривать продолженными до постоянной прямой bd, параллельно которой и проводится секущая ВD.
Пусть дуга Асb подобна дуге АСВ при всяком положении точки В. При совмещении точек А и В, угол dAb, по предыдущей лемме, исчезает, следовательно остающиеся постоянно конечными прямые Аb и Ad и про​межуточная дуга Асb совпадают, и поэтому равны между собою, значит и постоянно им пропорциональные прямые АВ, AD и промежуточная дуга АСВ, исчезающие в пределе, будут иметь своим предельным отношением единицу.

Следствие 1. Если через точку В провести прямую BF (фиг. 9) па​раллельно касательной, пересекающую какую-либо прямую AF, проведен-
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ную через А в точке F, то предельное отношение длины BF к исчезающей дуге АСВ равно единице, ибо дополнив параллелограммы AFBD, видим что BF постоянно равно АD.
Следствие 2. Если через точки А и В проводить различные прямые BE, BD, AF, AG, пересекающие касательную АD и параллельную ей BF, то предельное отношение всех отрезков AD, АЕ, BF, BG, хорды АВ и дуги АВ друг к другу равно единице.

Следствие 3. В виду этого все эти длины, при всяком рассуждении о пределах отноше​ний, могут быть взяты одна вместо другой.
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Лемма

Если задана прямая AR и направление прямой ВR, то хорда АВ, дуга АСВ и касательная АD образуют с прямыми АR, и BR три тре​угольника RAB, RACB, RAD; если затем точка В будет приближаться к А и совпадет с нею, то я утверждаю, что в пределе эти три исчезаю​щие треугольника между собою равны и предельное отношение их площадей равно единице.
Ибо, когда точка В приближается к А (фиг. 8), то надо рассматривать, что прямые АВ, АD и АR продолжены до встречи с постоянною прямою rbd, параллельно которой и проводится RD, дуге же АСВ строится подобная дута Асb. Когда точки А и В совпадают, то угол bAd исчезает, и следо​вательно, три остающихся постоянно конечными треугольника rАb, rАсb, rAd совпадают, в виду чего они подобны и равны. Поэтому и постоянно им подобные треугольники RAB, RACB, RAD будут в пределе между собою равны и подобны.

Следствие. Следовательно, во всех рассуждениях о пределе отношений эти треугольники могут быть взяты один на место другого.

Лемма IX
Если заданные по положению прямая АЕ и кривая ABC пересека​ются под данным углом А, и от прямой АЕ проводятся внутри этого угла ординаты ВD, СЕ, пересекающие кривую в точках В и С, и точки В и С совместно приближаются к А, то я утверждаю, что площади тре​угольников ABD и АСЕ будут в пределе относиться друг к другу, как квадраты сторон.
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Как и в предыдущем, надо подразумевать, что когда точки В и С (фиг. 10) приближаются к А, то АD продолжается до заданных прямых db и еc, параллельных ординатам DВ и ЕС и проведенных так, чтобы по​стоянно было

AD:AE=Ad:Ae.
До встречи с этими же прямыми в точках b и с продолжаются и хорды AВ и АС. Проводим кривую Аbс, подобную ABC и касательную Аg к обеим

кривым в точке А. Пусть эта ка​сательная пересекает ординаты в точках F, G, f, g. Сохраняя затем длину Ае неизменной, при​ближаем точки В и С к точке А до совмещения с нею. Так как в пре​деле угол сАg исчезает, то криво​линейные площади Abd, Асе совпа​дут с прямолинейными Afd, Age, следовательно (по лем. V) они бу​дут относиться, как квадраты сто​рон Ad и Ае. Но этим площадям постоянно пропорциональны пло​щади ABD, АСЕ, и стороны их АD и АЕ пропорциональны сторо​нам Ad и Ае, следовательно и площади ABD и АСЕ будут в пределе относиться между собою, как квадраты сторон АD и АЕ.
Лемма X
Пространства, описываемые телом, находящимся под действием какой-либо конечной силы, будет ли эта сила постоянная, или же от будет непрерывно увеличиваться или уменьшаться, при самом начале дви​жения пропорциональны квадратам времен их описания.
Пусть времена представляются длинами AD, АЕ (фиг. 10), скорости, производимые силою, — ординатами ВD, ЕС, тогда пространства будут пропорциональны площадям ABD, АСЕ, описанным этими ординатами, т. е. при самом начале движения, по лемме IX, они пропорциональны ква​дратам АD и АЕ.
Следствие 1. Отсюда легко заключить, что когда тела описывают подобные части подобных  фигур, то отклонения, производимые действием
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каких бы то ни было равных сил, вновь подобным образом приложенных к телам, приблизительно пропорциональны квадратам времени; при этом эти отклонения надо измерять от тех мест, в которые сказанные тела пришли бы в течение рассматриваемых промежутков времени без действия этих но​вых сил.

Следствие 2. Отклонения, производимые при вышесказанных условиях различными силами, пропорциональны этим силам и квадратам времени.

Следствие 3. То же самое относится и до пространств, описываемых телами под действием различных сил: в самом начале движения эти про​странства также пропорциональны силам и квадратам времени.

Следствие 4. Следовательно, силы прямо пропорциональны простран​ствам при самом начале движения и обратно пропорциональны квадратам времени их описания.

Следствие 5. Квадраты времени прямо пропорциональны пройденным пространствам и обратно пропорциональны силам.

ПОУЧЕНИЕ
Если разного рода переменные величины сравниваются между собою я про которую-нибудь из них говорят, что она прямо или обратно пропор​циональна28 другой, то смысл этого выражения тот, что первая величина

28 При изложении «Начал», Ньютон, как уже сказано, избегает пользования алгеброй, а всецело придерживается образца древних авторов Эвклида и Аполлония, пользуясь постоянно пропорциями. В этом поучении он поясняет понятие о прямой и обратной пропорциональности. Это сделано, повидимому, потому, что в книге У «Элементов» Эвклида, где излагается учение о пропорциях между величинами (не числовыми их мерами), рассматривается пропорциональ​ность четырех величин (опред. 6). Необходимо также при чтении подлинника иметь в виду следующие термины, определения которых приведены у Эвклида (опред. 13—17) и которыми Ньютон постоянно пользуется. Эти термины относятся к классификации так называемых теперь производных пропорций. Эти термины следующие: пусть дана пропорция

a:b=c:d. Тогда будет:
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В то время на классификацию и терминологию обращалось большое вникание, и напр., Wallis в своей «Алгебре», изданной в 1685 г., т. е. за год до «Principia», из предложен​ной пропорции выводит 52 с нею связанных и придает им названия, состоящие из сочета​ний предыдущих терминов.

Ньютон также весьма строго придерживается этой терминологии, и если у него встре​чается пропорция

а:b=с:d,
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увеличивается или уменьшается в том же самом отношении, как вторая или как величина ей обратная.

Если же про которую-нибудь из этих величин сказано, что она прямо или обратно пропорциональна двум или нескольким другим, то смысл этого выражения тот, что первая или увеличивается, или уменьшается, в отно​шении, равном произведению отношений, в которых прочие или им обратные увеличиваются или уменьшаются.

Так, если сказано, что А прямо пропорционально В и С и обратно пропорционально D то смысл этого тот, что А увеличивается или уменьшается в том же отношении, как B•С•(1/D), т. е. что величины А и BC/D находятся друг к другу в постоянном отношении.

Лемма XI
Расстояние от конца дуги до касательной, проведенной в ее начале, при бесконечном уменьшении дуги для всех кривых, коих кривизна в точке касания конечная, пропорционально в пределе квадрату ее хорды.
Случай 1. Пусть АВ (фиг. 11) — рассматриваемая дуга, AD — ее каса​тельная в начале, BD — расстояние точки В до касательной. Проведем к ка​сательной AD и к хорде АВ перпендикуляры AG и ВG, пересекающиеся в G, пусть затем точки В, D, G перешли в b, d, g; и пусть, наконец, J есть предельное положение точки G — пересечения прямых АG и BG, когда точки В и D сольются с А.
Очевидно, что расстояние GJ может быть сделано меньше всякой наперед назначенной величины.

то он не иначе напишет пропорцию

{а—b):b=(с— d):d, как предпослав слово divisim.
Так как эта классификация почти утратилась, то в переводе эти термины по большей части опущены, но при чтении подлинника надо их иметь в виду, особенно неудачный термин «divisim» или «dividendo».
Вообще Ньютон пропорций в том виде, как теперь, не пишет, всякую линию обыкно​венно обозначает двумя буквами и отдельные величины большими — буквами.

Пропорции пишутся словами так:

A est ad В ut С est ad D что равносильно нашему A:B=C:D
или

A/B=C/D
В переводе, для наглядности, слова заменены знаками и принято обычное теперь обо​значение.
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По свойству кругов, проходящих через точки А, В, G и А, b, g, будет[image: image7.png]AB*=AG-BD ® Ab*=Ag-bd




следовательно[image: image8.png]



Но так как GJ может быть сделано меньше всякой наперед заданной

величины, то можно сделать так, что отношение AG/Ag будет отличаться

от единицы менее, чем на любую заданную величину, следовательно и отношение AB2/Ab2 будет

отличаться от BD/bd менее, чем на любую задан​ную величину, и значит, по лемме I, пределы отношений [image: image9.png]


равны.

Случай 2. Положим теперь, что BD накло​нено к AD под каким-либо постоянным углом, отношение BD к bd будет в пределе то же самое, т. е. равно пределу отношения АВ2 к Аb2.

Случай 3. Наконец, в том случае, когда угол D — переменный, но прямая BD или прохо​дит через постоянную точку, или строится по какому-либо определенному закону, то углы D и d, строимые также по одному и тому же за​кону, при приближении точек В и D к точке А стремятся к равенству, и так как разность их может быть сделана меньше любой наперед назначенной величины, то эти углы в пределе равны; и следовательно, длины BD и bd будут находиться по-прежнему в том же отношении, как квадраты хорд.

Следствие 1. Так как тангенсы29 АD и Ad дуги АВ и Аb и их синусы ВС и bс в пределе равны хордам АВ и Аb, то предельное отношение их квадратов равно отношению затяжек BD и bd.
[image: image10.jpg]Pur. 11





29 Отрезкам AD, Ad, ВС и bc приданы названия «тангенсы» и «синусы», которые бы им принадлежали, если бы кривая АВ была запенена дугою круга, описанною на диаметре AG, и дуга кривой Аb — дугою круга, описанною на диаметре Аg, но ясно, что эти термины введены лишь для краткости речи и высказанное свойство принадлежит всякой кривой и всякой точке, где кривизна — конечная, т. е. где длина AJ — конечная и положение точки J — конца
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Следствие 2. Предельное отношение квадратов хорд и прочих упомя​нутых выше длин равно отношению стрелок, разделяющих хорды дуг по​полам и проходящих по продолжению через постоянную точку, ибо эти стрелки пропорциональны затяжкам BD и bd.
Следствие 3. Поэтому стрелки пропорциональны квадратам времен описания их дуг телами, движущимися с постоянною скоростью.

Следствие 4. Площади прямолинейных треугольников Adb, ADB в пределе находятся в отношении кубов30 сторон AD и Ad или в отно​шении[image: image11.png]DB
db



ибо отношение этих площадей равно произведению отно​шений 31[image: image12.png]



Точно так же и треугольники ABC и Аbс в пределе относятся, как кубы сторон BC и bс.
Следствие 5. Так как в пределе DB и db параллельны и длины их пропорциональны квадратам абсцисс Ad и AD, то в пределе криволинейные площади ADB и AdB (no свойству параболы) составляют по две трети пло​щадей треугольников АDВ и Adb, сегмент же АB и Аb — по одной трети тех же площадей, следовательно эти сегменты пропорциональны кубам касательных, хорд и дуг АВ и Аb.
диаметра круга кривизны — определенное. Все это затем подробно оговаривается в поучении в конце отдела.

Отрезок BD, заключенный между концом дуги и касательной, проведенной в ее начале, назван: «Subtensa anguli contactus», т. е. «затяжка угла соприкосновения» или «угла касания». Об угле касания см. примечание 32.

30 Когда величины[image: image13.png]arb=c:dy,




то по старинной терминологии говорилось, что а находится к b «в удвоенном отношении с к d»; если

[image: image14.png]



то говорилось: «в утроенном отношении с к d»; если

[image: image15.png]



то — в «половинном отношении» и т. п. Все эти выражения, как не употребляемые теперь и могущие лишь искажать истинный смысл, заменены современными; поэтому выпущены и заключительные слова этого следствия: «полуторным отношением я называю отношение половинное от утроенного, т е. отношение, составленное из простого и половинного». Составным или сложным отношением называлось произведение двух отношений.

31 Как уже сказано, в «Началах» везде применяется эвклидова терминология и эвкли​довы, а не теперешние, представлении.
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ПОУЧЕНИЕ
Во всех предыдущих выводах предполагалось, что «угол касания или соприкосновения»32 не бесконечно велик и не бесконечно мал по сравнению

____________

32 «Угол соприкосновения» или «угол касания» (angulus contactus), о котором идет речь в лемме XI и в этом поучении, есть такой термин, который в науке не удержался, хотя даль​нейшее развитие данного Ньютоном способа для точного суждения об этом элементе послу​жило основанием учению о соприкосновении вообще. Вопрос об «угле касания» возник по по​воду толкования предложения 16-го III книги «Элементов» Эвклида, в котором ска​зано: «Прямая, проведенная под прямым углом к диаметру круга в конце этого диа​метра, лежит вне круга, и в пространство между этою прямою и окружностью ника​кая другая прямая не укладывается, или, что то же самое, окружность круга проходит между прямою, перпендикулярной к диаметру, и прямою, которая составляет с диа​метром острый угол сколь угодно большой или же которая составляет с перпендику​ляром к диаметру угол сколь угодно малый». Теорема эта устанавливает, как видно, что под каким бы малым углом DAT (фиг. 12а)

[image: image16.jpg]Pur, 12b.




[image: image17.jpg]Par. 12a.




к перпендикуляру к диаметру AT ни проводить прямую, то всегда найдутся такие части этой прямой, которые лежат внутри окружности. Возникал вопрос, какой смысл придавать понятию об «угле между касательной AT и дутою ВАС», причем не давалось точного определения, что такое под этим углом разумеют. При отсутствии такого определения появились вопросы вроде следующего: одинаковы ли углы касания для дуги FAG и для дуги ВАС, радиусы коих не равны, не составляет ли один из этих углов часта другого, а если он есть часть другого, то значит оба они не нули (эвклидово: «точка есть то, чего часть ничто»). С другой стороны каждый из этих углов меньше всякого сколь угодно малого прямолинейного угла, следовательно он нуль и т. д. По этому поводу возникла полемика, и Wallis'ом был издан обширный трактат «De angulo contactus et angulo semicirculi», занимающий 60 стр. in folio мелкой печати в Со​брании его сочинений.

Ньютон, указав, что для суждения о более или менее «тесном» касании кривых с пря​мою или между собою в данной точке надо рассматривать ординаты СT и ЕТ и их разность СЕ (фиг. 12а) и обращать главное внимание на порядок этих бесконечно малых относительно бесконечно малой А Т, тем самым обосновал как учение о соприкосновении, так и о различных порядках бесконечно малых величин.

Самое учение о кривизне излагалось им несколько иначе, чем теперь. Обобщая эвклидовское определение касательной, круг кривизны в данной точке кривой определялся как
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с углом касания круга со своими касательными, т. е. что кривизна кривой в точке А не бесконечно малая и не бесконечно большая, иначе — что длина AJ конечная. Действительно, можно взять кривую, у которой DВ пропор​ционально АD3; в таком случае через точку А нельзя провести круга между кривою и касательной, ибо угол касания для этой кривой в этой точке бес​конечно мал по сравнению с углом касания для круга. По подобной же при​чине, если DВ будет пропорционально АD4, AD5, АD6, АD7 и т. д., то получится беспредельный ряд таких углов касания, из которых каждый последующий бесконечно мал по отношению к предыдущим. Точно так же,

если DВ будет пропорционально АD2, АD3/2, АD4/3, АD5/4 и т. д., то полу​чится другой беспредельный ряд углов касания, из которых первый та​кого же рода, как у круга, второй бесконечно больше и, вообще, всякий последующий бесконечно больше предыдущих. Но и между любыми двумя из этих углов соприкосновения можно включить беспредельный ряд других, из коих каждый последующий будет или бесконечно больше, или бесконечно меньше, предыдущего. Так, между АD2 и АD2 можно включить ряд

АD13/6, АD11/5, АD9/4, АD7/3, АD5/2, АD8/3 АD14/5, АD17/6
и т. д. Далее между любыми двумя членами этого ряда можно включить новый ряд промежуточных углов, бесконечно различных между собою. При​рода не терпит ограничений.

Доказанное относительно кривых линий и ограниченных ими площадей легко прилагается к кривым поверхностям и объемам.

Предыдущие леммы приведены, чтобы избежать утомительности длин​ных доказательств, основываясь по образцу древних на приведении к неле​пости.

такой круг, между которым и данною кривою в смежности с этою точкою нельзя провести никакого другого круга. Пусть AT (фиг. 12b) есть касательная, AJ— нормаль, прямая ТК— параллельная нормали. Строим кривую KJF так, чтобы было

ТВ•ТК=АТ2
Предельное положение J точки К и есть конец диаметра круга кривизны, по кривой же KJF можно судить о «качестве кривизны» — «qnalitas curvaturae», т. е. об изменении кривизны в смежности с точкой А. Пусть AEJ есть круг, описанный на AJ как диаметре, и положим, что кривая KJ вне круга; тогда будет для круга:

ТЕ• TL=AT2, но TL<ТК, значит ТЕ>ТВ, т. е. точка В вне круга.

Если бы кривая KJ была внутри круга, то ясно, что ТЕ было бы меньше ТВ. Оче​видно теперь, что проведя круг иного диаметра, нежели AJ, мы увидим, что ни одна из точек этого круга не может лежать между кривою и кругом АЕJ. В «Началах» мера «угла касания» упоминается при изложении примера 1 предложения X второй книги.
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Доказательства делаются более краткими и при помощи способа неде​лимых, но так как самое представление неделимых грубовато (durior), то этот способ представляется менее геометричным, почему я и предпочел сводить доказательства всего последующего к пределам сумм исчезающих количеств и к пределам их отношений; поэтому я и предпослал сколь можно краткие доказательства свойств этих пределов. Способом пределов дости​гается то же, что и способом неделимых, и после того как его основания доказаны, мы можем им пользоваться с еще большею уверенностью. По​этому, если во всем последующем изложении я и рассматриваю какие-либо величины как бы состоящими из постоянных частиц, или если я принимаю за прямые линии весьма малые части кривых, то следует разуметь, что это— не неделимые, а исчезающие делимые величины, что это — не суммы и не отношения определенных конечных частей, а пределы сумм и пределы отно​шений исчезающих величин, и сущность этих доказательств в том и состоит, чтобы все приводить к предыдущим леммам.

Делают возражение, что для исчезающих количеств не существует «предельного отношения», ибо то отношение, которое они имеют ранее лсчезания, не есть предельное, после же исчезания нет никакого отношения. Но при таком и столь же натянутом рассуждении окажется, что у тела, дости​гающего какого-либо места, где движение прекращается, не может быть «предельной» скорости, ибо та скорость, которую тело имеет ранее, нежели оно достигло этого места, не есть «предельная», когда же достигло, то нет скорости. Ответ простой: под «предельною» скоростью надо разуметь ту, с которою тело движется не перед тем как достигнуть крайнего места, где движение прекращается и не после того, а когда достигает, т. е. именно ту скорость, обладая которою тело достигает крайнего места и при которой движение прекращается. Подобно этому под предельным отношением исче​зающих количеств должно быть разумеемо отношение количеств не перед тем как они исчезают и не после того, но при котором исчезают. Точно так же и предельное отношение зарождающихся количеств есть именно то, с которым они зарождаются. Предельная сумма зарождающихся или исче​зающих количеств есть та составленная из них сумма, когда они, увеличи​ваясь или уменьшаясь, только начинают или прекращают быть. Существует такой предел, которого скорость в конце движения может достигнуть, но не может превзойти, это и есть предельная скорость. Такова же причина существования предела отношения зарождающихся или исчезающих коли​честв и пропорций. Когда такой предел существует и величина его вполне определенная, то его нахождение есть задача истинно геометрическая.
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Все же геометрическое может быть законным образом применяемо при гео​метрических изысканиях и доказательствах.

Можно возразить, что если существуют предельные отношения исче​зающих количеств, то существуют и предельные величины их самих, и сле​довательно, всякое количество должно состоять из неделимых, что опро​вергнуто Эвклидом в книге X «Элементов», в учении о несоизмеримых величинах. На самом же деле это возражение основано на неверном допу​щении.

Предельные отношения исчезающих количеств не суть отношения пре​делов этих количеств, а суть те пределы, к которым при бесконечном убы​вании количеств приближаются отношения их и к которым эти отношения могут подойти ближе, нежели на любую наперед заданную разность, но которых превзойти или достигнуть на самом деле не могут, ранее чем эти количества уменьшатся бесконечно. Дело объясняется проще на бесконечно больших величинах. Если две величины, разность которых задана, будут обе увеличиваться до бесконечности, то между ними существует предельное отношение, которое равно единице, однако нет предельных значений для самих величин, т. е. таких наибольших их значений, отношение которых как раз было бы равно единице. Поэтому, если в последующем для простоты речи я буду говорить о величинах весьма малых, или исчезающих, или за​рождающихся, то не следует под этими словами разуметь количества опреде​ленной величины, но надо их рассматривать как уменьшающиеся бесконечно.33
__________________

33 В этом отделе изложены те основные теоремы о пределах и бесконечно малых, которые являются главнейшими при всякого рода геометрических приложениях. Примеры таких при​ложений можно найти в томе I сочинения Бертрана — «Traite de calcul differentiel et de calcul integral».
В «Principia», в отделе II второй книги, даны в самом кратком виде начала исчисления флюксий, т. е. по современной терминологии производных В Введении к трактату «О квадра​туре кривых», изданному в 1704 г., Ньютон излагает сущность метода флюксий. Так как ознакомление с воззрениями Ньютона может способствовать правильности понимания неко​торых мест в «Началах», то и приводится перевод этого Введения.

«Я рассматриваю здесь математические количества не как состоящие из очень малых постоянных частей а как производимые непрерывным движением. Ливии описываются, и по мере описания образуются не приложением частей, а непрерывным движением точек, поверх​ности— движением линий, объемы — движением поверхностей, углы — вращением сторон, времена — непрерывным течением и т. д.

«Такое происхождение имеет место и на самом деле и в самой природе вещей, и наблю​дается ежедневно при движении тел. Подобным образом древние объясняли происхождение прямоугольников, ведя подвижные прямые линии по неподвижным.

«Замечая, что нарастающие количества, образующиеся по мере нарастания в равные времена, сообразно большей или меньшей скорости их нарастания, оказываются бо'льшими или меньшими, я изыскивал способы определения самих количеств по той скорости движения или нарастания, с которою они образуются.
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«Назвав скорости этих движений или нарастаний флюксиями, образуемые же количества флюентами, я постепенно пришел около 1665 и 1666 гг. к методу флюксий, который я. при​лагаю здесь к квадратуре кривых.

«Флюксии приблизительно пропорциональны приращениям флюент, образующимся в равные весьма малые промежутки времени, или, точнее говоря, находятся в предельном отношении зарождающихся приращений и могут быть представлены какими угодно линиями, этим приращениям пропорциональными. Так, если площади AВС (фиг. 12c), ABDG описываются ординатами ВС и ВD, движущимися равномерно по основанию АВ, то флюксии этих площадей относятся друг к другу, как описывающие ординаты BC и BD, и могут быть пред​ставлены этими ординатами, ибо зарождающиеся приращения площадей пропорциональны этим ординатам.

«Пусть ордината ВС из своего положения ВС перешла в какое-нибудь положение bс. Дополнив параллелограмм ВСЕb, проводим прямую VTH, касающуюся кривой в точке С и пересекающую продолженные ВА и Bc в V и Т; тогда приращения абсциссы АВ, ординаты ВС и длины дуги кривой АСс, при этом образовавшиеся, суть Вb, Еc, Сc; стороны треугольника ЕСТ находятся в предельном (первом) отношении этих зарождающихся при​ращений, следовательно флюксии самих АВ, ВС и АС пропорциональны сторонам СЕ, ЕТ и ТС треугольника СЕТ, которыми они и могут быть представлены, или, что то же самое, — сторонами треугольника VBC, ему подобного.

«То же самое получится, если принять флюксии в предельном (последнем) отношении исчезающих частей. Проведем прямую Сc и продолжим ее до К; когда ордината bс будет возвращаться к своему первоначальному поло​жению ВС и когда точки c и С сольются, то прямая СК совпадет с касательной СН. и исче​зающий треугольник СЕс в предельном (послед​нем) своем виде станет подобным треугольнику СЕТ, и его исчезающие стороны будут в пре​деле относиться друг к другу, как стороны СЕ, ЕТ, ТС треугольника (ЕТ; следовательно, в том же отношении находятся и флюксии линий АВ, ВС и АС. Если же точки С и c нахо​дятся в каком-нибудь малом удалении друг от друга, то и прямая СК будет находиться в некотором небольшом удалении от касательной. Чтобы прямая СК совпадала с касательной СН и чтобы получились предельные (последние) отношения линий СЕ, Еc и cС, точки С и с должны сойтись и совпасть вполне. В математических вопросах нельзя пренебрегать даже самыми малыми погрешностями.

«На основании подобного же рассуждения, если равномерно продвигать круг, описанный из точки В, как центра, радиусом ВС так, чтобы он оставался перпендикулярным к АВ, то флюксия образуемого объема ABC будет пропорциональна площади производящего круга, и флюксия образуемой поверхности пропорциональна окружности производящего круга и флюксии длины дуги кривой АС (т. е. их произведению). Ибо в то время как объем обра​зуется ведя круг по абсциссе АВ, сказанная поверхность образуется ведя окружность этого круга по длине кривой АС.
«Вот еще два примера этого способа.

«I. Прямая РВ вращается около заданного полюса Р и пересекает другую заданную по положению прямую АВ; требуется найти отношение флюксий прямых АВ и РВ.
«Пусть прямая РВ (фиг. 12d) перешла из своего положения РВ в новое положение Рb. Отложив по Рb длину, равную РВ, проводим к АВ прямую PD под таким углом bРТ),
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который равен углу bВС. По подобию (-ков bВС .и bPD, приращение Вb так относится к приращению Сb, как Рb к bD. Когда прямая Рb будет возвращена в свое первоначальное положение, чтобы приращения исчезли, то предельное (последнее) отношение приращений, или, что то же, предельное отношение Рb к Db, обратится в отношение РВ к DB, причем угол PDB станет прямым, следовательно и флюксия АВ будет относиться к флюксии РВ,
как РВ к DB.
«II. Прямая РВ, вращающаяся около заданного полюса Р, пересекает две другие прямые АВ и АЕ, заданные по положению в точках В и Е; требуется найти отношение флюксий
этих прямых.
«Когда вращающаяся прямая РВ (фиг. 12е) переместится из своего положения РВ в положение Рb, пересекающее заданные прямые АВ и AЕ в точках b и е, то проведя пря​мую Вс, параллельную АЕ и пересекающую Рb в с. получим:

Вb:Вс=Аb:Ае Вс:Ее=РВ:РЕ.
«Из этих пропорций следует

Вb:Ее=Аb•РВ:Ае•РЕ.
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«Когда прямая Рb возвратится в первоначальное свое положение РВ, то исчезающее приращение Вb так будет относиться к исчезающему приращению Ее, как АВ•РВ относится к АЕ•РЕ; следовательно, в этом же отношении будет находиться и флюксия прямой АВ к флюксии прямой АЕ.
«Поэтому, если вращающаяся прямая РВ пересекает какие-либо заданные по положе​нию кривые в точках В и Е, и ставшие теперь подвижными прямые АВ и АЕ касаются этих кривых в точках пересечения В и E, то флюксия длины дуги кривой, касающейся пря​мой АB, будет так относиться к флюксии длины дуги кривой, касающейся прямой АE, как АВ•РВ относится к АЕ•РЕ. То же самое получится даже и в том случае, когда прямая РВ будет постоянно касаться до какой-либо заданной по положению кривой в подвижной точке Р.
«III. Количество х течет равномерно, надо найти флюксию количества хn.
«В то время как количество х при своем течении обратится в х+h, количество xn обратится в (x+h)n, т. е. по нашему способу разложения в бесконечные ряды обратится в
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ОТДЕЛ II
О НАХОЖДЕНИИ ЦЕНТРОСТРЕМИТЕЛЬНЫХ СИЛ 

Предложение I. Теорема I
Площади, описываемые радиусами, проводимыми от обращающегося тела к неподвижному центру сил, лежат в одной плоскости и пропор​циональны временам описания их.
Разделим время на равные промежутки, и пусть в течение первого из них тело по инерции описывает прямую АВ (фиг. 13). Если бы оно не под​вергалось никакому действию, то, продолжая идти по прямой, оно пришло бы в с (по зак. I), пройдя путь Вс, равный АВ, и тогда описанные ра​диусами AS, BS, cS, проведенными к центру сил S, площади ASB и BSc равны. В действительности же, когда тело пришло в В, то пусть на него подействовала центростремительная сила одним, но зато большим натиском,34 вследствие которого тело отклонится от прямой Ас и будет продолжать свой путь по прямой ВС. Проведем прямую сС параллельно BS до встречи в точке С с ВС, тогда к концу второго промежутка времени тело (по след. I законов) придет в точку С, лежащую в одной плоскости с треу​гольником ASB. Проведи SC; по параллельности SB и Сс площади

_____________

«Когда эти приращения исчезнут, то их предельное отношение будет равно отношению 1 к nxn-1, поэтому флюксия х так относится к флюксии xn, как 1 к nxn-1.

«Рассуждая подобным же образом и пользуясь способом предельных первых и последних отношений, можно составить флюксии прямых или кривых линий в любых случаях, а также в флюксии поверхностей, углов в других количеств. Вместе с тем, такое установление этого анализа над количествами конечными и исследование предельных первых и последних отно​шений зарождающихся или исчезающих конечных величин согласно с геометриею древних, в я хотел показать, что в методе флюксий нет надобности вводить в геометрию бесконечно малые  фигуры.

«Анализ может вестись над какими угодно фигурами, конечными или бесконечно малыми (infinite parvae), которые предполагаются подобными исчезающим фигурам, а также и над фигурами, которые в способе неделимых принимаются за бесконечно малые; надо лишь посту​пать с должною осмотрительностью.

«Нахождение флюент по их флюксиям — задача более трудная, в первая ступень в ее решении равносильна квадратуре кривых, о которой мною же давно написано следующее сочинение».

После этого введения и следует самое изложение трактата «Be quadratura curvarum». В конце этого трактата приложены две таблицы формул, отличающихся лишь обозначениями от таблиц неопределенных интегралов тех главнейших рациональных и иррациональных функций, которые и теперь составляют обычный курс оснований интегрального исчисления.

Эти таблицы могут в значительной степени способствовать уяснению того, какие задачи могли быть доводимы вычислением до конца, основываясь на том, что Ньютоном было опубликовано.
34 Латинское слово «impulsus» вполне передается русским словом натиск, которое вклю​чает в себе как понятие напряженности действия, так и его продолжительности.
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треугольников SBC и SBc будут равны между собою, а следовательно, они равны и площади треугольника SАВ.
Рассуждая подобным же образом, увидим, что если центростремитель​ная сила действует последовательно в точках С, D, Е и т. д. и заставляет тело описывать прямые CD, DE, EF и т. д., то все эти прямые будут лежать в одной плоскости, и площади треугольников SCD и SBC, 8DЕ и SCD, SEF и SDE будут между собою равны. Следовательно, в равные времена описываются равные площади, расположенные в неподвижной плоскости. Слагая получим, что какие угодно суммы этих площадей, как SADS и SAFS, будут относиться, как времена их описания. Увеличивая затем число треугольников и уменьшая их высоту бесконечно, получим, что в пределе периметр ADF (по след. 4 лем. III) будет кривою линией и центростремительная сила, которою тело отклоняется все время от каса​тельной к этой кривой, действует непрестанно, площади же SADS и SAFS, описываемые радиусом, оставаясь постоянно пропорциональными временам их описания, будут и в пределе этим временам пропорциональны.

Следствие 1. Скорость тела, притягиваемого к неподвижному центру в пространстве несопротивляющемся, обратно пропорциональна длине пер​пендикуляра, опущенного из центра на касательную к орбите.

Действительно, скорости в точках А, В, С, D, E пропорциональны основаниям АВ, ВС, CD, DE, EF и т. д. Эти же основания обратно про​порциональны перпендикулярам, на них опущенным.

Следствие 2. Если на хордах АВ и ВС двух дуг, описанных в равные промежутки времени, построить параллелограмм ABCV и провести его диагональ BV, то предельное ее положение, когда сказанные дуги беско​нечно уменьшаются, проходит через центр сил.

Следствие 3. Если на хордах АВ и ВС, DE и EF дуг, описанных в равные промежутки времени, построить параллелограммы ABCV, DEFZ, то силы, действующие на тело в В и Е, находятся в предельном отношении диагоналей BV и EZ, при бесконечном уменьшении дуг. Так как переме​щения ВС и EF тела слагаются (по след. I законов) из перемещений Вс и BV, EF и EZ и так как BV, равное Сс, и EZ, равное Ef предыдущего доказательства, происходят от натисков центростремительной силы в В и Е, то сказанные диагонали этим натискам пропорциональны.

Следствие 4. Силы, которыми тела в пространстве, сопротивления неоказывающем, отклоняются от прямолинейного движения и вынуждаются двигаться по кривым, относятся между собою, как направленные к центру сил стрелки, проведенные через середины хорд дуг, описанных в равные
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промежутки времени, когда эти дуги уменьшаются бесконечно. Ибо эти стрелки равны половинам тех диагоналей,35 о которых шла речь в след​ствии 3.

Следствие 5. Поэтому такие силы так относятся к силе тяжести, как эти стрелки относятся к перпендикулярным к горизонту стрелкам36 пара​болических дуг, описываемых брошенными телами в те же промежутки времени.
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Такой способ принят сообразно лемме X, служащей ему основанием.

Следствие 6. Все вышеизложенное имеет место, по следствию V за​конов, и в том случае, когда плоскости, в которых тела движутся, не нахо​дятся, вместе с расположенными в них центрами сил, в покое, а движутся равномерно и прямолинейно.

______________

35 За промежутки времени, в продолжение которых образуются сравниваемые отклоне​ния, возьмем те, в которые тело перешло из A в С и из D в F. Для первого три последова​тельные точки траектории суть А, В и С, причем В будет в пределе вершиною, лежащею по средине дуги АС, а прямая АС — хордою; тогда очевидно, что АС, пересекаясь с VB, разделяет эту последнюю постоянно пополам, значит стрелка дуга АС и составит в пределе половину диагонали BV.
36 Напряжения поля центростремительной силы сравниваются с силою тяжести не по их «ускорениям», а по производимым ими «отклонениям» от касательной в продолжение бесконечно малого промежутка времени, одинакового в обоих случаях. Очевидно, что оба способа сравнения сил равнозначащи, ибо сказанные отклонения выражаются так:
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Предложение II. Теорема II
Если тело движется по какой-либо плоской кривой так, что радиу​сом, проведенным к неподвижной точке или к точке, движущейся равно​мерно и прямолинейно, описываются площади, пропорциональные времени, то это тело находится под действием центростремительной силы, на​правленной к сказанной точке.
Случай 1. Всякое тело, движущееся по кривой линии, отклоняется от прямолинейного пути некоторой силой, на него действующей (по зак. I). Сила эта, отклоняющая тело от прямолинейного пути и побуждаю​щая его в равные времена описывать около неподвижной точки S весьма малые треугольники SAB, SAC, SCD и т. д., равные по площади, действует в точке В (фиг. 12) по прямой, параллельной сС (по предл. 40-му книги I «Элементов» и зак. II), т. е. по линии BS; в месте С она действует по линии, параллельной dD, т. е. по CS и т. д. Итак, сила эта постоянно на​правлена к сказанной неподвижной точке S.
Случай 2. По следствию V законов безразлично, находится ли плоскость, в которой тело описывает свою траекторию, в покое, или дви​жется, вместе с телом, описываемой кривой и точкою S, равномерно и прямо​линейно.

Следствие 1. При движении тела в пространстве или в среде, которые сопротивления не оказывают, если площади не пропорциональны времени, то сила не направлена к точке встречи радиусов, но уклоняется или в ту сторону, куда движение происходит, когда описание площадей ускоряется, или в сторону обратную, когда оно замедляется.

Следствие 2. Если описание площадей ускоряется даже в сопротивляю​щейся среде, то направление силы уклоняется от точки встречи радиусов в ту сторону, куда движение происходит.

ПОУЧЕНИЕ
Тело может находиться под действием нескольких сил, в таком случае смысл предложения тот, что сила, составленная из всех их, направлена в точку S. Если при этом которая-нибудь из сил действует по направлению, постоянно перпендикулярному к той плоскости, в которой площади описы​ваются, то она заставляла бы тело лишь уклоняться от этой плоскости, причем величина описываемой в ней площади не увеличивается и не умень​шается, следовательно, при составлении сил такая сила может быть отбра​сываема.
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Предложение III. Теорема III
Тело, движущееся вокруг другого так, что площади, описываемые радиусом, проведенным к центру этого второго тела, в свою очередь дви​жущегося как бы то ни было, пропорциональны временам, находится под действием силы, слагающейся из центростремительной, направленной к центру этого второго тела, и полной ускорительной силы, действующей на это второе тело.
Обозначим первое тело через L, второе через Т, тогда (по след. VI законов), если бы приложить к обоим телам силы, равные и противоположные ускорительной силе, действующей на второе тело Т, то первое тело L будет продолжать описывать вокруг второго тела Т такие же площади, как и ранее, но тогда сила, которая ранее действовала на тело Т, будет уничто​жена силою, ей равною и противоположною, и следовательно (по зак. I), это второе тело Т, будучи предоставлено самому себе, или покоится, или движется равномерно и прямолинейно, первое же тело L под действием разности сил, т. е. под действием оставшейся силы, продолжает описывать около Т площади, пропорциональные времени, следовательно (по теор. II) эта разность сил направлена ко второму телу Т, как к центру.

Следствие 1. Итак, если тело L, обращаясь около тела Т, описывает проведенным к нему радиусом площади, пропорциональные времени, и если из полной силы (или простой, или составленной из нескольких по правилу параллелограмма), действующей на тело L, отнять (по тому же правилу) полную ускорительную силу, действующую на второе тело, то полная оста​вшаяся сила, действующая на первое тело, направлена ко второму как к центру.

Следствие 2. Если сказанные площади лишь весьма близки к пропор​циональности времени, то и оставшаяся сила направляется лишь весьма близко к Т.
Следствие 3. Обратно, если оставшаяся сила направляется весьма близко к Т, то и сказанные площади будут весьма близки к пропорциональ​ности.

Следствие 4. Если радиус, проведенный от первого тела L ко вто​рому Т, описывает площади, совершенно не следующие отношению времен, это же второе тело или покоится, или движется равномерно и прямолинейно, то или центростремительная сила, направленная на второе тело Т, равна нулю, или же ее действие смешивается, слагаясь с гораздо более мощными действиями других сил; полная же сила, составленная из всех действующих
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на тело L сил, если таковых несколько, направлена к некоторому другому (подвижному или неподвижному) центру. То же самое имеет место, когда второе тело Т движется как бы то ни было, предполагая, что за центро​стремительную силу принимается та, которая остается за вычетом полной ускорительной силы, действующей на это второе тело Т.
ПОУЧЕНИЕ
Так как равномерное описание площадей служит указателем центра, к которому направляется оказывающая наибольшее влияние на движущееся тело сила, которою оно и отклоняется от прямолинейного пути и удержи​вается на своей орбите, то почему бы не принять в последующем равно​мерное описание площадей вообще за признак центра, около которого про​исходит всякое круговое движение в свободном пространстве?

Предложение IV. Теорема IV
При движении тел, описывающих равномерно различные круги, центростремительные силы направлены к центрам этих кругов и про​порциональны квадратам описываемых в одинаковое время дуг, разделенным37 на радиусы кругов.
По предложению II и следствию 2 предложения I силы направлены к центрам кругов и относятся друг к другу, как синусы верзусы 38 (предл. I, след. 4) дуг, описываемых в весьма малые равные промежутки времени, т. е. как квадраты этих дуг, разделенные на диаметры кругов (лем. VIII); а так как эти дуги пропорциональны любым дугам, описываемым в равные промежутки времени, диаметры же пропорциональны радиусам, то и силы относятся между собою, как квадраты одновременно описываемых дуг, разделенные на радиусы кругов.

Следствие 1. Так как эти дуги пропорциональны скоростям тел, то центростремительные силы прямо пропорциональны квадратам скоростей и обратно пропорциональны радиусам кругов.

Следствие 2. Так как времена обращения пропорциональны: прямо радиусам и обратно скоростям, то центростремительные силы прямо про-

___________________
37 В «Началах» везде применена старинная геометрическая терминология, т. е. не гово​рится про умножение двух отрезков, а про «площадь прямоугольника, получаемого проведе​нием одного из них по другому»; когда же надо произведение двух отрезков разделить на третий, то говорится: «приложить (applicare) данную площадь к заданной длине»; в переводе принята общеупотребительная теперь терминология.

38 Во времена Ньютона и более 150 лет еще после него рассматривались тригонометри​ческие линии, а не функции, т. е. не отвлеченные числа, показывающие отношения этих линий к радиусу, как теперь.
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порциональны радиусам и обратно пропорциональны квадратам времен обра​щения. 

Следствие 3. Поэтому, если времена обращения равны и, следова​тельно, скорости пропорциональны радиусам, то и силы им пропорциональны, и наоборот.

Следствиe 4. Если времена обращения и скорости пропорциональны корням квадратным радиусов, то центростремительные силы равны, и на​оборот.

Следствие 5. Если времена обращения пропорциональны радиусам и, следовательно, скорости равны, то силы обратно пропорциональны радиусам, и наоборот.

Следствие 6. Если времена обращения находятся в полукубическом отношении радиусов, то центростремительные силы обратно пропорцио​нальны квадратам радиусов, и наоборот.

Следствие 7. Вообще, если времена обращения пропорциональны какой-либо n-ой степени радиусов R, т. е. .Rn, и следовательно, скорости обратно пропорциональны степени Rn-1, то центростремительные силы обратно пропорциональны R2n-1, и наоборот.

Следствие 8. Все сказанное выше о скоростях, временах и силах относится и к тому случаю, когда тела описывают подобные части каких-либо подобных фигур около центров, расположенных в сходственных их точках. Это следует из предыдущего доказательства, распространенного на этот случай; надо лишь при этом вместо равномерного движения прини​мать равномерное описание площадей и вместо радиусов брать расстояния тел до центров.

Следствие 9. Из того же доказательства вытекает, что длина дуги, описываемой в какой-либо промежуток времени телом, равномерно обра​щающимся по кругу под действием заданной центростремительной силы, есть среднее пропорциональное между диаметром круга и путем, проходи​мым тем же телом в то же время при свободном его падении под действием этой силы.39 .

__________________

39 Обозначая через: R — радиус круга, s — длину дуги, ( — рассматриваемый промежуток времени и ( — центростремительную силу, т. е. ее ускорение, имеем по доказанной теореме:
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ПОУЧЕНИЕ
Случай, указанный в следствии 6, имеет место для небесных тел (как то независимо друг от друга отметили Врен, Гук и Галлей), поэтому относящееся к центростремительным силам, убывающим пропорционально квадратам расстояний от центра, я решил изложить в последующем по​дробнее.

При помощи предыдущих предложений может также быть выведено отношение центростремительной силы к какой-либо известной силе, напр. к силе тяжести. Ибо если тело обращается около Земли по кругу под дей​ствием силы тяжести, то эта сила и есть центростремительная. Ее можно определить, на основании следствия 9, по падению тел и по времени оборота и величине дуги, описываемой в заданное время. Такого рода предложе​ниями Гюйгенс в превосходном своем сочинении: «De Horologio oscillatoriо», и сопоставил силу тяжести с центробежными силами обращаю​щихся тел.

Все предыдущее может быть доказано и следующим образом: вообра​зим, что в круг вписан правильный многоугольник с любым числом сторон. Тело, при своем движении с данною скоростью по сторонам многоугольника при каждом из углов будет претерпевать отражение от круга; сила, с ко​торою оно будет давить на круг при каждом отдельном отражении, пропорциональна скорости, следовательно сумма сил в течение заданного времени будет пропорциональна скорости и числу отражений, 40 т. е. (при данном числе сторон многоугольника) сила будет пропорциональна длине, описанной в вышеуказанное время, умноженной на отношение этой длины к радиусу, т. е. будет пропорциональна отношению квадрата этой длины к радиусу; следовательно, при бесконечном уменьшении сторон многоугольника, когда он совпадет с кругом, сила станет пропорциональной отношению квадрата

__________________

где Т есть время оборота, из формулы (*) и получим все перечисленные следствия 1—8.

Следствие 9 приведено, чтобы установить постоянную k в формуле (*); для равномерно ускоренного движения имеет место формула 2( =(•(2, кроме того (2=2R•( при весьма малом (; отсюда
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Предполагая теперь промежуток времени ( конечным, для свободного падения под дей​ствием силы, коей ускорение (, имеем 2h=(•(2, путь же S, пройденный равномерно по кругу в это же время, будет S=V•(, следовательно будет вообще
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40 Надо воображать многоугольник с весьма большим числом сторон, в под словами «сумма сил» надо разуметь сумму изменений количества движения тела, происходящих и про​должение данного промежутка времени.
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дуги, описанной в заданное время к радиусу. Такова центробежная сила, с которою тело давит на круг; ей равна и противоположна сила, с которою круг отталкивает тело к своему центру.

Предложение V. Задача I
При известной в любом месте скорости, с которою тело описывает заданную фигуру под действием сил, натравленных к постоянному центру, найти этот центр.
Пусть три прямые РТ, TQV, VR (фиг. 14), пересекающиеся в точ​ках Т и V, касаются данной  фигуры в точках Р, Q, R. К касательным в точках Р, Q, R восставляются пер​пендикуляры, и по ним откладываются длины РA, QB, RС, обратно пропор​циональные соответствующим скоро​стям, и через точки A, В и С прово​дятся параллельно касательным пря​мые СЕ, DВЕ и AD, пересекающиеся в точках D и Е. Проведя VE и ТD в точке их пересечения S и получим требуемый центр.

Действительно, перпендикуляры, опущенные на касательную РТ и QT из центра S, обратно пропорциональны скоростям, следовательно по по​строению пропорциональны длинам РA и QB, т. е. расстояниям точки D до касательных РТ и QT. Отсюда легко заключить, что точки Т, D, S лежат на одной прямой. Подобно этому и точки V, Е, S должны лежать на одной прямой, следовательно искомый центр 8 находится в пересечении прямых ТD и VE.41
__________________
41 Аналитическое решение этой задачи сводится к следующему: пусть скорости в точках Р, Q, R соответственно суть v1, v2, v3 в уравнения касательных
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 (i=1, 2, 3); 
тогда координаты центра S((, ()) и постоянная площадей ( определяются из уравнений
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выражающих условие, что постоянная площадей ( равна произведению из скорости на рас​стояние от центра до касательной к траектории. Как видно, эти уравнения первой степени относительно неизвестных (, ( и (; следовательно, их решение не представляет затруднений.
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Предложение VI. Теорема V
Если тело, обращаясь по какой бы то ни было орбите около неподви​жного центра в пространстве, не оказывающем сопротивления, описывает в течение какого-либо весьма малого промежутка времени весьма малую дугу, и через середину этой дуги проведена стрелка, направленная к непо​движному центру, то центростремительная сила по середине дуги про​порциональна этой стрелке и обратно пропорциональна квадрату времени ее описания.
Действительно (след. 4 предл. I), стрелка дуги, описанной в течение заданного промежутка времени, пропорциональна силе, а так как при уве​личении промежутка времени в каком-нибудь отношении пройденная дуга увеличится в том же отношении, стрелка же увеличится в этом отноше​нии, возвышенном во вторую степень (след. 2 и 3 лем. X), следовательно стрелка пропорциональна силе и ква​драту времени. Отсюда следует, что сила пропорциональна стрелке и обрат​но пропорциональна квадрату времени.

То же самое легко доказывается пользуясь следствием 4 леммы X. Следствие 1. Если тело Р (фиг. 15), обращаясь вокруг центра S, описывает кривую APQ и прямая ZPR касается этой кривой в точке Р, и из какой-либо точки Q этой кривой, весьма близкой к Р, проводится прямая QR, параллельная SP, и на SP опускается перпендикуляр QT, то центро​стремительная сила будет обратно пропорциональна предельной величине,

к которой приближается количество (SP2•QT2)/QR, когда точки Р и Q слива​ются между собою. Ибо QR равно стрелке удвоенной дуги QP, коей сере​дина есть Р, удвоенная же площадь треугольника SQP, т. е. SP•QT, про​порциональна времени, в течение которого эта двойная дуга описывается; следовательно, это произведение можно ввести в пропорцию вместо времени. Следствие 2. Центростремительная сила обратно пропорциональна пределу количества (SY2•PQ2)/QR , где SY есть перпендикуляр, опущенный из цен​тра сил на касательную РR к орбите, ибо произведения
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Следствие 3. Если сама орбита круговая или если в точке Р проведен к этой орбите круг, имеющий с нею в этой точке одинаковую кривизну и образующий с нею наименьший угол соприкосновения (см. прим. 32), и если PV есть хорда этого круга, проведенная через центр сил, то центро​стремительная сила будет обратно пропорциональна объему SY2•PV, ибо
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по свойству круга кривизны.

Следствие 4. При тех же предположениях центростремительная сила прямо пропорциональна квадрату скорости и обратно пропорциональна ска​занной хорде, ибо скорость обратно пропорциональна перпендикуляру 8Y (след. 1 предл. I).
Следствие 5. Таким образом, если дана какая-либо кривизна APQ и внутри ее точка S, к которой постоянно направляется центростремитель​ная сила, то можно найти закон этой силы, действием которой тело Р откло​няется от прямолинейного пути, удерживается на кривой и вынуждается

описывать ее. Для этого надо вычислить или объем:[image: image33.png]SP:. QT
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, или же объем

8Y2•PV, обратно пропорциональный этой силе.42 В следующих задачах мы даем примеры такого определения центростремительных сил.

__________________

42 Эта теорема и ее следствия приводят к основной формуле, служащей для определения центростремительных сил. Обозначая через с — постоянную площадей, через ( — весьма малый промежуток времени, в течение которого тело проходит путь PQ, к через ( — ускорение, будем иметь
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и
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откуда
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 (1)

Это и есть формула Ньютона.

Обозначим через ( — радиус кривизны в точке Р и через ( — угол PSY; тогда, полагая
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будем иметь:
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и следовательно,
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 (2)

Duhamel в «Methodes dans les sciences du raisonnements», t. IV, p. 276, обращает вни​мание, что формула Ньютона равносильна так называемой формуле Бине, которою пользуются
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Предложение VII. Задача II
Тело обращается по окружности круга; требуется найти закон центростремительной силы, направляющейся к какой-либо заданной точке. Пусть VQPA (фиг. 16) есть окружность круга, S — заданная точка, к которой, как к центру, направляется сила, Р— движущееся по окружности тело, Q — близкое к нему место, в которое бы оно перешло, PRZ — каса​тельная в точке Р. Через точку S проводим хорду PV; проведя диаметр VA, соединяем РА, на SР опускаем перпендикуляр QT, коего продолжение пере​секает касательную в точке Z. Через Q проводим хорду LR, параллель​ную PS, пересекающую каса​тельную в точке В и круг в точке L. Из подобия треуголь​ников ZQR, ZTP, VPA, следует

[image: image40.png]RP:QI*=AV*: PV?,




по свойству же круга:
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следовательно
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Умножим обе части этого равенства на SP2/QR, и так как Р и Q слива​ются, то вместо RL напишем PV, тогда получим
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________________

теперь. В самом деде, примем точку S за полюс, какую-нибудь прямую, напр. SA, за полярную ось, тогда, полагая угол ASP=(, будет:
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 подставляя в формулу (2), имеем
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Это и есть формула Бине. Но так как Ньютон, при изложении «Начал», не пользуется аналитической геометрией и избегает применений исчисления флюксий, в котором выражение для кривизны у него имеется, то он и ограничивается формулами (1), выражая их пропор​циями и не приводя коэффициента пропорциональности 2с2.
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Следовательно (след. 1 и 5 предл. VI), центростремительная сила обратно пропорциональна[image: image47.png]


> а так как AV2 есть величина постоянная, то эта сила обратно пропорциональна произведению квадрата рас​стояния на куб хорды.

То же самое иначе
На продолжение касательной РR опускается перпендикуляр SY, тогда, по подобию треугольников SYР, VPA, будет
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следовательно

[image: image49.png]



и
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центростремительная сила (по след. 3 и 4 предл. VI) обратно пропорциональна[image: image51.png]


 а так как AV2 есть величина постоянная, то эта сила

обратно пропорциональна43 SP2•PV3.
Следствие 1. Если заданная точка S, к которой постоянно напра​вляется сила, лежит на окружности этого круга, скажем в V, то центро​стремительная сила будет обратно пропорциональна пятой степени расстоя​ния SP.
Следствие 2. Сила, которая может заставить тело Р обращаться по кругу APTV (фиг. 17) около центра сил S, так относится к другой силе, которая могла бы заставить то же тело обращаться по тому же кругу, но около другого центра сил R, как RР2•SР относится к SG3, причем SG есть отрезок прямой, параллельной РR, заключенный между точкою S и ка​сательной к кругу, проведенной в точке Р. По построению видно, что пер​вая сила так относится ко второй, как RР2•РТ3:SP2•PV3 или как
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____________________

43 Этот результат непосредственно получается из формулы, ибо в данном случае (=R, р=rcos(; 
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PV=2Rcos(, следовательно
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но из подобия треугольников SPG и TPV следует SG=PV•SP/PT, и значит,

предыдущее отношение равно
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Следствие 3. Сила, могущая заставить тело Р обращаться по какой-либо орбите вокруг центра сил S, так относится к силе, могущей заставить то же тело Р в такое же время обращаться по той же орбите около другого центра сил R, как SP•RP2 относится к SG3, причем SG параллельно RР, ибо силы для сказанной орбиты и для ее круга кривизны во всякой точке Р равны.

[image: image56.jpg].......
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Предложение VIII. Задача III
Тело движется по полукругу PQA; требуется найти закон центро​стремительной силы, которая могла бы производить такое движение, будучи направленной к столь отдаленной точке S, что все прямые РS, QS и пр. можно считать между собою параллельными.
Через центр полукруга С (фиг. 18) проводим диаметр, перпендикуляр​ный к сказанным параллельным и пересекающий их в М, N, и соеди​няем СР.
Из подобных треугольников СРМ, PZT, RZQ следует

[image: image58.png]CP*: PM* = RP*: QT*,




по свойству же круга: RР2=QR•(BN+QN), или в пределе, когда точки Р и Q совпадут: RР2=2РМ•QR.
Следовательно, будет
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т. е. (по след. 1 и 5 предл. VI) искомая центростремительная сила обратно пропорциональна[image: image60.png]2PM3 - SP*



 или, отбрасывая постоянную величину 2SP2/CP2,
обратно пропорциональна РM3. То же самое легко получается из преды​дущего предложения.

ПОУЧЕНИЕ
Подобным же образом докажется, что тело может двигаться по эллипсу или даже по гиперболе, или параболе, под действием центростремительной силы, обратно пропорциональной кубу ординаты, направленной к беско​нечно удаленному центру сил.

Предложение IX. Задача IV
Тело обращается по спирали PQ, пересекающей все радиусы SP, SQ и т. д. под заданным углом; требуется найти закон центростремитель​ной силы, направленной к центру спирали.
Будем брать весьма малый угол PSQ (фиг. 19) постоянно одной величины, тогда, в виду постоянства всех углов, фигура SPRQT при всяком положении точки Р будет постоянна по виду (т. е. будет оставаться подобной),

и значит, отношение QT/QR будет постоянное, следовательно QT2/QR будет

пропорционально QT, а так как отношение QT к SP также постоянное, то QT
пропорционально SP, следовательно и QT2/QR пропорционально SP. При изме​нении угла PSQ, отрезок QR будет изменяться пропорционально квадрату

PR или QT (лем. XI); следовательно, отношение QT2/QR останется без изменения, т. е. по-прежнему пропорциональным SP. Поэтому[image: image61.png]QT - Sp?
oR




будет пропорционально SP3, и следовательно (предл. VI, след. 1 и 5), центро​стремительная сила обратно пропорциональна кубу расстояния SP.
То же самое иначе
Перпендикуляр SY, опущенный на касательную, и хорда PV круга кривизны спирали в точке Р находятся в постоянном отношении к расстоя-

[image: image62.jpg]®ar. 19.
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нию SР, поэтому SY2•PV пропорционально SP3, что обратно пропорцио​нально центростремительной силе (предл. VI, след. 2 и 3).

Лемма XII
Все параллелограммы, построенные на сопряженных диаметрах за​данного эллипса или гиперболы, равны между собою по площади. Установлено в учении о конических сечениях.

Предложение X. Задача V
Тело обращается по эллипсу; требуется найти закон центростреми​тельной силы, направленной к центру эллипса.
Пусть СА и СВ (фиг. 20)— полуоси эллипса, PG и DK—два сопряженных его диаметра, PF, QT— перпендикуляры к этим диаметрам, Qv — ордината к диаметру PG. До​полним параллелограмм QvPR; по теории конических сечений имеем

[image: image63.png]_cp
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по подобию треугольников QvT и PGF будет

[image: image64.png]_oerr.-r¢
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следовательно будет

[image: image65.png]Qr:. PC*

=PF.CD*-Pv




Вместо Pv можно написать QR, вместо СD•PF—равное ему произве​дение ВС•АС (по лемме XII) и в пределе 2РС вместо vG, тогда получим

[image: image66.png]QT*- PC*_ 2BC*- AC?
QR T~ PC




следовательно (предл. VI, след. 5) центростремительная сила обратно пропор​циональна 2BC2•AC2/PC, а так как 2ВС2•АС2 есть величина постоянная,

[image: image67.jpg]Pur. 20.
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то центростремительная сила обратно пропорциональна 1/PC, т. е. прямо

пропорциональна расстоянию 44 до центра PC.
То же самое иначе
На прямой PG, по другую сторону от точки Т, возьми точку u так, чтобы было Tu=Tv, затем возьми uV так, чтобы было uV:vG=DC2:PC2; а так как по свойствам конических сечений

[image: image68.png]QA: Py.vG=DC*: PC*




то будет

[image: image69.png]QP =DPy.-uV.




Сложив почленно это равенство с следующим

[image: image70.png](Po—+20T) Py =Po-uP




получим

[image: image71.png]PQ*=Py. PV.




Следовательно, круг, касающийся конического сечения в точке Р и проходящий через точку Q, пройдет и через точку V. При совпадении точек Р и Q, отношение uV:vG, равное отношению DС2:PC2, обратится в отношение PV:PG, т. е. PV:2PC, и следовательно, будет PV=2DC2/PC. Поэтому

сила, заставляющая тело обращаться по эллипсу, будет обратно пропорциональна 2DC2•PF2/PC, а так как произведение 2DC2•РF2 постоянное, то эта

сила прямо пропорциональна PC.
______________
44 Отнесем эллипс к его сопряженным диаметрам СР и CD, длины коих обозначим через a1 и b1 и угол между ними — через (, тогда будет:
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и тогда выражение[image: image73.png]22 - QR
QT PCZ




дает
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Но a12b12•sin2(=а2b2, где а и b — полуоси эллипса; вместе с тем в пределе будет х=a1=СР, поэтому в пределе:

[image: image75.png]



Обозначая через 2р =2b2/a — параметр эллипса, можем написать

[image: image76.png]3
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Следствие 1. Итак, в этом случае сила пропорциональна расстоянию до центра эллипса, и наоборот, если сила пропорциональна расстоянию, то тело будет двигаться по эллипсу, коего центр совпадает с центром сил, или же в частном случае по кругу, в который эллипс может обра​титься.

Следствие 2. Времена обращений, совершающихся около того же центра по любым эллипсам, между собою равны. Действительно, эти времена обращения равны между собою для эллипсов подобных (предл. IV, след. 3 и 8); для эллипсов же, имеющих общую большую ось, эти времена прямо пропор​циональны площадям эллипсов и обратно пропорциональны площадям, описы​ваемым в одинаковые постоянные промежутки времени, иначе—прямо пропорциональны малым осям и обратно пропорциональны скоростям при проходе через главные вершины, т. е. прямо пропорциональны малым полу​осям и обратно пропорциональны ординатам, проведенным через ту же самую точку общей большой оси их; частное же от деления этих отношений, равных между собою, равно единице.

ПОУЧЕНИЕ
Если эллипс, при бесконечном удалении центра, обратится в параболу и тело будет двигаться по этой параболе, то сила, направленная к беско​нечно удаленному центру, станет постоянною. Это есть теорема Галлилея.
Если (при изменении наклонения секущей конус плоскости) параболи​ческое сечение превратится в гиперболическое, то тело будет двигаться по этой гиперболе, если заменить центростремительную силу центробежною. Подобно тому как для круга или эллипса, если сохранять времена оборота, силы, направленные к его центру, остаются пропорциональными расстоя​нию, в каком бы отношении ни увеличивались или ни уменьшались ординаты, или ни менялся угол их наклонения к оси абсцисс, проходящей через центр, точно так же и для всяких кривых вообще, если ординаты увеличиваются или уменьшаются в каком угодно отношении, или изменяется угол их накло​нения, но время оборота сохраняется, силы, направленные к центру, ле​жащему на оси абсцисс, будут пропорциональны расстояниям до него для всех точек, лежащих на той же самой ординате.
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ОТДЕЛ III
О ДВИЖЕНИИ ТЕЛ ПО ЭКСЦЕНТРИЧНЫМ КОНИЧЕСКИМ
СЕЧЕНИЯМ
Предложение XI. Задача VI
Тело обращается по эллипсу; требуется определить закон центро​стремительной силы, направленной к фокусу эллипса.
Пусть S (фиг. 21) есть фокус эллипса. Проводим SP, пересекающую диаметр DK в точке Е и ординату Qv в точке х, и дополняем параллело​грамм QxPR; тогда окажется, что ЕР равно большой полуоси АС эллипса, ибо если провести из другого фокуса H прямую HJ параллельно ЕС, то по равенству CS и СН будут равны ЕS и EJ, следовательно

[image: image77.png]PE= 1 (PS+FJ),




но так как HJ параллельно PR и углы JPR и HPZ равны, то PJ=PH, сумма же PS+РН=2AС.
На SР опустим перпенди​куляр QT и обозначим параметр эллипса через L так, что L =2BC2/AC, имеем

L•QR:L•Pv= QR:Pv (1)

но QR=Рх, из подобия же треугольников Pxv и РСЕ следует

[image: image78.png]Pz:Pv=PE: PC,




значит

[image: image79.png]QR:Py= AC: PC,




но

[image: image80.png]L-Pr:Gv-Po=0L:Gv



 (2) и

[image: image81.png]Gv-vP: Qo = PC?: CD".



 (3) 

При совмещении точек Q и Р будет (лем. VII, след. 2)

[image: image82.png]
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и следовательно, в пределе будет

[image: image84.png]Q2*: QT = Qu*: QT* = EP*: PF* = AC*: PF*=CD*: CB®



 (лем. XII).
Итак,

[image: image85.png]@*: QT* = AC*: PF* = CD*: CB*.



 (4) 

По перемножении пропорций (1), (2), (3) и (4) получится

[image: image86.png]



следовательно в пределе, при совпадении точек Q и Р, будет

[image: image87.png]L-QR=QT*.



 (5) По умножении этого равенства на SP2/QR получим

[image: image88.png]


 (6)

Следовательно (предл. VI, след. 1 и 5), центростремительная сила обратно пропорциональна L•SP2, т. е. обратно пропорциональна45 квадрату расстояния SР.
__________________
45 Пользуясь обычным теперь обозначением, эту часть доказательства можно провести так:
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где

AС=а, СР=а1, CD=b1, Cv=x, RР=Qv=y, FCZ=(.
Затем из подобия треугольников QxT и EPF.
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Но по уравнению эллипса, отнесенному к сопряженным диаметрам CD и СР,

[image: image91.png]W =pr=2 s — o,




 следовательно
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В пределе, когда точка Q совместится с точкою Р, будет

[image: image93.png]@+





кроме того, по свойству сопряженных диаметров, 

[image: image94.png]asby?sinta =a2 b2




следовательно

[image: image95.png]



и получится 

[image: image96.png]



т. е.

[image: image97.png]



где с есть постоянная площадей и 2р параметр эллипса.
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То же самое иначе
Сила, направленная к центру эллипса и такая, что под ее действием тело Р описывало бы этот эллипс, пропорциональна СР— расстоянию тела до центра. Проведем СЕ параллельно касательной РЕ; сила, под дей​ствием которой тело могло бы. описывать эллипс, направленная в какую-

либо точку S, будет пропорциональна PE3/SP2(лем. VII, след. 3), где Е есть

пересечение СЕ и SР.
Когда S есть фокус эллипса, то длина РЕ есть величина постоянная, следовательно сила будет тогда обратно пропорциональна SР2.
Для гиперболы и параболы можно бы было и здесь поступить с тою же краткостью, с которою рассмотрена задача V, но, в виду важности на​стоящей задачи для дальнейших приложений, не мешает эти два случая подтвердить отдельными самостоятельными доказательствами.

Предложение ХП. Задача VII
Тело движется по гиперболе; требуется найти закон центростре​мительной силы, направленной к фокусу этой кривой.
Пусть СА и СВ (фиг. 22) — полуоси гиперболы, PG и KD — два сопряженных диаметра, PF — перпендикуляр к диаметру KD и Qv — ордината к диаметру PG. Проводим SP, пересекающую диаметр DK в Е и ординату Qv в х, и дополняем параллелограмм QRPx. Длина РЕ оказы​вается равной действительной полуоси АС гиперболы, ибо если провести из другого фокуса гиперболы прямую HJ, параллельную СЕ, то по равенству SC и СН будут равны ЕS и EJ, следовательно

[image: image98.png]PE= (P — PS) =+ (PH—PS)=AC




так как по параллельности HJ и PR и равенству углов JPR и HPZ рас​стояние PJ=PH.
На SP опускается перпендикуляр QT; обозначив через L — параметр

гиперболы, т. е. величину 2BC2/AC, имеем

[image: image99.png]L-QR:L-Pv=QR:Pv=Pz:Po.



 (1) 

По подобию же треугольников Pxv и РЕС будет

[image: image100.png]Pr:Pv= PE:FC= AC: PC.
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Точно так же будет

[image: image101.png]L-Pr:Gv-Pv=L:Gv



 (2) 
и по свойству гиперболы:

[image: image102.png]Gv - Po: @Qu*= PC*:CD*.



 (3)

[image: image103.jpg]Sur. 22.




В пределе (лем. VII, след. 2), когда точки Р и Q совместятся, будет

[image: image104.png]Q@ Qt=1,




и, вследствие пропорции Qx2:QT2=РЕ2:PF2, будет

[image: image105.png]Q?: QT* = PE?*: PF* = AC*: PF* = CD*: BC®



 (лем. XII). (4) 
По перемножении пропорций 1, 2, 3, 4 получится

[image: image106.png]L-QR:QT*=AC-L-PC*.CD*: PC- Gv- CD*- BC?,




но
[image: image107.png]L-AC=2BC*




следовательно будет
[image: image108.png]L-QR:QT*=2PC: Gv.
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Но в пределе, при совпадении точек Q и Р, величины Gv и 2PC станут равными, значит будет

[image: image109.png]L.QR=QT*.



 (5)

Умножив это равенство на SP2/QR, получим

[image: image110.png]QT - 8P
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которое показывает (предл. VI, след. 1 и 5), что центростремительная сила обратно пропорциональна L•SP2, т. е. обратно пропорциональна квадрату расстояния 46 SP.
То же самое иначе
Уже была найдена сила, направленная к центру гиперболы; она ока​залась пропорциональной расстоянию PC, следовательно (лем. VII, след. 3)

сила, направленная к фокусу S, будет пропорциональна PE3/SP2; так как РЕ по​стоянная, то сила обратно пропорциональна SP2.
Подобным же образом найдется, что тело под действием такой же силы, но центробежной, будет описывать другую ветвь гиперболы.

Лемма ХIII
Параметр параболы, относящийся к какой-либо вершине, равен учетверенному расстоянию этой вершины до фокуса. Следует из теории конических сечений.47
Лемма XIV
Перпендикуляр, опущенный из фокуса параболы на касательную к ней, есть среднее пропорциональное между расстояниями от фокуса до точки касания и до главной вершины параболы.
_____________
46 Сохраняя обозначения примечания 45, увидим, что для гиперболы выкладка остается совершенно такою же, как для эллипса, с тою лишь разницею, что будет
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47 Уравнение параболы, отнесенной к касательной и диаметру, с ней сопряженному, есть

[image: image113.png]



Входящая в это уравнение величина 2р1 и есть «параметр, относящийся к вершине, совпадающей с точкою касания». Чтобы получить геометрическое представление этой линии, стоит только заметить, что параметр есть длина хорды, проведенной через фокус параллельно оси ординат. Так как для фокуса S (фиг. 23) абсцисса MS=SP по свойству касательной, то, полагая SP=r, имеем для соответствующей ординаты:

[image: image114.png]y=2pr=p2
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Пусть AР (фиг. 23) есть парабола, S — ее фокус, А— главная вер​шина, Р— точка касания, РО — ордината этой точки, РM — касательная,

пересекающая ось в точке M, и SN — перпендикуляр, опущенный из фокуса на касательную. Проведем AN, тогда вслед​ствие равенств MS=SР, NP=MN, MА=АО, прямые AN и OP между со​бою параллельны и треугольник SAN прямоугольный при А и подобен равным треугольникам SNM и SNP, следова​тельно

SP:SN=SN:SA,
что и требовалось доказать.

Следствие 1. SP2:SN2=SP:SA.
Следствие 2. Так как SA постоянное, то SN2 пропорционально PS.
Следствие 3. Геометрическое место оснований перпендикуляров, опу​щенных из фокуса на касательные к параболе, есть прямая AN— каса​тельная к параболе в главной вершине.

Предложение ХIII. Задача VIII
Тело движется по параболе; требуется найти закон центростреми​тельной силы, направленной к фокусу этой кривой.
Сохраним построение предыдущей леммы, и пусть Р (фиг. 24) — место тела на параболе; из Q, его места, куда бы оно перешло в ближайшее время, проводятся: прямые QR параллельно и QT перпендикулярно к SP и Qv, параллельная касательной в точке Р и пересекающая диаметр PG в точке v и радиус SP в точке х. Так как треугольник xPv подобен тре​угольнику SPM, в последнем же стороны SP и SM равны, то и в первом

Px=Pv=QR.
_____________
значит,
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и следовательно, параметр
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Если через точку Р провести прямую параллельно оси до пересечения ее с направляю​щей параболы, то эта длина равна SР, т. е. составит 1/4 параметра, соответствующего этой

побочной вершине, совершенно так же, как SA составляет 1/4 главного параметра.

[image: image117.jpg]P TR ]




— 97 — 
По свойству параболы:

[image: image118.png]Q' =4PS- Po=4PS-QR,




ибо, по лемме XIII, 4PS равно параметру, относящемуся к вершине Р или диаметру Pv. При совмещении точек Р и Q, отношение длин Qv и Qx в пре​деле равно единице (лем. VII, след. 2), и следовательно, в этом случае будет

[image: image119.png]Qz*=4PS-QR.




По подобию же треугольников QxT и SPN будет

[image: image120.png]Qa%: QT*= PS*: SN*= PS: 84



 (лем. XIV, след. 1) 
или
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и значит,

QT2=4SA•QR (Эвкл. Элем., кн. V, пр. IX). (5)

По умножении этого равенства на SP2/QR получится 48
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следовательно (предл. VI, след. 1 и 5) центростремительная сила обратно пропорциональна 4SA•SP2, т. е. по постоянству 4SА обратно пропорцио​нальна квадрату расстояния.

48 Для параболы эта часть доказательства может быть проведена так: в пределе 
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следовательно
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где ( есть угол вежду касательной в точке Р и осью. Из треугольников PSN и ASN имеем:
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где 2р — главный параметр, значит

[image: image126.png]



и
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Следствие 1. Из последних трех предложений следует, что если какое-нибудь тело Р выходит из места Р по направлению прямой PR с какою-либо скоростью и находится под действием центростремительной силы, обратно пропорциональной квадратам расстояний до центра S, то это тело будет двигаться по коническому сечению, коего фокус лежит в центре сил, и наоборот; ибо при заданных: фокусе, точке касания и положении касатель​ной можно построить лишь одно коническое сечение, имеющее в этой точке заданную кривизну. Кривизна же найдется по заданной скорости и извест​ной центростремительной силе: под действием той же центростремительной силы и при той же скорости не могут быть описываемы две различные ор​биты, касающиеся друг друга.

Следствие 2. Если скорость, с которою тело выходит из места Р, такова, что в течение весьма малого промежутка времени оно прошло бы отрезок PR, центростремительная же сила в течение того же времени могла бы заставить тело пройти путь QR, то сказанное тело будет дви​гаться по такому коническому сечению, коего главный параметр равен пределу отношения QT2/QR при бесконечном уменьшении длин QT и RR [см.

форм. (5) доказательств предложений XI, XII и XIII]. В этом следствии я отношу круг к эллипсам и исключаю тот случай, когда тело падает к центру по прямой линии.

Предложение XIV. Теорема VI
Если несколько тел обращаются около общего центра сил, причем центростремительные силы обратно пропорциональны квадрату расстоя​ния до центра, то главные параметры орбит пропорциональны квадра​там площадей, описываемых проведенными к телам радиусами в одно и то же время.49
_________________________

49 Теоремы предложений XIV, XV и XVI непосредственно вытекают из выражений:
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в которых с есть постоянная площадей, 2р=L — параметр, а — большая и b — малая полу​оси эллипса, ( — время оборота. Из этих формул следует
[image: image130.png]



следовательно
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[image: image132.jpg]Par. 25.




Параметр L=QT2/QR, предполагая, что точки Р и Q (фиг. 25) слива​ются (предл. XIII, след. 2). Но отрезочек QR пропорционален центростремительной силе, т. е. обратно пропорционален SР2, следовательно QT2/QR будет пропорционально QT2•SP2, т. е. параметр L пропорционален ква​драту площади QT•SP.
Следствие. Так как полная пло​щадь эллипса пропорциональна произве​дению его полуосей, то она пропорцио​нальна произведению корня квадратного из параметра, умноженному на время оборота, ибо эта площадь пропорцио​нальна площади QS•SP, описываемой в заданный промежуток времени, умно​женной на время оборота.

Предложение XV. Теорема VII
При тех же предположениях утверждаю, что времена оборотов по эллипсам относятся между собою, как большие полуоси в степени 3/2

Так как малая ось есть среднее пропорциональное между большою осью и параметром, то произведение осей пропорционально корню из пара-

метра и большой оси в степени 3/2, но это же произведение пропорционально (XIV, след.) корню квадратному из параметра, умноженному на

__________________

отсюда:
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 (предл. XIV),
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следовательно
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 (предл. XV). 

Наконец.
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значит
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 (предл. XVI).
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время оборота; по сокращении корня из параметра останется, что время оборота пропорционально степени 3/2 большой оси.

Следствие. Отсюда следует, что времена оборотов по эллипсам равны временам оборотов по кругам, коих диаметры равны большим осям элли​псов.

Предложение XVI Теорема VIII
При тех оке предположениях, если через место тела на его орбите провести к ней касательную и опустить на нее из фокуса перпендикуляр, то скорость тела прямо пропорциональна корню квадратному из пара​метра орбиты и обратно пропорциональна этому перпендикуляру.
Если из фокуса опущен перпен​дикуляр SY (фиг. 26) на касательную PR к орбите, то надо доказать, что скорость тела будет обратно пропорциональна

корню квадратному из величины SY2/L.
Скорость эта пропорциональна весьма малой дуге PQ, описываемой в заданный весьма малый промежуток времени, т. е. (лем. VII) пропорциональна касательной PR, а так как

PR:QT=SP:SY
то скорость пропорциональна величине QT•SP/SY но QT•SP пропорционально

площади, описываемой в заданный промежуток времени, которая (предл. XIV) пропорциональна корню квадратному из параметра.

Следствие 1. Главные параметры пропорциональны квадрату произ​ведения скорости на перпендикуляр SY.
Следствие 2. Скорости тел в их наименьшем и наибольшем расстоя​ниях от фокуса находятся в обратном отношении расстояний до фокуса и в прямом отношении корней квадратных из параметров, ибо при этих по​ложениях тел перпендикуляры на касательные и суть самые расстояния тел до фокуса.

Следствие 3. Следовательно, при движении тела по коническому сече​нию, скорость в наибольшем или наименьшем расстоянии от фокуса отно​сится к скорости движения по кругу, радиус коего равен этому расстоянию,

[image: image138.jpg]Pun. 26.
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как корень квадратный из параметра относится к корню из диаметра круга, т. е. к корню из удвоенного расстояния, упомянутого выше.50
Следствие 4. Для тела, обращающегося по эллипсу, скорость в сред​нем расстоянии от фокуса та же самая, как и для тела, обращающегося по кругу того же радиуса, т. е. (предл. IV, след. 6) обратно пропорцио​нальна корню квадратному из расстояния, ибо для этих положений перпен​дикуляры равны длине малой полуоси, которая есть среднее пропорциональ​ное между большою полуосью и полупараметром; произведение корня из параметра на обратную величину перпендикуляра и дает величину, обрат​ную корню из расстояния.51
Следствие 5. Для той же кривой или даже для различных кривых, но у которых параметры равны, скорость тела обратно пропорциональна рас​стоянию от фокуса до касательной.

Следствие 6. Для параболы скорость обратно пропорциональна корню квадратному из расстояния тела до фокуса, для эллипса она изменяется более, для гиперболы — менее, нежели в этом отношении. Ибо (лем. XIV, след. 2) для параболы перпендикуляр, опущенный из фокуса на касатель​ную, пропорционален корню квадратному из расстояния. Для гиперболы перпендикуляр изменяется менее, для эллипса — более, нежели этот корень.52
_________________

50 Так как (=K/r2 где r есть расстояние тела до центра, при движении же по кругу в том же расстоянии должно быть
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При прохождении через главные вершины, скорость v, при движении по коническому сечению, есть
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отсюда[image: image142.png]



51 В этом случае SY=b, следовательно
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52 В лемме XIV показано, что перпендикуляр на касательную к параболе
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где 2р — параметр и r=SP. Для эллипса перпендикуляр изменяется между пределами а+c и a—с или между пределами а(1+e) и а(1—е), и значит, отношение наибольшего его
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Следствие 7. Для параболы скорость тела в каком-либо расстоянии от фокуса относится к скорости тела, обращающегося в том же расстоя​нии по кругу, как (2 относится к 1. Для эллипса это отношение менее, для гиперболы — более. Ибо по следствию 2 этой теоремы скорость в вершине параболы находится в этом отношении, по 6-му же следствию этой тео​ремы и по предложению IV это отношение сохраняется для всех расстояний. Таким образом для параболы скорость повсюду равна скорости на круге половинного расстояния, для эллипса скорость менее, для гиперболы— более.53
Следствие 8. Скорость тела, обращающегося по любому коническому сечению, так относится к скорости обращения по кругу, радиус которого равен половине параметра сечения, как этот радиус относится к перпенди​куляру, опущенному из фокуса на касательную к сечению. Явствует из следствия 5.

Следствие 9. Так как (предл. IV, след. 6) скорость обращения по упомя​нутому в предыдущем следствии кругу находится к скорости обращения по

______________

значения к наименьшему есть (1+e)/(1—e), где с=ае — эксцентриситет эллипса. Это есть вместе с тем и отношение наибольшего расстояния к наименьшему, и очевидно, что
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т. е. перпендикуляр изменяется в более широких пределах, нежели корень из расстояния.

Для гиперболы перпендикуляр остается всегда конечным, расстояние же может изме​няться до бесконечности.

53 Скорость при движении по коническому сечению выражается (прим. 49) формулою
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Для параболы:
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и следовательно, скорость
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где V0 — скорость движения по кругу на расстоянии r.
Скорость движения ори параболе более скорости движения по эллипсу и менее, нежели по гиперболе (см. доказательство предл. XVII), следовательно критерии орбит суть:
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K — постоянная, определяющая «абсолютную силу центра».
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какому-либо кругу в обратном отношении корней квадратных из расстояний, то отношение скорости обращения но коническому сечению к скорости обра​щения по кругу в том же расстоянии равно отношению средней пропорцио​нальной между этим общим расстоянием и половиною параметра к перпенди​куляру, опущенному из фокуса на касательную к коническому сечению.

Предложение ХVII. Задача IX
Предполагая, что центростремительная сила обратно пропорцио​нальна квадратам расстояний мест до центра и что абсолютная вели​чина этой силы известна, требуется найти кривую, которую опишет тело, выходящее из заданного места с заданною скоростью.
Пусть центростреми​тельная сила, направленная к точке S (фиг. 27), такова, что тело р, обращаясь по заданной орбите pq, имеет известную скорость в за​данной точке р. Из места Р по направлению PR выхо​дит другое тело Р, имея за​данную скорость. Центростремительная сила уклоняет его от прямой PR и заставляет двигаться по коническому сечению PQ, которое касается прямой PR в точке Р.
Пусть прямая рr касается орбиты pq в точке р; если вообразить перпендикуляры, опущенные из точки S на касательную рr и PR, то (предл. XVI, след. 1) параметр искомого сечения находится к параметру заданной орбиты в отношении квадратов произведений скоростей и пер​пендикуляров, следовательно этот параметр определится.54
Пусть L есть параметр искомого сечения; сверх того, для этого сече​ния известен и фокус S. Дополнение угла RPS до двух прямых будет

____________

54 Задание орбиты, описываемой телом, точки на ней и скорости в этой точке определяет «абсолютную силу центра», как то следует из формул, приведенных в примечании 49 и выра​жающих уравнениями высказанное в «Началах» пропорциями и словаки. Как показано в при​мечании 49, величина c2/p, где есть постоянная площадей и 2р — параметр орбиты, есть величина

постоянная, поэтому, обозначая, как в тексте, через L—параметр искомой орбиты, через V к H— скорость и длину перпендикуляра из фокуса на касательную и через l, v, h — соответствующие

величины для данной орбиты, будем иметь пропорцию[image: image150.png]


 из которой и найдется L.
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угол RРН, следовательно будет известно положение прямой РН, на кото​рой находится второй фокус Н. Опустив из фокуса S на РН перпендику​ляр SK, вообразим, что построена малая полуось ВС. Кроме того, будет

[image: image152.png]SH* = 4CH® = 4BH* — 4BC* = SP* — 2KP- PH+ PH*—
= (8P~ PH)'— L (SP—+ PH) =SP* -+ 2SP . PH—+ PH' — L (SP+ PH).




Отсюда следует

[image: image153.png]L-(8P~+ PH)=28P- PH~+ 2KP- PH




иначе
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следовательно РН будет известно как по величине, так и по положению.

Затем, если окажется, что скорость тела в точке Р будет такова, что параметр L будет меньше, нежели 2 (SP+КР), то РН расположится по ту же сторону от касательной PR, как и прямая РS, и значит, искомая кри​вая будет эллипс, который и определится по фокусам S и Н и по большой оси SP+PH. Если же скорость тела будет такова, что параметр L ока​жется равным 2 (SP+КР), то длина РН будет бесконечной, и следова​тельно, кривая будет параболой, которой ось SН параллельна РК и, следо​вательно, известна. Если же тело выходит из точки Р с еще бо'льшею скоростью, то длину РН придется откладывать по другую сторону касатель​ной, и тогда окажется, что касательная проходит между фокусами, т. е. кривая будет гиперболой, коей действительная ось равна разности SР—РН и, значит, будет известна. Если тело будет двигаться по коническому сече​нию, определяемому как здесь показано, то в предложениях XI, XII и XIII доказано, что центростремительная сила будет обратно пропорциональна квадратам расстояний тела до центра сил S и, следовательно, кривая PR представит действительно ту, которую тело будет описывать под действием сказанной силы, выйдя из заданной точки с заданной скоростью.

Следствие 1. Таким образом для всякого конического сечения по за​данной главной вершине D, параметру L и фокусу S второй фокус Н най​дется взяв
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ибо пропорция

[image: image156.png](SP—+PH): PH==2(SP+KP):L




в рассматриваемом случае, т. е. когда точка Р находится в D, будет

[image: image157.png](DS -+ DH): DH=—=4DS:L
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из которой следует[image: image158.png]DS: DH=(4DS—L): L.




Следствие 2. Отсюда следует, что если задается скорость в главной вершине D, то орбита находится проще, а именно взяв параметр так, чтобы его отношение к удвоенному расстоянию DS было равно квадрату отношения заданной скорости к скорости обращения по кругу в расстоянии DS (предл. XVI, след. 3), затем определив DH по пропорции

[image: image159.png]DH:DS~L:(4DS—L).




Следствие 3. Если тело, движущееся по коническому сечению, будет сбито с своей орбиты каким-либо натиском, то можно определить ту орбиту,55 по которой оно будет затем продолжать свой путь. Ибо, совокупив количество движения, которое тело имело, с тем, которое ему сообщено натиском, получим количество движе​ния, которым тело после натиска будет обладать в данном месте по напра​влению заданной по своему положению прямой.

Следствие 4. Если же тело непрерывно возмущается какою-либо внешнею силою, то его путь может быть найден приближенно, определяя те изменения, которые производит сила в каких-либо точках и рассчитывая изменения для промежуточных мест по ряду пропорций.

ПОУЧЕНИЕ
Если тело Р под действием центростремительной силы, направленной в данную точку R (фиг. 28), движется по периметру какого-либо заданного конического сечения, коего центр есть С, и требуется найти закон центро​стремительной силы, то надо провести прямую СG, параллельную радиусу RP и пересекающую касательную РG в G, тогда искомая сила (X, 1 и поуч.

и VII, 3) будет пропорциональна[image: image160.png]



_________________

55 в этом следствии и в следующем указывается общий ход расчета (по крайней мере числового) возмущения, производимого, напр., планетой на комету, т. е. каким образом по производимому изменению скорости по величине и направлению и изменениям положения тела определять изменения элементов орбиты.

Дальнейшее развитие этого расчета дано в примечании 116 в конце первой книги.

[image: image161.jpg]“Pur. 28,




— 106 —

ОТДЕЛ IV
ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ, ПАРАБОЛИЧЕСКИХ И ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ ОРБИТ ПРИ ЗАДАННОМ ФОКУСЕ56
Лемма XV
Если из обоих фокусов S и Н эллипса или гиперболы провести к ка​кой-либо точке V две прямые SV и HV, из коих вторая равна главной оси кривой, т. е. той, на которой расположены фокусы, и из середины Т пер​вой прямой SV восставить к ней перпендикуляр ТR, то он будет касаться кривой, и наоборот, если этот перпендикуляр касается кривой, то HV равно главной оси.57
Пусть пересечение перпендикуляра с прямою HV (фиг. 29) или ее продолжением есть R, проведем SB; по равенству TS=TV будут равны и длины SR и RV и углы TRS и TRV, следовательно точка R лежит на коническом сечении и перпендикуляр ТR касается этого сечения, и обратно.

Предложение ХVIII. Задача X
При заданных фокусе и длине главной оси построить эллипсы и ги​перболы, проходящие через данные точки, и касающиеся данных прямых.
Пусть S (фиг. 30) есть данный фокус, АВ — длина главной оси, Р — точка, через которую кривая должна проходить, и ТR — прямая, которой она должна касаться. Центром Р и радиусом, равным АВ—SP для эллипса и AB+SP
_________________
56 Этот отдел и следующий — чисто геометрические и заключают в себе решение задач об определении конических сечений по данным их точкам или касательным. В предложе​нии ХLI третьей книги, в котором изложен способ определения орбит комет, Ньютон говорит: «я пробовал решать разными способами эту задачу, которая весьма трудна, для этого я и ре​шил задачи, приведенные в первой книге, но затем я пришел к более простому решению, изла​гаемому ниже». Таким образом все содержащееся в отделах IV и V не находит дальнейших непосредственных приложений в «Началах», и эти два вводные отдела, представляя интерес с точки зрения геометрии, не представляют такового для механики или физики.

Приводя решение этих задач, Ньютон всегда поступает так: он описывает то построение, которое для решения задачи следует выполнить, и затем, предпослав фразу: «dico factum» — «утверждаю сделанное», доказывает справедливость даваемого им решения. Анализа задачи, приводящего к описываемому построению, не дается.

57 Эта лемма включена, невидимому, потому, что у Аполлония дается совершенно иной способ построения касательной, не пользуясь свойствами фокусов и направляющего круга.

Для дальнейших задач необходимо постоянно иметь в виду, что геометрическое место точек V для эллипса и гиперболы есть круг, описанный из другого фокуса Н, как из центра, радиусом, равным длине главной оси (направляющий круг). Геометрическое место точек Т есть также круг, описанный на главной оси, как на диаметре; это последнее свойство указано в теоремах 49 и 50 книги III Аполлония.
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для гиперболы, проводится круг HG. На касательную ТВ опускается пер​пендикуляр ST и продолжается до V так, чтобы было TV=ST. Точкою V, как центром, и радиусом AВ описывается круг FH. Таким образом, когда задано две точки Р и р или две касательные ТR и tr, или же точка Р и ка​сательная ТR, то будет проведено два круга.

Пусть H — их пересечение; по фокусам S и Н и длине АВ глав​ной оси и строится кривая, которая
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и есть искомая. Ибо эта кривая (так как SP+РН для эллипса и HP—SP дм гиперболы равно оси) проходит через точку Р, по предыдущей же лемме она касается прямой ТR.
Рассуждая подобным же образом, покажем, что она проходит или через обе точки Р и р, или будет касаться двух прямых ТR и tr.
Предложение XIX. Задача XI
При данном фокусе определить параболу, проходящую через заданные точки или касающуюся заданных пря​мых.
Пусть S (фиг. 31) — фокус, Р — точка, ТR— касательная к искомой кривой. Цен​тром Р и радиусом PS описывается круг FG, из фокуса на касательную опускается перпендикуляр и продол​жается до V так, чтобы было

TV=ST.
Подобным же образом надо построить и второй круг fg, когда дана другая точка p, или вторую точку v, когда дана другая касательная tr. Затем надо

[image: image164.jpg]
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провести прямую JF,58 которая или касается обоих кругов FG и fg, когда даны две точки Р и р, ил проходит через точки V и v, когда даны две касательных ТR и tr, или которая проходит через точку V и касается круга FG, когда даны точка Р и касательная ТR. На прямую FJ опу​скается перпендикуляр SJ и разделяется в точке К пополам. По оси SK и вершине К строится парабола, которая и есть искомая. Ибо такая пара​бола по равенству SK и JK, SP и FP проходит через точку Р, и по ра​венству ST и TV и по перпендикулярности ST и ТR касается (лем. XIV, след. 3) до прямой ТR.
Предложение XX. Задача ХII
При заданном фокусе построить коническое сечение, проходящее через
заданные точки или касающееся данных по положению прямых и подобное
данному.
Случай 1. При данном фокусе S (фиг. 32) требуется построить кривую

AВС, проходящую через две данные точки B и С. Так как эта кривая

должна быть подобна данной, то известно отношение ее главной оси к расстоянию между фокусами. В этом от​ношении возьми длины KB к BS и LC к CS, опиши два круга, и к общей к ним касательной59 KL проведи через S перпендикуляр SG и рассеки его в точках A и а так,

чтобы было

GA:AS=Ga:aS=KB:BS;
по оси Aа и вершинам A, а строй кривую, она и есть искомая. Пусть Н есть второй фокус построенной кривой; так как

GA:AS=Ga:aS 

то будет и

(Ga—GA):(aS—AS)=GA:AS, т. е.

Aa:SH=GA:AS
__________________

58 В лемме XIV показано, что геометрическое место оснований перпендикуляров, опу​щенных из фокуса на касательные к параболе, есть касательная в ее вершине, отсюда следует, что геометрическое место точек V, симметричных с фокусом, относительно касательной есть направляющая параболы.

59 Эта прямая есть направляющая эллипса или гиперболы. Зная фокус и направляю​щую, и получим кривую.
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т. е. отношение большой оси к расстоянию между фокусами будет заданное, и следовательно, построенная кривая будет подобна данной, и так как отно​шения KB:BS и LC:CS равны предыдущему, то эта кривая пройдет через точки B и С, как это следует из учения о конических сечениях.

Случай 2. При заданном фокусе S (фиг. 33) требуется построить кри​вую, касающуюся прямых ТR и tr и подобную данной. Из фокуса на каса​тельные опускаются перпендикуляры ST и St и продолжаются до Vи v так, чтобы было TV=ST и tv=St. Через середину О прямой Vv проводится к ней перпендикуляр ОН, неопределенно продолженный, продолженная прямая VS рассекается в точках K и k так, чтобы было

VK:KS=Vk:kS=a:c
где a есть длина главной оси искомой кривой и с — расстояние между фокусами ее. На диаметре Kk строится круг,60 пересекающий ОН в точке Н, после чего по фокусам S и Н и главной оси VH строится кривая, которая и будет иско​мой. Ибо, если разделить Kk в точке X пополам, и провести НХ, HS, HV, Нv и так как по построению

VK:KS=Vk:kS следовательно и

(VК+Vk):(KS+kS)=(Vk—VK):(kS— KS) т. е.

2VX:2KX = 2KX:2SX иначе

VX:HX=HX:SX
то треугольники VXH и HXS подобны, и следовательно, будет VH:SH= VX:ХН= VK:KS
т. е. отношение главной оси искомой кривой к расстоянию между фокусами как раз требуемое, а так как, кроме того, VH и vH равны между собою

_________________

60 Точки v и V принадлежат направляющему кругу, следовательно фокус Н лежит на перпендикуляре, восстановленном из средины хорды vV. Кроме того, так как отношение расстояний точки Н до точек S и V должно быть равно отношению с:а, т. е. задано, то точка H должна лежать на круге, построенном на Kk, как на диаметре, ибо этот круг есть геометрическое место таких точек; отсюда и следует построение, данное в тексте.
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и главной оси, прямые же VS и vS разделяются перпендикулярами к ним TR и tr пополам, то проведенная кривая касается этих последних (лем. XV).
Случай 3. При заданном фокусе надо построить такую кривую, кото​рая касалась бы прямой ТR в данной точке R (фиг. 34) и была бы подобна данной кривой. На прямую ТR опускается перпендикуляр SТ и продол​жается до V так, чтобы было TV=ST. Неопределенно продолженная пря​мая VS рассекается в точках k и K так, чтобы было

VK:SK=Vk:Sk=a:c. (*)

На диаметре Kk описывается круг,61 пересекающий продолженную прямую VR в точке Н. По фокусам S и Н и по главной оси VH строится

кривая, которая и будет иско​мой. Ибо из пропорции (*), подобно тому как при дока​зательстве второго случая, следует пропорция

VH:SH=VK:SK=а:с
показывающая, что кривая подобна заданной, и так как прямая TR разделяет угол VRS пополам, то она касается кривой в точке R.
Случай 4. При заданном фокусе S (фиг. 35) требуется построить кри​вую АРВ, которая касается прямой ТR, проходит через точку Р, не лежа​щую на этой прямой, и подобна данной кривой арb, коей главная ось аb и фокусы s и h.
На касательную опускается перпендикуляр ST и продолжается до точки V так, чтобы было TV=ST, и строятся утлы hsq и shq, соответ​ственно равные углам VSP и SVP. Центром q и радиусом, который так относится к аb, как SP к VS, описывается круг, пересекающий кривую apb в р. Соединив sp, проводят SH так, чтобы было

SH:sh=SP:sp

____________
61 Точка V принадлежит направляющему кругу, значит второй фокус H лежит на прямой VR. Кроне того, отношение

VH:SH=a:c,
т. е. постоянное, следовательно точка H лежит и на круге Kk, отсюда и следует построение, данное в тексте.
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я чтобы угол PSH=psh и VSH=psq, после чего по фокусам S и Н и главной оси АВ, равной VH, и строится кривая, которая и есть искомая. Ибо, если провести sv так, чтобы было

sv:sp=sh:sq
и чтобы угол vsp=hsq и vsh=psq, тогда треугольники svh и spq и VSP и hsq будут подобны и будет

vh:pq=sh:sq=VS:SP= ab:pq,
[image: image168.jpg]Pur. 85.





следовательно

vh=ab.
Далее по подобию треугольников VSH и vsh будет VH:SH= vh:sh=ab:sh,
т. е. отношение оси VH к фокусному расстоянию SH построенной кривой равно таковому же отношению для заданной арb, следовательно эти кривые подобны. Кроме того, кривая АРВ пройдет через точку Р, ибо треуголь​ник PSH подобен треугольнику psh, а так как VH равно главной оси и VS
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перпендикулярною к ней ТR разделяется пополам, то ТR касается построен​ной кривой. 62
Лемма XVI
Из трех заданных точек провести к четвертой незаданной три прямые так, чтобы их разности были или заданные, или равны нулю.
Случай 1. Пусть А, В, С(фиг. 36)—три заданные точки и Z — искомая четвертая. Так как разность BZ—AZ задана, то точка Z будет нахо​диться на гиперболе, коей фокусы суть А и В и коей ось равна сказанной

разности. Пусть эта ось есть MN. Возьмем точку Р так, чтобы было

[image: image169.png]PM:MA= MN:AB;




восставь перпендикуляр РR и про​веди ZR перпендикулярно к PR, тогда по свойству гиперболы будет

[image: image170.png]ZR:AZ = MN: AB.




Кроме того, точка Z лежит и на другой гиперболе, коей фокусы суть А и C и главная ось коей равна раз​ности CZ—AZ; следовательно, можно

провести прямую QS перпендикулярно к АС, подобно тому как проведена прямая РR, т. е. что расстояние точки Z гиперболы до этой прямой QS будет находиться в постоянном отношении к расстоянию этой точки до фокуса, т. е. будет[image: image171.png]28:AZ=(CZ— AZ): AC;




_________________

62 Точка V принадлежит направляющему кругу, следовательно второй фокус H лежит на круге, описанном из точки V, как центра. Если вообразить, что построен треугольник SQP, подобный VSH, так, чтобы угол при Р был равен углу при V и, значит,

SQ:SH=SP: SV=QP:VH
то в этом треугольнике стороны SQ и QP будут оставаться постоянными, когда точка H будет перемещаться по кругу, вместе с тем угол VSH будет равен углу QSP; следовательно, если точку Q соединить с H, то полученный треугольник HSQ будет подобен треугольнику VSP.
Ньютон и строит сперва треугольник shq, подобный SHQ, тогда точка р, сходственная с точкою Р, должна лежать на круге, описанном из q, как из центра, радиусом
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и на заданной кривой. После того как эта точка р, сходственная с точкою Р, найдена, искомая кривая строится без всяких затруднений.

Как видно, решение этой задачи выполняется при помощи пересечения круга и кривой второго порядка, т. е. вообще циркулем и линейкой невыполнимо.
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но величина CZ—AZ заданная. Следовательно, будут известны отноше​ния ZR и ZS к AZ, а значит, и друг к другу. Пусть прямые RР и SQ пере​секаются в точке Т, тогда, проведя TZ и ТА, получим  фигуру TRZS, извест​ную по своему виду, и прямую TZ, определенную по своему положению; кроме того, будут известны длина ТА и угол ATZ, а так как известно отно​шение AZ, а значит, и TZ,к ZS, то будет известно и отношение AZ к TZ, следовательно будет известен и треугольник ATZ, коего вершина Z и есть искомая точка.

Случай 2. Если две из трех линий, скажем AZ и BZ, равны, то пря​мую TZ надо провести так, чтобы она разделяла АВ пополам, и затем разыскать треугольник ATZ как и раньше.

Случай 3. Если все три расстояния равны, то точка Z лежит в центре крута, проведенного через точки А, В и С.
Эта задача решена в книге Аполлония: «О касаниях», восстановленной Виетом.63
Предложение XXI. Задача ХIII
При заданном фокусе провести коническое сечение, проходящее через заданные точки и касающееся заданных прямых.
Пусть заданы фокус S, точка Р, касательная TR; требуется найти второй фокус Н (фиг. 37). На касательную опускается перпендикуляр ST и продол​жается до Y так, чтобы было TY=ST; тогда YН будет равно главной оси. Длина SP будет равна разности между расстоянием HP и главной осью. Таким образом, если будет задано несколько

_______________

63 Эта лемма заключает знаменитую задачу о построении круга касательного к трем данным кругам. Задача эта была предложена Виетом Адриану Римлянину в ответ па задачу последнего о решении некоторого уравнения 45-й степени. Виет сразу заметил происхождение

1

уравнения, именно, что оно относилось к определению хорды угла, составляющего 1/45 данного,

на основании чего и дал полное решение. Адриан, решая предложенную ему задачу, определял положение центра искомого круга при помощи пересечения двух гипербол, на что Виет ему написал: «Dum circulum per hyperbolas tangis, rem acu non tangis». Ньютон в своем анализе задачи также пользуется свойствами гиперболы, но заметив, что эти гиперболы имеют по​парно общий фокус, он приводит разыскание точек их пересечения к построениям, выполнимым при помощи циркуля и линейки, и этим как бы показывает, что можно «rem acu tangere», пользуясь и гиперболами. Прямые RP и SQ, которые строятся как вспомогательные в ньюто​новом решении, суть направляющие гипербол, и все сводится к определению точки пересече​ния Т этих направляющих.
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касательных пли несколько точек, то получатся или такие расстояния как YН, или такие, как РН. проведенные от таких точек, как Т или Р, к искомой точке H эти расстояния или должны быть равны главной оси, или же должны отличаться от нее на известные длины, как SP, и которые поэтому или равны между собою, или же известны разности их попарно. По предыдущей лемме, следовательно, найдется второй фокус Н, и после того как этот второй фокус найден, то станет известной и длина главной оси, которая будет YН или

. SP+РН
для эллипса, пли же SP—РН для гиперболы, и кривая будет определена.

ПОУЧЕНИЕ
Когда кривая — гипербола, то так как она должна служить траекторией движущегося тела, то вторую ее ветвь я не включаю, ибо тело на эту вто​рую ветвь при своем движении перейти не может.

Случай, когда задаются три точки, решается проще так: пусть даны точки В, С, D (фиг. 38). Продолжаем пря​мые ВС и CD до Е и F так, чтобы было:

BE:CE=SB:SC CF:DF=SC:SD;
на прямую EF, если нужно продолженную, опускаются перпендикуляры SG, ВН, и на неопределенно продолженной SG берутся точки А и а так, чтобы было

GA:AS=Ga:aS=НВ:BS;
тогда А и а будут главными вершинами и Аа — главною осью кривой, которая, в случае если GA будет больше, равна или меньше, нежели AS, будет эллипс, парабола или гипербола, и тогда точка а в первом случае должна лежать по ту же сторону от прямой GF с точкою А, во втором случае эта точка удаляется в бесконечность, в третьем она лежит по другую сторону GF.
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Действительно, если на GF опустить перпендикуляры CJ, DK, то будет

CJ:НВ=СЕ:ВЕ=SC:SB следовательно

CJ:SC=HB:SB =GA:SA.
Точно так же докажется, что KD к SD находится в том же отноше​нии. Следовательно, точки В, С, D лежат на коническом сечении, построен​ном при фокусе S так, что расстояния его точек до фокуса и до прямой GF находятся в постоянном отношении.

Знаменитейший геометр De la Hire в своем сочинении о конических сечениях, в книге VIII, предложение XXV, дает решение этой задачи, почти не отличающееся от изложенного.64
__________________

64 Задача, общий ход решения которой указан в этом предложении, заключает в себе а сущности четыре задачи. Построить коническое сечение, когда даны фокус и 

10) три касательных; 

20) две касательных и точка вне их; 

30) одна касательная и две точки вне ее; 

40) три точки.

Решение первой, очевидно, — круг, проходящий через основания перпендикуляров, опущенных из фокуса на касательные, описан на главной оси, как диаметре. Стоит его провести и задача решена. Или, следуя общему приему: круг, проходящий через три точки такие, как Y, т. е. симметричные с фокусом относительно касательных, есть направляющий круг, его центр есть второй фокус и радиус — большая ось. Этот случай как раз и указан в случае 3 леммы XVI, т. е. когда все три расстояния равны.

Вторая задача представляет также простой частный случай общей. Заметив, что две точки такие, как Y,—обозначим их Y1 и Y2, — принадлежат направляющему кругу, проводим к прямой Y1, Y2 перпендикуляр из ее середины — второй фокус H лежит на этом перпенди​куляре. Взяв расстояние SP данной точки до заданного фокуса и описав точкою Y1 , как цен​тром, и радиусом SP круг, заключаем, что точка Н лежит в равном расстоянии от этого круга и точки Р, т. е. она лежит в центре круга, проходящего через Р и касающегося данного. Таким образом задача сведена к построению круга, имеющего свой центр на данной прямой, проходящего через данную точку и касающегося данного круга, что решается весьма просто

Третья задача требует применения леммы XVI в общем виде.

Четвертая решается по второму приему более просто, нежели по общему способу; причем для получения точки F можно заметить, что в силу пропорции

CF:FD=SC:SD
эта точка лежит в пересечении хорды DC и равноделящей внешнего противолежащего стороне CD угла треугольника CSD.

