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Quantentheorie in hydrodynamischer Form.
Yon E. Madelung in Frankfurt a. M.

(Eingegangen am 25. Okteber 1926.)

Es wird gezeigt, dall man die Schridingersche Gleichung des Einelektronen-
problems in die Form der hydrodynamischen Gleichungen transformieren kann.

‘Nach E. Schrdinger?) wird die Quantentheorie des Einelektronen-

problems beherrscht von der ,Amplitudengleichung*:

8xtm f;;gﬂ;Et
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Hierin bedeutet W die Energie des Systems, U die potentielle Energie
als Funktion des Ortes des Elektrons, m dessen Masse. Man suche eine
Losung, die iiberall endlich und stetig ist. Das ist nur fiir gewisse Werte
von W mbglich. Diese ,Eigenwerte* W, sollen dann die Energien sein,
die das System in seinen ,Quantenzustinden“ besitzt. Sie sind bekannt-
lick spektroskopisch festzustellen. Der Vergleich zwischen Theorie und
‘Erfahrung spricht durchaus fiir die Brauchbarkeit der hiermit festgelegten

Rechenmethode.

Zu jedem Eigenwert gehrt eine ,Eigenlosung®, welche normiert
, 14

und mit dem Zeittaktor eﬁﬂﬂ?tversehen sein soll und nach Schrédinger
das, was im System vorgeht, darstellt. Schriodinger gibt Ansitze zu
einer Deutung, die im Prinzip mit der im folgenden gegebenen iiberein-
stimmt. Ich werde diese Deutung weiterfithren und zeigen, dal weit-
gehende Analogien zur Hydrodynamik bestehen.

Eine zweite, auch von Schrédinger aufgestellte (Gleichung 1ist aus

(1) durch Elimination von W zu erhalten unter Einbeziehung des Zeit-

faktors:

8 4 0
Ap—"Tg T —i =2 d’f:o. 2)

ie enthilt als Losungen die der ersten Gleichung, aber im Gegensatz zu
ihr auch alle linearen Kombinationen der letzteren. Das 1st sehr wesent-
lich. Setzt man namlich 9 = e ¢!, so wird bei (1) nur g als linear
von ¢ abhingig betrachtet, wihrend bei (2) sowohl o wie f§ zeitlich ver-
inderlich sein konnen.

— i

1) E. Schrodinger, Ann. d. Phys. 79, 361, 489; 80, 437; 81, 109, 1926.
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Mit ¢ — e eff wird aus (2):
8 am dmm Of

A o — o (grad §)? — 3 U+ . aa_o (3)
und
4 om0
oo 4B+ 2 (grad o grad f) — im 0{::0' (4)
: h |
A 4) tolegt t — ﬁ .
us (4) rolgt mit ¢ 5w m
2
div (e grad ¢) I a;; = . (4)

(4"} hat den Charakter einer hydrodynamischen Kontinuitdtsgleichung,
wenn man ¢? als eine Dichte und ¢ als Geschwindigkeitspotential einer
Stromung 1 — grad @ ansieht.

(3) ergibt hiermt:

dop | 1 s U do h
or Tz Emler Ty
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Auch diese Gleichung entspricht genau einer hydrodynamischen, ndmlich
der einer wirbelfreien Strémung unter der Wirkung von konservativen
Kriften ).

Bildung des Gradienten ergibt wegen rotu — 0:

du 1 du  gradU Ao

i il 8 — O — — ¥ _ rr
37 + 5 grad 7 ~ - grad — 8 (3")

%‘ranci U entspricht der Grﬁﬁeg(Dichte der Kraft: Dichte der Masse),
9
do._h der Grofe — @, die man als Kriftefunktion der ,inneren*
0. 8x? m? 0

Kriafte des Kontinuums bezeichnen kann.

Wir seben also, daB die Gleichung (2) vollstindig hydrodynamisch
umzudeuten ist, und daB eine Besonderheit nur in dem einen Gliede aui-
tritt, das den inneren Mechanismus des Kontinuums darstellt.

Im Falle der Gleichung (1) WirdQ_E — 0 und @ — -—-—W—{
ot ot m
Die Eigenlosungen von (1) liefern daher trotz des Zeitfaktors das Bild
einer stationiren Stromung. Quantenzustinde sind bei dieser Deutung
als stationire Stromungszustinde zu betrachten, im Falle grad § = O

sogar als statische Gebilde.

1) Vgl. 2. B. Weber und Gans, Repertorium d. Physik I, 1, 8. 304.
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Die Losungen der allgemeineren Gleichung (2) sind nun leicht zu
gewinnen als lineare Kombinationen der Eigenlosungen. Setzen wir als
Beispiel: ¢ = «.e'f — 9, + 9, = ¢, &, €F1 4 ¢, 05 €%2, wo P, und 9,

. . @'29:"—,- £
Eigenlosungen von (1) seien, die die Zeitfaktoren ¢ " ‘enthalten, dann

wird :

) o = clad + c o + 2¢ ¢yt 05 c0 (B, — f)
un

o’grad § — ci oy grad B, + c3 o grad f, + ¢, 82 o, o, grad (B, + B,) cos (B, — B,),
juﬁd V= cfjafd V 4 cgjmg av,

d. h. sowohl  Dichte® wie ,Stromstirke enthalten ein zeitlich mit

y =— W 7 W periodisches Glied. Die ,Gesamtmenge“ bleibt aber
a -
konstant.
Im Falle der stationdren Stromung findet man aus (3'):

. m . Ao h® X
W= E(gmd"’) TV 8w (%)
wofiir man auch schreiben kann, indem man setzt: o® — ¢, 6 m — g,

entsprechend der Normierung {gd ¥V = 1:

0 2. 5. V3 &

@ 21 s17 —Va. . 5’
Tl_jdV{Qu +eU—Vo.4 anﬂm} (5)

Diese Form der Energie als Volumenintegral iiber kinetische und poten-
tielle Energiedichte ist unmittelbar anschaulich. |

Es ist kein Grund ersichtlich, warum diese Form, die man auch als

A Jp

—_ > S

W — 5 jd Ve 37

schreiben kann, nicht auch fiir den Fall der nichtstationdren Stromung

d W
di

leicht unter Beachtung der Orthogonalitit der Eigenltsungen.

| Es interessiert nun die Frage: Enthalten die Gleichungen (3"), (4)
und (8') schon alle geschilderten Besonderheiten, insbesondere::

gelten soll. DaB der Erhaltungssatz — O erfiillt ist, bestidtigt man

1. die diskrete Existenz stationdrer Stromungszustdnde mit den

.r-

Energien W,

9. die Tatsache, daB alle nichtstationdiren Zustédnde nur Periodi-

W; — Wi

7 besitzen ?

zititen der Form v;; —
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Offenbar folgt (2) eindeutig aus (3") und (4'), andererseits (1) hier-
aus mit (6'). Die hydrodynamischen Gleichungen sind also gleichwertig
mit denen von Schrédinger und liefern alles, was jene geben, d. h. sie
sind hinreichend, um die wesentlichen Momente der Quantentheorie der
Atome modellmifig darzustellen. |

Erscheint somit das vorliegenﬂe Quantenproblem durch eine Hydro-
dynamik der kontinuierlich verteilten Elektrizitit mit emer der Ladungs-
dichte proportionalen Massendichte geléist, so bleibt doch eine Reihe
von Schwierigkeiten bestehen. Einerseits ist die Massendichte mnicht von
der Art, wie man sie aus der Elektrodynamik erwarten wiirde, anderer-
seits sollte man erwarten, dafl die Riickwirkung der Teile des Elektrons

_ )2
8x®m

aufeinander, die durch das Glied Vo 4 VB dargestellt wird, nicht

nur von der Dichte am Platz und deren Ableitungen abhinge, sondern
auch von der Gesamtverteilung der Ladung. Ob diese beiden Erwartungen
durch eine rein mathematische Umformung zu beifriedigen sind, habe ich
nicht feststellen kdnnen.

Wie ist nun das Mehrelektronenproblem zu behandeln? Schro-
dinger gibt keine ganz bestimmte Form. Er fordert nur, daf die kine-

tische Energie so zu berechnen ist, wie bei einer Darstellung der Be-
9
wegung 1m Phasenraum, d. h. man mul setzen: 71 — 2 m, ol als
;

2

Summe iiber die kinetischen Energien der einzelnen Elektronen, als wenn
sie alle unabhiingig nebeneinander existierten und nicht efwa ein einziges
Stromungsfeld bildeten. |

In der Tat ist dies eine naheliegende Moglichkeit. Wir haben uns
wohl nur zwischen folgenden Alternativen zu entscheiden:

a) FlieBen mehrere Elektronen zu eimnem griferen Gebilde zusammen ?

b) Schlieffen sie sich aus und gehen sie mit gewissen Rand-
bedingungen ineinander fiber?

¢) Durchdringen sie sich ohne Verschmelzung?

Mir erscheint ¢) am wahrscheinlichsten. a) wiirde auf dieselben
Losungen fiihren wie das Einelektronenproblem, nur mit verénderter Nor-
mierung, was offensichtlich zu falschem Resultat fithrt. b) ist in Hinsicht
auf ,eintauchende Bahnen“ unwahrscheinlich, aber denkbar.

Nach c¢) wiirden mehrere Vektoren in jedem Punkte des Raumes
definiert werden miissen, sowie zugehorige Geschwindigkeitspotentiale.
Das Kontinuum hitte dann die anschauliche Qualitiit eines Schwarmes,
dessen Teile eine unendliche ifreie Weglinge besitzen.
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Welche Form dann der Funktion U, soweit sie die Wechselwirkung
der Elektronen anfeinander darstellt, sowie dem ,Quantenglied® der
Gleichung (3') zu geben ist, kann erst aus der erfolgreichen Berechnung

mindestens eines Falles entschieden werden. |

Es besteht somit Aussicht, auf dieser Basis die Quantentheor%e de.r
Atome zu erledigen. Die Ausstrahlungsvorginge werden a,.ber luem.ut
nur teilweise beherrscht. Zwar erscheint es erklart, daf ein A‘ten:t. im
Quantenzpstand nicht strahlt, und auch die Ausstrahlung der nf:htlgen
Frequenzen ist richtig dargeste]lt, und zwa:r ohne. ,,SP‘IEl-ﬂg“’ v1e1n£1ehr
beim langsamen Ubergang im Zustand der Nlchtst?,twnar{tat; aber vieles
andere, wie z. B. die Tatsache der Quantenabsorption, blez‘bt ganz unklar.
Ich halte es fiir verfritht, hieriiber Spekulationen mitzuteilen.

zu unserer Arbeit?).
Von K, F, Herzfeld in Baltimore und A.' Hettich in Miinchen.
(Eingegangen am 29. Oktober 1926.)

Die rechte und linke Gruppe der Hexakisoktaederflichen sind stereochemisch

- verschieden, eine Differénzierung derselben durch einen optisch-aktiven Stoff daher

moglich. Die Feststellung Valetons, dafl unsere Versuche, vom Standpunk“te' der

- bisherigen Symmetriebeurteilung aus gesehen, fir die Holoedrie des Sylvins in

keiner Weise sprechen wiirden, ist an sich richtig. Doch wird von uns gerade
die Berechtigung eines solchen Stan dpunktes in Frage gestellt.

| In einer vor kurzem in dieser Zeitschrift erschienenen Kritik 2)
beruft sich J. J. P. Valeton auf das bisher iibliche, stets auf die niedere

Symmetrie schlieBende Verfahren der kristallographischen Symmetrie-
“beurteilung und kommt so zu der — vom Standpunkte.dieses Prinzips
‘aus richtigen — Folgerung, daB aus dem unter besonderen Bedingungen

erhaltenen holoedrischen Atzbild nicht ohne weiteres auf ejne holoedrische
Totalsymmetrie des Kaliumchlorids geschlossen werden darf. Dariiber

hinaus sei es nach Valeton aber auch unmégheh, die von uns zur Er-

klirung herangezogene Idee eines Fremdeinflusses bei niherer Priifung
anirechtzuerhalten. Deun man miifte notwendig folgende Annahme
machen: Von den 48 Fliichen des Hexakisoktaeders, die an sich physikalisch

identisch sind, entarten unter dem Einfluf des optisch-aktiven Fremd-

stoifes 24 zu dem einen (2. B. linken) und 24 zu dem andern (rechten)

davon physikalisch verschiedenen Pentagonikositetraeder. 5

~ Diese beiden von Valeton erhobenen Einwinde finden sich in der

nunmehr verdifentlichten ausfiihrlichen Arbeit °) vorweggenommen; doch

méchten wir trotzdem hier auf dieselben besonders antworten. Wir be-
ginnen mit dem tiefer einschneidenden, zweiten Einwande.

L
Der zweite Einwand Valetons betont, in vollkommener Uberein-

stimmung mit unserer A uffassung *), als Grundvoraussetzung unseres ganzen
Deutungsversuches die — scheinbar unsinnige — Annahme, es miisse sich

) Z8. f. Phys. 38, 1—7, 1926.
%) J.J. P.Valeton, ZS. f. Phys. 39, 69-—74, 1926. -
- 8) Uber die duflere scheinbare Unsymmetrie der Alkalihalogenide, A. Hettich,
Dissertation Miinchen 1926, ZS. I. Krist. 64, 265—295, 19286. |
- 4) Wir hatten mehrfach Anlall, uns auf die Arbeiten von Valeton, ZS. f. Krist.
99, 185, 1923 und 60, 1, 1924, zu heziehen.
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