
ЛКУСТИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ БОЛЬШОЙ АМПЛИТУДЫ [80] 
1. Введение 

Как известно, диффер енциальные ур авнения аэродинамики 
не линейны , и решение их в общей форм е  пр едставляет 
.шачительные математические трудности . Однако в прим е 
нении к акустике обыкновенно упрощают эти уравнения ,  
откидывая в них члены, в которых м ножителями являются 
малые величины в степенях выше первой. 

Это называется лuнеарuзuроваmь уравнения , т. е. сде
лать их линейными и, т;шим обр азом . более  доступными 
решению. Можно сказать, '1то по' IТИ вся  теоретическая аку
стика основана на таких JJИllеариаИРОRаllllЫХ уравнениях 
(акустика первой степени) . и ТОЛl.ко 11 редких случ аях при
бегают к поправкам. приме l l ШI к OCllOlIlIblM дифференциаль
IIЫМ уравнениям способ послсдоватеJJltlщх IIриближениЙ. 

Впрочем , Риман (1 859) ПОI<а:Jал, '11'0 в Ilel<OTOpblX СЛУ'Iаях 
можно провести интегрироваllие уравнеllИИ акус тики и в точ
ной форм е. 

Положим, что мы, прим енив способ Римана, нашли для 
какой-либо величины S зависимость ее от другой величины s 
в виде 

s = /(s). 
Если величина s сама по себе сравнительно мала, то МЫ 
можем разложить найденное решение в виде 

S = ао+ a\s+ a2s?' + aas3 + ... , 

а при вычислеllИЯХ принимать во ВllИманис только те члены 
этого ряда. которые  имеют ДJJИ нас пер"остепеllllOе значе
ние, Так, наприм ер, если веЛИ'lИна S настолько мала, ЧТQ 
I!ы�I.uиьfцц стеП�flЯМИ ее t.!Q)�HO преl'!еqречь по �paBH�HI:IIQ 



168 ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ РАБОТЫ 

с первой степенью, то мы можем при расчете ограничиться 

фQРМУЛОЙ 
Sl=aO+a1s. 

Но эта формула будет представлять собой именно то реше
ние, которое мы мог ли получить непосредственно из  линеа
ризированного уравнения. 

Если же мы будем рассчитывать по формуле 

S2 = аО + а18 + a2s\l, 

то получим результат, который мы могли получить из ли
неаризированного уравнения с прибавлением к нему второго 
приближения, и т. д. 

Конечно, точное решение с математической точки зрения 
всегда предпочтительнее, и мы применим способ Римана 
к проходящим волнам. Однако в применении к стоячим вол
нам способ Римана оказывается слишком сложным и недо
статочно наглядным с физической точки зрения; а так как 
в применениях все равно приходится довольствоваться при
ближениями, то я применил способ последовательных при
ближений, но не к основному уравнению, как это обычно 
делается, а к промежуточной ступени расчета, к так на
зываемым харак-mерисmик-ам основных дифференциальных 
уравнений. Этот способ обладает физической наглядностью 
и может быть с успехом применяем и в других отделах 
теоретической физики. 

2. Адиабата 

Прежде чем перейти к самим уравнениям, нам необхо
димо условиться относительно свойств среды, в которой рас
пространяются рассматриваем ые нами акустические волны. 
Мы будем предполагать воздух однородной плотности ро. 
которая при прохождении волн несколько изменяется и при
нимает в разных местах и в разное время различные зна
чения р; точно T�K же и давление Ро может изменяться в р; 
эти изменения мы примем адиабатическими, применяя закон 
Пуассона 

Р (p)k 
Ро. =""р"; • 
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Здесь k есть отношение теплоемкости газа при постоян

IЮМ давлении к теплоемкости при постоянном объеме. 

Ilрименение закона адиабаты к акустическим волнам под

IlIl'рждается непосредственными опытами tJад скоростью 
распространения звука и объясняется тем, что при быстрых 

.tI{устических колебаниях и сравнительно небольших амили

I у дах теплота сжатия газа не успевает распространяться 

Il'ПЛОПРОВОДНОСТЬЮ. 
для дальнейшего нам удобно будет ввести величину 

(1 ГlIосительного сжатия: 

s = Р - Ро, Р = РО (l + s). 
РО 

Ilри этом закон Пуассона напишется так: 

11звестно, что скорость распространения звука определяется 

формулой 

c=V�� , 
11, следовательно, при адиабаТИ'IССI<ОМ сжатии мы получим [81]: 

k-l 
С = ' r Pok • (..L)-2 _ 

V РО Ро 

[ k - 1 k -- 1 k -:3 S2 ] =СО 1+-2 -s+-2-·-2- 2 +··, . (1) 

Таким образом, для малых амплитуд относительного 

сжатия s (т. е. в первом приближении) мы можем приме

IIЯТЬ формулы: 

р = роС1 + ks), 

С = со = � r pok. V Ро 
Последняя из написаllllblХ формул была получена Лапла

СОМ и подтверждается на опыте: 

СО = V P;ok = 332 м/сек, (2) 
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между тем как формула Ньютона (для изотермического 
сжатия) 

СО = ' r Ро = 280 м/се" V Ро 
с опытом не согласуется. 

Нужно , однако, иметь в виду, что при больших ампли
тудах ни та, ни другая формулы не описывают наблюдаемые 
явления с достаточной точностью. 

3. Линеарнзнрование уравнений 

Мы будем изучать явления, происходящие в nлос"ой 
акустической волне, плоскость которой параллельна пло
скости координат OYZ и в которой вс е движения происходят 

параллельно оси -+- ох. Обозначим через и, р, р скорость 

движения, давление и плотность некоторого элемента объема 

1I00духа, находящегося в момент времени t в точке х. Для 

этого случая аэродинамика дает нам два уравнения Эйлера: 
уравцение импульсов 

да + и да = _ 1.. др = _2- dp � __ са � 
at дх р дх р dp дх - р дх ' 

уравнение непрерывности 

др др да 
Тt+U дх = - р Тх' 

Подставляя в эти уравнения формулы предыдущего пара
графа, получаем в пеРIIОМ приближении линеаризированные 
уравнения: 

да _ с2 as 
Тt-- о дх' 
as да Тt = -Гx' 

ПродиффереН,ЦИРОllав первое уравнение по t, а второе 

по х, мы легко можем исключить величину s и получаем 

,для и дифференциальное уравнение второго порядка 

д2а 2 д2а 
дtа = СО дх2' 
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реш ение которого хорошо известно еще со вр емен далам
бера: U=F1(t- �J+F2(t+ �J, 
г де F 1 И F 2 - функции ПРОИЗIЮЛЬНОГО вида; их можно вы
брать сообразно с другими условиями з адачи . Решение 
Даламбера пр едставляет собой яве волны, распространяю
щиеся вдоль оси -+- ох по ПрО1 ивоположным направлениям, 
но с одинаковыми скоростям и. 

4. Гармонические BOJIHbl 

Рассмотрим случай , когда в начале координат задано гар
моническое колебание вида 

"о= Asin � t, 

г де А - амплитуда и Т-период колебания. От этого коле
бания вдоль положительной оси + ОХ р аспространяются 
волны 

u = Asin 2; (t- �o). 
Это выражение есть не 'IТO иное, как первыА член реше

ния Даламбера. Обратимся опять к ур авнению непрерыв
ности, написав его для дашюгu случая в линеаризированном 
виде 

дs дu 
дf=- дх ' 

дu 
Подставляя сюда величину прощ�водной ОХ и интегрируя 

по t, получаем: S=�Siп�(t-�). 
СО Т СО 

А приняв во внимание выражение для и, мы видим, что 
между скоростью движения элем ента объема воздуха 11 его 
плотностью I1м еется соотнош ение 
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для проходящей волны, идущей вдоль отрицат ельной 

оси - ОХ, мы получим таким же образом соотношение 

и s = --. 
СО 

Подставляя эти соотношения в формулу для давления, полу

чаем соотношение м ежду давлением и скоростью 

р = ро ( 1 ::!:: k ;0)' 
5. Малые и большие амплитуды 

Спрашивается, в каких же случаях мы можем поль
зоваться лине ар изи ров анны ми уравнениями и формулами пер
вого порядка.  Для решения этого вопроса  мы должны обра
титься к опыту; опыт показывает, что при самых сильных 
звуках, употребляемых в музыке (фортиссимо), давление 
воздуха колеблется в пределах от 10 и до 50 бар 1). Следо
вательно, отношение избыточного давления р- ро воздуха 
к нормальному давлению ро в сильных звуках равно при
близительно [8\1] 

Р-Ро = от 10-5 до 5. 10-5 аm. 
Ро 

Формулы предыдущего параграфа показывают, что такого же 
порядка будут величина сжатия S и величина отношения 
скорости движения воздуха к скорости распространения 
звука: 

P-РО = k�' 
Ро Со ' 

и S = Cf}' 

Исходя из этого, условимся считать амплитуды малыми, 

если они дают отнuшения, меньшие, чем 

1) Один бар равняется давлению в одну дину на квадратный 
сантиметр, или ПРJlмерно о�ной МИJlЛИОIIНОЙ норма дьной атмосферы: 
10-,8 "т. 
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Эту величину мы бу дем называть величино!;! п е р  в о г о 
порядка малости. В таком случае величина 

будет представлять собо!;! величину в т о р о r о порядка. 
Если п роизводимы!;! нами опыт или наблюдение не обладает 
точностью 1 0-4, то веЛИ'IИIIЗМИ IITupOfO порядка малости 
можно пренебречь по сраllllСIIИЮ с величинами первого по
рядка; это и делается 06Ы'IIIO 11 тс оретической акустике. 
Далее, величина 

будет при нашем условии представлять собо!;! величину 
т р е т ь его порядка и т. д. 

Но, С друго!;! стороны, опыт показывает, что чувстви
тельность нашего уха ограничена и что колебания давлений. 
меньшие, чем 10-11 аm, совсем не воспринимаются нашим 
слухом. 

На основании этих данных мы можем сказать, что в тео
рии большинства акустических явлени!;! мы можем ограни
читься первым приближением, т. е. применять линеаризи
рованные уравнения. Однако в некоторых случ аях и явления 
второго порядка будут слышимы, так как все же 

Но явления, обусловливаемые амплитудами третьего порядка 
малости, не только не будут слышимы (10-12 < 10-9). но 
будут даже за пределами чувствительности самых чувстви
тельных современных акустических при60РОВ. 

Однако п ри лабораторных опытах мы можем произвести 
колебания, которые имеют амплитуду в 100 и даже 
в 1 000 раз б6льшую. Но такие сильные звуки делаются 
уже невыносимыми и могут быть даже опасными для нашего 
слуха. Наконец, при взрывах образуются так называемые 
ударные волны. которые к акустике в ее более т есном 
смысле уже не относятся и могут иметь амплитуды еще 
б6льшие, но мы их здесь рассматривать не будем .. 
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6. Проходящая волна большой амплитуды 

Формулы для проходящей акустической волны большой 
амплитуды были даны сначала Пуассоном (1 808), затем 
Ирншоу (1859), но общее решение уравнений как для про
ходящих, так и для стоячих волн было впервые дано Рима
ном (1859). Способ интегрирования Римана получил в настоя
щее время большое значение не только для акустических 
волн одного измерения, но вообще для теории уравнений 
с частными производными. 

Мы должны опустить здесь математические выкладки, 
но постараемся представить результаты в наиболее нагляд
ной (для физика) форме. 

Нам необходимо знать, во-первых, скорость распростра
нения проходящих волн большой амплитуды и, во-вторых, 
соотношение между скоростью распространения и скоростью 
движения и. Оба эти соотношения мы можем получить, 
исходя из следующих (схематических) соображений. 

Мы уже сказали (§ 2), что скорость распространения 
волн в спокойном воздухе определяется формулой 

c=V1r · 
Но во время прохождения волны воздух уже не спокоен, 
и его части имеют различные скорости движения; отсюда 
следует, ЧТО скорость распространения звука относительно 
н е п о Д в и ж н о г о пространства нужно принять равной 

Ct=C+u. 
для волн, распространяющихся в противоположном на· 

правлении (по - ОХ), мы будем иметь скорость 

С2=С-и. 
Далее представим себе, что в воздухе уже р�аспростра

няется звуковая волна и что в некоторой ее точке мы имеем 
скорость элементарного объема воздуха u и плотность р. 
На эту волну мы мысленно наложим еще добавочную волну 
очень малой амплитуды du и соответственно добавочной 
плотности dp. Мы уже знаем, что для волн малых амплитуд, 
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распространяющихся ВДОЛЬ оси + ОХ, имеется соотноше
ние (§ 4) 

и-с ,' - с Р - Ро 
- 0-' - '0 --- · Ро 

Для нашей добавочной ВОЛlIЫ это соотношение превратится в 

du =-= c!!t. р 

Но если рассматриваемая lIами T{:J!CPI, ВОЛJlа большой ампли
туды целиком ,  все ми своими частями, распространяется 
только по напр авлению + ОХ, то написанное соотношение 
должно сохраняться и для всех частей волны. Поэтому, 
интегрируя это соотношение ,  мы получаем для Ц е л о й 
волны большоlt амплитуды соотношение 

р k-1 k-l 
U = J' с (.1...)-2 � = 2Со I(L)-2 -1]. (3) О Ро Р k-l l Ро 

ро 

Сравнивая полученный результат с формулой для скорости с, 
мы получаем чрезвычайно простое соотношение [831 

откуда 

2 и= k-l (с-со). 

С k -l ' = Со+-2 - и. 

Теперь мы можем выразить скорость распространенlПf вumr 
большой амплитуды следующими формулами: 

для волны , идущей по положительному направлению, 

для волны, идущей по противоположному направлению , 

С k -3 2=C-U=Со+ -2 - U. 
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Итак, для гармонической волны большой амплитуды, 
распространяющейся вдоль + ОХ. мы имеем следующие 

ф

ормулы 

[

3

4

]

: 

и = А sin 2; (t - : + 1 ) . 
Со + -2- и 

2 
Р ( k - 1 

_
и )k- 1 То= 1+s= 1+-2 - СО 

н закон адиабаты [35] 

Jo = ( :Jk =(�Y�l. 
Все эти формулы вполне точны. в чем можно убедиться

� подставив их в основные уравнения аэродинамики, и в сле
дующих параграфах мы займемся р ассмотрением, какие 
явления можно ожидать в проходящих волнах большой ампли
туды, и чем эти волны отличаются от акустических волн, 
обычно рас:матриваемых в акустике п е р в о г о приближения. 

7. Деформация волн 

Формула для скорости распространения волны: 

C1=Co+k 1 1 и 

показывает нам , что величина этой скорости для различных 
частей волны неодинакова . Только нулевые точки волны, где 
и = О, распространяются с норм альной скоростью по фор 
муле Лапласа: 

С _ypok 
0- -. Ро 

В тех местах, где скорость и положительна,  т .  е. напра
влена в сторону распространения волны,  там скорость рас
пространения больше СО' и наоборот, там , где скорость 
и < О, скорость распространения С < Со. Но если различ
ные части волны имеют различную скорость, то волна по 
мере своего движения вперед должна изменять свою форму; 
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если в начале , у самого источника волн, колебания и волна 
имели форму синусооБР:1ЗIIУЮ, ТО В некотор ом расстоянии х 
от этого источника 3'1'UI'0 уж� lIe будет. Волна будет де
формироваться. 

Для того чтобы ПРОСJl�ЩI'I'(, эту дефор м ацию н аиболе е  
наглядно, м ы  м ожем примсниТl, слсдующий гр афич еский спо
соб . Нарисуем на координа'llюfl IIЛОСI(()СТИ ОХи р аспределе
ние скоростей и в рассма l'РИВ:ll'мо!1 ВОЛIIС в виде синусоиды 
(рис. 1 )  дадим МЫСЛСНIЮ IJС�И IIOJI11C JlIIИЖ�l!ие в обратную 

�-------------�-----------��X 

Рис. 1. Деформация волны, 

сторону со скоростью Со; тог да все I IY JlС lJ1.le ТО·1КИ ВОЛНЫ 
(где Сз. = Со) будут СТОЯТЬ на мссте, а други� точки будут 
иметь о т н о с и т е л ь 11 О е движеllИС со СI<ОРОСТЬЮ 

k+l -2 - и . 

Эта относительная скорость оказывается пропорциональной а; 
мы можем поэтому получить деформированную волну, ПРDИ3-
водя чистый сдвиг (ер . теорию упругости) верхних частей 
волны вправо , а нижних влево относительно нулевой линии, 
остающейся в покое.  Величина этого сдвига (который ведь 
происходит с равномерной СI<ОРОСТЬЮ) будет тем большая, 
чем болршее расстояние х волна прошла за р ассматриваемое 
время. Таким  образом, мы получим последовательно формы 
волны (р аспр еделение скоростей) , изображенные на рис. 1 
в виде кривых Оа1О1а2О2, ОЬ1О1Ь2О2 и Т. д. 

12 3ак 1233. А А ЭАхенваль.ц 
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8. Абсорбция волн 

С матемаТИ'lеской ТО'lКИ зрения деформация волны, ука
занная в предыдущем параграфе, влечет за собой некоторое 
затруднение, на которое было указано Стоксом (1848). Дей
ствительно, если волна будет прогрессировать все дальше 
и дальше и одновременно с этим будет деформироваться 
в указанном смысле, то наступит такой момент, когда поло
жительные части волны опередят нулевую TO'lKY, а отрица
тельные части волны отстанут от нее, и мы ПОЛУ'lИМ на 
'1ертеже S-образную кривую, в которой одной и той же абс
циссе (например, 01) будут соответствовать три раЗЛИ'lные 
ординаты (см. кривую Ос1О1с2О2). Это озна'lало бы, '1ТО 
в одной И той же TO'lKe MI.I имеем три раЗЛИ'lные скорости 
движения и - РСЗУЛl>тат. КОТОРЫЙ IIС имсет никакого физи
'1еского смысла. 

Подобное ЯВЛСllие возможно для (проДольно-попере'lНЫХ) 
волн, р аспространяющихся на поверхности воды, и действи
тельно наблюдается в прибое морских волн к берегу, когда 
вершины волн, забегая вперед, заКРУ'lиваются и образуют 
пенистые водовороты. Получается нечто похожее на наш 
рис. 1 (кривая Ос1О1с2О2). 

Но '1то же может происходить в таких СЛУ'lаях в аку
стических ('1исто продольных) волнах? 

Все дело в том, что наши исходные уравнения не полны, 
в них не принят во внимание целый ряд обстоятельств, 
имеющих место в действительности, а именно: внутреннее 
1 рение воздуха ,  явление теплопроводности, диффузия, обра
зование вихрей и Т. п. Все эти явления служат ПРИ'lиной 
рассеяния энергии волн и обнаруживаются в явлении погло
щения (а б с о Р б н и и) ВОЛII. !3ЛИНIIИС трения и теплопровод
ности можно ввести в линсаРИЗИРОllаllllЫС уравнения (Стокс, 
Гельмгольц, Кирхгоф), ПРИ'lем в результате получается 
уменьшение амплитуды волн по закону 

e-rx, 
где КОЭффициент

' r оказывается пропорциональным к в а Д -
р а т у часто1'Ы колебаний. Следовательно, высокие звуки 
должны пог лощаться гораздо сильнее низких звуков, что и 
подтверждается на опыте. 
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Однако опыты Н. Неклепасва (191 1), произведенные в ла

боратории П. Н. Лебедева в Москве, пока<Sали ,  что акусти
ческие волны длиной в 2,5 и 0,8 мм, т. е. волны очень 
больших частот в 130 тыс. и до 400 тыс. колебаний в се
кунду, пог лощаются в BOJJLY хс гораздо сильнее, чем того 
требует теория. Пирс (1925) 1l0дтnердил результат Некле
паева; по мнению Пирса, э I'y :llIOМЗЛЫ1УЮ абсорбцию нужно 
приписать присуТСТRИЮ в BOJJtyXC УI'JIСКИСЛОТЫ, И он показал, 
что углекислота деЙСТВИТСЛ1,IЮ силыю поглощает короткие 
акустические волны. Но ВСС1,ма ВО,JМОЖIЮ, ,)то волны Некле
паева нужно причислить к IЮJIШIМ uольшоА амплитуды, для 
которых линеар изированные уравнения даже с прибавлением 
трения и теплопроводности оказались недостаточными . Если 
же мы введем все эти факторы в более точные уравнения 
аэродинамики, то их сложность увеличится настолько, что и 

способ Римана нам мало поможет.  
Постараемся , однако, уяснить себе и без детальных 

расчетов, что происходит в волнах боль.шоЙ аМilЛИТУДЫ. 

Мы уже выяснили, что волна при своем движении впер ед 
должна деформироваться , причем пер едняя сторона ее по
ложительной части (uколо точки О .. рис. 1) будет деliaТЬСЯ 
все круче и круч е ; от этого элементы объема воздуха 
с большими р азностями давлений и температур будут рас
полагаться все ближе и ближс друг к др угу, и влияние 

теплопроводности должно УСИЛИ'IЪСН, В том же направлении 

будет влиять и диффузия, llС 101l0РЯ уЖС О том, что закон 
адиабаты потеряет свою силу. Кромс того, ШJлеllие тепло
проводности и диффузии будет с г л а ж и в а т ь эти разности, 
и крутизна волны должна будет уменьшиться. Мы имеем, 
таким образом, в волнах большой амплитуды две причины, 

действующие одновременно в противоположных направлениях: 
с ОДНОй стороны , различие в скоростях р аспространения 
отдельных частей волны увеличивает крутизну ее переднего 
спуска, а с другой стороны, эта крутизна сглаживается 
теплопроводностью. Когда обе эти причины окажутся в равно
весии, то крутизна кривой достигнет своего максимального 
значения , а при дальнейшем движении волны она даже начнеl' 
уменьшаться. Таким образом , та многозначность функции и, 
к которой приводит неполная теория, в действительности 
устраняется сама собой. 

12-1< 
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Мы уже сказали, '110 диффер енци альные уравнения та
кой р асширенной теории делаются чрезвычайно сложными; 
тем не м енее Беккеру (1921 )  удалось выяснить, в каком 
виде получается волна,  когда крутизна ее достигла край
них пределов. Оказывается, что эта м аксимальная крутизна 
волны при обычных условиях опыта получается настолько 
значительной, что ее можно уже принять за прерывность; 
другими словами, касательную в точке 01 (рис. 1) можно 
принять вертикальной . Такие волны, в которых переход от 
положительных значений величин и, р, р к отрицательным 
происходит на ничтожной длине (прерывно), называются 
ударными волнами . Мы приходим, таким образом , к заклю
чению, что всякая волна , в том числе и волна с гармони
ческими колебаниями ,  какую мы обычно р ассматриваем в аку
стике ,  при своем движении впсред постепенно превращается 
в ударную волну. Риман, прсдвидя это, З8НЯЛСЯ ударным и 
волнами и дал их теорию , l<оторая была затем усовершен
ствована Гюгонио и другими учеными . Теория ударных волн 
получила в настоящее время значение и при объяснении р ас
пространения взрывов и детонации (см . А. Эй х е н в а л ь д, 
Теоретическая физика, ч. IV, гл . XV). 

9. Опыты Вотье 
Зависимость скорости распространения акустических волн 

(а в особенности ударных волн) от амплитуды была замечена 
уже давно (Реньо,  Тиндаль и др. ). Однако наиболее инте рес 
ными в этом отношении нужно признать опыты, произведенные 
недавно Вотье . Вотье воспользовался только что построенным 
и еще не заполненны\! водой водоводом в Лионе. Водовод 
имел диаметр 1 м и длину 1 БGО м. 13 одном l<онце этого 
водовода производились нсбоЛl,ШИС взрывы пороха и других 
взрывчатых веществ, а в неl{ОТОРОМ расстоянии от этого м еста 
в трубу водовода был вделан прибор, основ анный на инте р
ференции света и дозволявший регистрировать давление 
(плотность) возду�:а во время прохождения волны у этого при
бора. Хотя водовод имел длину всего Р/2 /СМ, однако много
кратные отражения волн от концов водовода позволяли реги
стрировать фо р м у  одной и той же волны несколько р аз и 
даже после того, как она прошла расстояние в 15 /см. Опыты 
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Вотье настолько поу чителыш, что я считаю полезным при
вести здесь одну из его многочисленных диаграмм (рис. 2). 
разработанных как им самим, так и его сотрудниками. 

Первая из кривых (рис. :2) представляет форму волны 
в самом начале ее ПОSlВЛСIlИН; IIрИ взрыве черного пороха 
получилось наибольшее JlarlJlСIIИС u 10 ат. Волну на чер-

Рис. 2. Опыты Вотье. 

теже нужно себе представлять идущей справа налево . Вто
рая кривая представляет ту же волну, но уже прошедшую 
расстояние в 3224 м. Здесь ясно видно, как волна дефор
мировалась: ее передняя (левая) часть стала гораздо круче. 
На следующем затем изображении мы видим, что кру тизна 
передней части волны увеличилась настолько, что волну 
можно считать ударной . 

Одновременно с деформацией волны происходила и ее 
абсорбция. На первых рисунках абсорбция обнаруживается 
1'QJlbKQ в общем уменьшении амплитуды, однако на четвертом 
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рисунке (после прохождения волной 6505 М) мы видим, 

'что И крутизна передней части уменьшилась и вообще 
абсорбция увеличена. 

Таким образом, все явление оказывается выясненным и 
в теории и на опыте. 

10. Переход гармонической волны в ударную 

Вернемся опять к нашим исходным уравнениям и опре
делим то расстояние Хm' на котором крутизна волны делается 
максимальной, т. е. для которого мы можем положить 

да 
дх = ОО. 

для большей наглядности мы предположим первоначаль
ную форму волны в виде гармонического колебания и на-
пишем: 

u = А sin ер = А sin 2; [ t - : + 1 ] . Со + -2- а 

Вычисляя щюизводную по Х этого выражения и приняв, 
конечно, во внимание, что величина u входит и под зна
ком sin, мы получаем: 

� [1 + А cos ер �т: k +21 х] = А cos ер 2т: . 
дх Т 2Со СО 

ДЛЯ того чтобы уклон линии был вертикален (�; = 00), 
необходимо прежде всего, чтобы cos ер был отрицателен; 
это означает, что lI'l а к с и м а л ь н у ю крутизну нужно ожи
дать в передней части волны (на рис. 1 в точке 01)' Ма
ксимум крутизны мы получим, положив 

cosep = -1 . [
1 

- А � k + 1 х ] = О. 
т 2с2 т о 

01сюда определяется: 
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Так, например, для звука свистка в 1000 колебаний 
iI в секунду (Т = 1 0-, высокое «до» сопрано) и при силе 

звука, соответствующей отношению 

�-10-3 
СО - , 

мы должны получить ударную волну на р асстоянии 
Хm = примерно 2 "оМ, 

если не принимать 110 внимание ЯIIЛСНИlI IlOглощеllИЯ. Этот 
результат близко подходит и к ОПI.I r:JM BOTI.e, хотя Вотье 
делал опыты не с гармоническими ВОЛII:JМИ. 

ИЗ этого (примерного) подсчета мы видим , что чем выше 
произведенный звук и чем больш е его амплитуда, тем скорее 
должна волна такого звука превращаться в ударную волну . 

11.  Изменение тембра звука 

Изменение формы волны с музыкально-акустической точки 
зрения эквивалентно и з м е н е н и ю т е м б р а звука . Пока
жем, действительно, что в чисто гармонической волне 

и = А sin � [t - : + 1 ] 
Со+-2-U 

прежде всего ясно обнаруживается о к т а в а. Для этого мы 
разложим это выражение в ряд по восходящим степеням 

А 
отношения -С . Имея в видv в этом ряде остановиться на 

о • 
членах в т о р о г о порядка малости , мы можем под знаком 
синуса ограничиться членами первого порядка малости и на
писать: 

и = Asin 27t [t -�+X k+ 1 ..!!.....] = 
т СО 2 СО 

=ASin [cp+x �. kt1 . �J. 
При развертывании этой формулы, ограничиваясь вторым 

приближением, мы с удобством можем воспользоваться со
отношением 

sin (ер + а) = sin ер cos а + cos ер sin а, 
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положив в нем 

Тогда получим: 

COS Qt = 1, sin Qt = а .  

u=Asinff+x � kt1 (�J;.!sin 2ff' (4) 

При таком приближении мы действительно получили, 
кроме основного звука,  еще добавочный звук двойной частоты, 
т. е. октаву от основного звука. Амплитуда этой октавы 
пропорциональна  х и, следовательно ,  будет постепенно уве
личиваться по мере движения звуковой волны вперед. При 
дальнейшем развертывании ряда мы получили бы звуки трой
ной, ч етверной и т. д. частот. Вообще мы можем сказать, 
что при распространении звука тембр его изменяется. Музы
кант сказал бы, что чем дальше стоять от источника звука, 
тем звук кажется б е л е е. 

Появляющиеся при этом звуки высших частот нужно при
числить К так называемым комбинационным тонам. для того, 
чтобы это выступило яснее, мы предположим, что источник 
звука дает одновременно два простых тона: 

ий = А sin (mt) + В sin (nt). 
В плоской волне ,  исходящей из этого источника, мы получим: 

u = А sin т [t - : + 1 ] + В sin n [t - : + 1 ] . Со+-2-u C�+-2-U 

Здесь величина и, стоящая под знаками синусов , содержит 
в себе обе частоты колебаний т и n, а потому, разлагая 
это выражение в ряд, мы получим формулу вида 

и =  А sin ер+В siПф+ 

+ х [А1 sin 2ер +В1 sin 2ф +  С1 sin (ер + у) + С2 sin (ер -у)] ... , 
которая указывает нам на появление с у м м о в ы х и р а 3-
н о С т н ы х комбиwщионных волн . 

Полученная нами выше октава тоже представляет собой 
комбинационный суммовой тон по формуле 

2ер = ер+ ер. 
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Интересно определить, какова будет амплитуда этой 
появившейся октавы, когда волна достигнет своей макси
мальной крутизны . Для этого достаточно подставить в фор мулу {56]: 

А1 = х 2'1t • k + 1 (�)'A 
Т 4 СО 

величину х, полученную lIами R предыдущем параграфе: 

Мы получаем: 

Со СNТ 2 Х11l = jГ 2п k -1- 1 • 

1 А1•11I="2А. 

Как видим, октава может выр асти настолько, что ее амплитуда сделается равной половине амплитуды первоначального тона . Не нужно, однако , забывать, что все подобные расчеты далеко не точны и могут служить нам ТОЛЬКО для общей ориенти ровки в изучаемом нами явлении. 

12. Координаты Эйлера и Лагранжа 

Уравнения гидродинамики, как известно, можно представлять или в обычных координатах х ,  у,  z (как это здесь сделано в § 3), определяющих положение ТО'IКИ относительно н е n о д.в и Ж Н О Г О пространства (л о к а л ь н ы е координаты Эйлера), или же можно взять за независимые переменные те координаты а. Ь, С, которые рассм атриваемый нами элемент об"Ьема вещества занимал в н екотор ый определенный момент врем ени to (с у б с т а н Ц и а л ь н ы е, вещественные коорди наты Лагранжа) . Разница м ежду этими двумя координатами отражается и на самих формулах и на их толковании. Но для теоретической акустики п е р  в о г о порядка эта р азница н е  имеет значения. 
Положим, что мы имеем некоторую (вещественную) плоскость OYZ, например м ем брану телефона, колеблющуюся гармонически по направлению оси +- ОХ по закону 

А . 2'1t t иа,о= SlnT' 
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Смещение Этой мембраны будет выражаться формулой 

т 21t 
У 

O=-A-cos-t. а, 21t т 
От ЭТОй колеблющейся мембраны пойдут вдоль оси + О}{ 

акустические (продольные) волны, которые мы примем за 
плоские (как будто они распространяются внутри трубы, 
а не расходятся во все стороны). 

Формула для ПЛОСКОй волны в лагранжевых координатах 
получается совершенно аналогично, как и в эйлеровых ко
ординатах, только величина скорости распространения Са 
получается несколько иная, чем в координатах Эйлера, но 
сейчас это различие для нас не имеет значения, и мы можем 
даже написать формулу волны, как в первом приближении, 
положив С 1 = со: 

иа = А sin � (t - ;0)' 
Для отклонений колеблющихся точек от их положения 

равновесия мы имеем, следовательно, формулу 
У 

= - А.!:. cos 21t (t _!!....). а 21t т СО 
Если мы теперь пожелаем перейти от лагранжевых коор

динат к эйлеровым координатам, то ДОJlЖНЫ принять ВО вни
мание, что каждая из колеблющихся плоскостей в. волне, 
которая занимала во время to положение а, в некоторое дру
гое время t будет занимать ПOJ!Ожение х=а+У

а
' 

Подставляя полученную отсюда величину а в уравнение волны, 
мы получаем ее выражение в эйлеровых координатах 

u=Asin2; (t_X с/)· 
Развертывая это выражение в ряд и ограничиваясь вторыми 
степенями, мы получаем: 

А2 АЗ АЗ U = Asin rp-- cos9rp = Asin ер ---- cos 2cp. х Cq 2Со 2С9 
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Эта формула показы вает нам, что в каждой неподвижноJ;! 

точке пространства х колебания воздуха будут сопрово
ждаться октавой (и вообще комбинационными тонами), а между 
тем волновое движение самого воздуха .21t( а) uа= А SШу t-Co 

вполне симметри чно и содержит в себе ТОЛl,КО ОJ\ИН основ
ной тон периода Т. 

Это явление, ПОВИJ\ИМОМУ, II:lБЛIOJ\аЛОСI, МНОГИМИ экспери

ментаторами , как, например, ЛИlЩИI'ОМ (1903), I<ОТОРЫЙ тща
тельно исследовал появление октавы вблизи колеблющейся 
ножки камертона, между тем как сам камертон не дава л 
октавы . Линдиг назва л обнаруженные им звуки «асимметрич

ными тонами», объясняя их происхождение различием в дви

жении воздуха в полупериод, когда ножка камертона отте
сняет воздух и когда он снова возвращается на свое место. 
Но если принять во внимание , что Линдиг выслушивал 
звуки при помощи слуховой трубки, один конец которо й 
был вставлен в ухо , тогда как другой конец устанавливался 
вблизи к ол е б л ю щ е й с я ножки камертон а в различных 
н е п о Д в и ж н ы х точках пространства. то уже этого обстоя
тельства, по вышеизложенному. было бы достаточно для того, 
чтобы услыхать не только октаву, но и дуодециму (квинту 
от октавы , комбинационный тон т р е т ь е г о порядка), ко
лебания которой совершенно симметричны. Еще ранее Лин
дига Штумпф (1895) исследовал звуки большого камертона 
(100 колебаний в секунду) при очень больших амплитудах 
колебаний и мог слышать не только октаву, но и все кра т
ные колебания до че1 вертай октавы включительно. С точки 
зрения излагаемой теории это были звуки уже шестнадца
того порядка I Они имели, очевидно, совсем иное происхо
ждение . 

13. Средние величины 

При сравнении теории с опытом часто приходится опре
делять средние значения во времени различных величин. 
Для расчета этих средних нам будет удобнее иметь раз
./1Qжения в ряды, так как мы решили ограничиваться BTOPb!� 
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приближением (ер. § 6): 

P-РО=РО[;о + 3 4 k (�oY+ . . . ], 
р - ро = kpo [�: + k t 1 (�o У + .. . ] , 
{)-{)o=(k-l){}o [to+k 41 (�oY + .. ·]· 

Определяя средние величины во времени, нам придется, 
следовательно, вычислять значения интегралов: 

т т 
- 1 f ut= Т udt, -t 1 r и'}. = - u'J.dt. т. 

о о 

Так как мы рассматриваем ВОЛНУ гармонической формы , то 
второй ИЗ этих И!lтегралов, представляя среднее из к в а д
р а т о в гармонических колебаний, будет равен половине 
квадрата амплитуды А [87]: 

-t 1 и'}. --А'}. - 2 . 

Что же касается первого интеграла, то он будет иметь раз
личное значение, будем ли мы определять средние во вре
мени субстанциальные или локальные. В первом случае, 
т. е. по отношению к колебдющемуся воздуху, интеграл 

т 
u� = � J А sin 2; (t -;J dt = О, 

о 

так как колебания вполне симметричны. Между тем как, 
вычисляя интеграл в эйлеровых l<Оординатах, мы поду
чаем (см. § 12). 

т 
-t 1 r [ А2 ] АЗ 
Иа;= Т А sin<p-ссоs'J. <р dt=-2C ' 

• о о о 

так как функция скорости Иа; по отношению к .II0кальныM 
координатам несимметрична, 
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Приняв это замечание во внимание и ограничиваясь при 
расчетах величинами второго порядка малости, мы получаем 
средние значения во времени для всех трех интересующих 
нас величин, как это сопоставлено в нижеследующей таблице: 

I -- t 
Р-РР 

-- ! 
I Р-Ро 

--! &-30 I 

а = СОП�[ 

3-k (A)� +- -- Ро -8 СО 
+- k+l kPO(�Y 8 Со 

+ k+l (k-l)30 (...:!..У 8 Со 

I 
I 

х = const 

_ k+-l po(�Y 8 Со 
3- k (АУ - -- kpo -8 C� 

5-k (АУ --- (k-l)80 -8 СО 

Интересно обратить внимание на то, что значения сред
них величин по отношению к субстанциальным и по отно 
шeHию к локальным координатам ОТJIичаются друг от друга 
не только по величине, но также и по знаку : субстанциаль
ные средние вообще положительны, между тем как локаль
ные средние тех же вел ичин отрицательны. 

Если мы остановим свое внимание на с у б с 'г а н Ц и а л ь
н ы х величинах, то получим следу ющий результат. В зву
ковых волнах большой амплитуды среднее давление и средняя 
температура немного в ы  ш е нормального давления и нор
мальной температуры воздуха при отсутствии звука. Правда, 
разница эта незначительна и для сильных звуков имеет 
относительную величину всего 10-6 (одна миллионная) . Тем 
не менее, при современных экспериментальных средствах 
такие разницы температур доступны наблюдению и изме
рению. Более того, все полученные нами средние как 
для субстанциальных, так и для местных (эйлеровых) ко
ординат по величине своей того же порядка, как и то 
давление звука, которое наблюдали и измеряли не в про
ходящих, а в с т о я чих волнах Альтбер г, 3ернов и др. 
(см. ниже) . 
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1 4. Акуст ический ветер 

Вычислим поток воздуха , образующийся в акустической 

волне . Масса воздуха,  проходящая в каждую се кунду через 

квадратный сантиметр ,  поставленный перпендикулярно к на

правлению распространения волны, определится из фор мулы 

2 2 [ k - l U ] k- l их 
рих = ро их 1 + -2 - СО = Ро их + ро Со ' 

Если бы величина их колебалась с и м м е т р и ч н о относи

тельно неподвижной точки простр анства х ,  то мы получили бы: 

-е -2е 1 их = О , их = 2 А\!;  

средний во времени  поток воздуха  был бы равен 

- е А2 
рих = + Ро ХО ' 

Т . е .  получили бы о д н о с т о р о н н е е движение воздуха, 

которое м uжно было бы назвать «акустический ветер» .  Но 

мы уже видели в § 1 3 , ,что волны, исходящие от с и м м е 

т р и ч н о колеблющегося источника,  выр ажаются относительно 

эйлеровых координат несимметричной функцией и что 

нам нужно в написанной формуле положить: 

и;' = [А sin Ч' - �: COS ) qJ J = - 2-;;0 ' 

А в таком случае с редняя величина потока опр еделится по 

формуле 
-t А2 А2 
р их = - - РО 2{;; + Ро 2Со = О . 

Это означает,  что никакого акустического ветра не по

лучается ! 
Тем не м енее ,Гартман-Кем пф ( 1909) наблюдал акусти

ческий ветер ,  который получался от колеблющейся мембраны 

телефона . Мембрана приводилась в колебание перем енным 

током с частотой 600 колебаний в секунду.  При  этом по

лучался сильный односторонний поток воздуха по оси теле-
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фона в сторону раСПРОСТР :I I I СНИЯ волн ; однов р е м е dНО с этим 
получался и обратн [ ,[ 1t п о  гок возду х а ,  обходивший осевой 
поток со всех CTOPOf l и дос г а в л я в ш и й  новые количества 
воздуха к м ембране . Но 11 :1 'Э т о г о  опис ания м ы  уже види" ,  
что вблизи колеблющс f.lС !l M C M u p a l l bl образовался кольцевой 
вихрь , ось которого COB I 1 :lДa JJ a  с ОС l, Ю ,  норм альной к п л о 
скости мембраны . П ОДОU f l l .I С  в и х р "  M UI' Y T  образоваться толь
ко под действием 'l' р С I I И �I .  I СО  I о рос М [ .I В н а ш и х  исходных 
уравнениях не вводи л и .  Л I I : l J I О I I I ' I I I I .IС (!И хри обр азуются 
и при стояч и х НОЛ l l а х ;  0 1 1 1 1  (Н ,l JНl �ЩМ С ' I (,' I Ш  Двор жаком и 
объяснены теОР С Т И 'IС С КИ Р:)Jl С С М .  

1 5. Общая теория комбин ацион ных то нов 

Комбинационные тоны известны еще со вре м е н Зорге  
и Тартини ( 1 754), и теория их была дана Гельмгольцем 
( 1 856) . Тем не менее и до сих пор встр ечаются в литера
туре по этому поводу некоторые недоразумения,  которые 
надлежит устранить . а поэтому я позв о л я ю  себе о с т а новиться 
на этой теории н е с к олько п од р о бн е е . 

Мы видели уже на нескольки х  п р име р ах ,  ч т о  соотноше 
ние между р азличными акустическими в е л ичинами ч асто 
бывает н е л и н е й н о е. Поэтому ,  когда одн а из этих в е ли 
чин, например плотность р ,  колеблется гаР М ОI I И 'I ССКИ .  п ро 
изводя, напримср, два колебан и я с ч а с т о т а м и  

2'1t 2'1t т; = m . т; = n 

и колеблется по закону 

А sin mt + в sin nt, 

то в то же самое время некотор ая другая величина (напри
мер . давление р) будет выр ажаться формулой со степенями 

(А sin mt + B  sin nt-p.. 

Но подобные формулы соде ржат в с( б� п ро изведения вида 

С (si n mt)a (sin  nt)Q , 

где а и � суть uелые числа .  А эти п роизвсдения,  в свою 
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очередь, могут б ы ть п редставлены в виде г а р м оничес ких 
колебаний  с частотам и [ 88] 

'1 = а. m  -+- � n .  
Эти соображения л ежат в основе теории Г ельм гольца ; 1 ео
рия настолько гениальна, насколько она п роста . 

В ч астном случае , когда т = n или когда мы имеем де
ло с системой , дающей о д и н основной тон, мы получим 
комбинационные тоны с частотами 

Все эти высшие тоны имеют частоты, к р а т н ы е частоте ос
новного звука. Однако их не нужно смешивать с обычными 
г арм оническим и (тоже кратны м и) о б е р т о н а м и колеблю
щихся сист е м  (стру н а ,  тру б а  и т 1 1 ) .  Гармони ческие ,  а также 
и не г а р моничеСI<ие ( I IC I< p a 'l l IhI e )  обертон ы р азличных акусти
ческ и х  а п п аратов имеют совсе м  иное происхождение и не 
обусловлены нелинейностью соотнош ений . К сожалению,  
однако, т е р м ин «об е ртоны » часто применяется (в особенности 
в электротехнике) и к таким колебаниям ,  которые на самом 
деле представляют собой колебания к о м б и н а Ц и о н н ы е .  

Другое веСьма р аспростр аненное недоразумение заклю
чается в том , что ищут причины появления комбинацион
ных тонов в а с и м м е т р и и систем ы  (с р .  § 1 2) .  Повод 
к этому дал сам Гельмгольц, применив свою теорию к об
р азованию комбинационных тонов в барабанной перепонке 
нашего уха; барабанная перепонка действительно асимме
трична .  Однако Гельмгольц не хотел этим сказать , что ком
бинационные тоны возни кают т о л ь к о в асимметричных 
системах .  Согласно приведенным зде с ь  соображениям мы 
можем сказ а т ь ,  Ч го В С С  l<о м Б И l l аЦИОll l lые  тоны ч е т н о й  
степени ас и м м етричны , как ,  н а при м ер,  

(A sin nt)\! = � А2 - � А2 cos 2nt; 

но наряду с этим I;(меются комбинационные тоны н е ч е т н о й 
степени (или порядка) , которые совершенно с имметри чны.  

Важна не асимметрия , а н е л и н е й н о с т ь соотношений . 
Иное дело мы  имеем при вычислении и наблюдении 

с р е Д н и х величин: здесь асимметрия играет главную роль. 
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При втором п р иближении,  на котором Мы остановились,  
средние значения опредеЛЯЛИСh вто рыми с т е п е н я м и м а лых 
величин; но, строго г ог о) я ,  9ТИ с р едние в е ЛIfЧИНЫ, как, 
например, обнаруженное O I ll,I T ,) M  давл е ние звука,  опреде· 
ля юте я не одни м и  tJле l l а м и  II TopoA степени , а с у м м о й  
всех членов ч е т н о й с т е п е l l И  С О О 'Г lI с тству ю щего в ы р ажени я .  

1 6. ОТtlошеl\ и е  к музыке 
в "eOpltli М У З I ,lкаЛЫI I .l Х ДИССОШ\II СОi! Г е Л h м rольца и г р а  .. 

ЮТ больш ую роль т а к  н а з ы в а С М I ,l с  б и с 1 1  И il двух блиэких 
друг к другу звуков . Если таки е два з в ука поп�дут н а  н е 
линейную систему,  то м Ы  ПОЛУ ЧliМ , кр ом е них, еще р аз
ностный (очень низкий) звук и суммовой (бли зкий к окт аве) 
звук. От этого могут произойти два явл ения : во- первых,  
тембр созвучия изменится и,  во -вторых ,  могут возникнуть 
неприятные биения в обертонах .  

Если какая-либо систем а (м у зы кальный инст р у м ент) из 
дает только кр атны е (т ак н аз ы в а е м ы е  г а р м они ч е с к и е) обер 
тоны , то И в с е  от них происходящие ком бинационные тоны 
тоже будут кратны м и основной частоте . В этом случае 
комбинационные тоны никаких новых звуков дать не м огут . 
Тем не м е н е е ,  они имеют музык альное значени е ,  т ак как 
в сумме они изменят амплитуды слы ш и м ых обе р тонов , а от 
распределения ам плитуд об е р тонов зависит ощуща ем ы й  н а м и  
т е м б р суммарного звук а . 

Если же с и ст е м а сам а дает ряд н е к р аТ I1 ЫХ  обе ртонов 
(кам ер тон , м е м бр аны) , то появи вшиеся ком би н а ционны е 
тоны будут уже по своим частотам отличаться от обе р тонов , 
и тембр изменится гораздо сильнее . 

Неоднократно ставился вопрос о том , зависрт ли тембр 
звука от относит ел ьной фазы обе р тонов . На �TOT вопрос 
мы м ожем ответить утв ердительно в т ех С Л У LJ аях, когд а 
образуются к о м б и н а ц и о н н ы е тоны . Деi'tст вит е л ь но , возь 
мем ,  нап р имер, звук , составленный из  основного тона , с о 

провождаемого октавой , как это часто бывает в р азличных 
музыкальных инстру м ентах : 

А sin nt + в si n (2nt + о) . 
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Если такой звук попадает на нелинейную систему, то 
основной тон А пр ежде всего образует октаву , которая при  
сложении с обертонной октавой В даст сумму 

; А'.! cos 2nt + В sin (2nt + 8)! 

зависящую от относительной фазы 8 .  далее  произведение 

2АВ sin n.t sin (2nt + 8) 

даст р азностны�й звук (2n - n = n) одной частоты с основ 
ным звуком , и при сложении м ы  получим амплитуду основ
ного звука 

А si n nt + АВ cos (nt - 8), 
зависящую также и от \)Т/l Oс и т е л ы ю й  фазы первоначальных 
тонов а l 5Э] . 

Этот п ростой п р и м е р  уж е показывает нам , что не только 
ам плитуда , но и относительные ф азы обертонов могут 
оказать влияние на тембр восприним аемого нами звука, по
скольку от этой фазы зависят комбинационные звуки . Впро
чем , пр актически это замечание не  имеет большого значе 
ния, т а к  к а к  для появления комбинационных тонов имеется 
много других п р ичин .  

1 7. ВОЗdикновен и е  ко м б и н ацио н н ых тонов 

Места, где могут возникать комбинационные тоны,  
чрезвычайно многочисленны и р азнообразны . Я укажу здесь 
только на главнейши е  из них. 

1. В большинстве случаев колеблющиеся системы,  упо
требляемые н а  п р актике (в м узы ке) ,  обладают линейной упру
гостью (от клонени е пропор ционалыю действующей силе :  
закон Г у к а ) .  В таких систе м а х  н и к аких комбинационных 
тонов не  образуется . Однако при  больших амплитудах коле
баний , когда упругость делается нелинейной (отклонения от 
закона Гука) ,  м ы  получаем комбинационные тоны . Такие 
комбинационные т6ны действительно наблюдались Гельм
гольцем и многими другими .  Между прочим , в кам ертоне 
можно услыхать октаву, хотя сам стержень камертона п р и  
м алых колебаниях не дает гармонических обертонов; эта 
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октава есть тон комбина\�ИОННЫI1 1 + 1 = 2 .  В сир енах , а 
в особенности в с и р е l l ах ти па Кенига, где звук образуется 
в-дуванием воздуха в краИ вра щающегося диска, обод кото 
рого вырезан по С И l lусоид е и л и  по другой какой-либо перио 
дической КРИВОЙ L движеllИЯ ВOJд у х а ,  производящие звук, на 
схолько сложны, что ком БИ I НЩ И О l l l l ы е  тоны должны образо
Вplваться в сильной сте П U l l И ;  ',НО подтве р ждается и на 
опыте . В трубах пр и вду в а l l И И  возд у х а  тоже образуется 
звук сложного состава ,  1 10 0 1 1  а а н' м  ф и л ь т р у е тс я  самой 
конструкцие " трубы . 

2 .  Во всех ИСТОЧ l l и к а х ,  в \{( )'I'OIШ Х П ОЛ Ь:J У ЮТСЯ колеба 
ниями воздуха (органные т р у б ,"l ,  кла р н еТ I ,I ,  гобо и ,  фисгармони и: 
и T �  п . ), сам воздух служит прич и но" появл ени я комбина
ци онных тонов, так как соотнош ение между давл ением и 
�атием воздуха нелинейно, а именно 

Р ( Р )k Р о = то . 
3 . Далее , когда волна, образоваl l l lая каким-либо источ

ником звука ,. распространяется в возду х е ,  м ы  полу ч а е м  
комбинационные звуки вследствие деформЗ \щи в о л н ы  ( §  1 1 ) ,  
Эти комбинащ{онные тоны усиливаются по мере движеНI lЯ 
волны вперед . 

4 . В некотор ы х  случаях комбинационные ТОны могут 
быть кажущимися и обусловленными те м ,  что источник на
ходится в колебательном движепии, тогда к а к  вос п р инимаю 
щий аппарат бывает обыкновенно в п о к о е  (ер . § 1 2) .  

5 .  Наконе ц,  сам воспринимающий аппарат может им еть 

нелинейную упругость, как, например ,  барабанная п ере 
понка нашего уха ,  а также большинство современных прием· 
ных аппаратов радио с м ногочисленными усилителями. В та 
ком случае аппарат может обнаружить ({олебания, которых 
с'овсем нет в приходящей звуковой волне. Ко всему этому 
нужно еще прибавить влияние трения, образование вихре" 
и Т. п .  (§ 1 4). 

Мы перечислили здесь только главнейшие причины воз
никновения комбинационных звуков , но, как видим , причин 
этих так много, что получение чистого гармоничеС l<ОГО тона, 
лишенного IЮм6ина ционных тонов, представляет экспери� 
�нтальную задачу чреЗВblча"ной трудности . Точно так же 
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бывает иногда очень трудно указать , откуда (§ 1 2) им еннО 
появился наблюденный комбинационный тон, и это может 
дать повод к самым разнообразным ошибочным суждениям 
(ср .  конец § 1 2) .  

В литературе  возникал несколько раз  спор о TOM j мо
гут ли биения двух звуков ощущаться нами  в виде раз
ностного тона (так думали Юнг, К ениг и многие  други е); 
точно так Же спорили о том, влияет ли относительная 
фаза двух одновр еменно слышимых звуков на ощущаемый 
нами тембр звука . 

На оба эти вопроса имеется исчеРПblвающиlt ответ у са·  
мого Гельмгольца , а именно: биения сами по с ебе н е дают 
еще разностного звука, точно так же и фаза н е  влияе'f на 
тембр звука; но все  это верно только в п ервом приближе 
нии . Как только появляются комбина lщонные тоны (нели
нейные соотношения) ,  '1 а к  с еИ 'lас же и биения дадут раз
ностный тон , и фаза будет им еть влияние на  теМбр звука 
(см .  § 1 6) .  

1 8. Стоячие волltы малыx амплитуд 
�lнтегрирование уравнений § 3 для случая стоячих в олн 

(И вообще для двух волн, идущих одноврем енно навстречу  
друг другу) по м етоду Рим ана гор аздо сложнее ,  чем  для 
одной проходящей волны . Но так как м ы  уже р ешили огра
ничиться в наших р ас четах в т о р ы м приближением ,  то мы 
можем прим енить м етод последовательного приближения ,  
причем с физической точки зр еJ-lИЯ пр едпочтительнее прим е
нить его к диффер енциальным ypaBJ-Iениям характеристик .  
Здесь я должен опустить подрuбности расчета и ограни
читься кратким изложением общей идеи .  

Положим ,  '1ТО данное нам волновое движение ограни чено 
по оси --\- ОХ двум я неПРОl lи цаемыми  стенками ,  постав лен-

А 
ными на р асстоянии l = '2 друг от друга .  Как известно �з 

акустики первой степени , м ежду этими Стенками возможны 
колебания с частотqй 1 СО 

" = 1' = т ' 
где А означает длину волны рассм атриваемого колебания.  
Возможны также и колебания с ч астотами ,  кратными ука-
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занной , но м ы  пока не будем приним ать их во внимание .  
Стоячие'  волны между даl lНЫ М И  нам двумя непроницаемым и 
стенками можно р ассм атри вать как составленные из двух 
проходящих волн одинаково!\ ам плитуды и периода, но иду

щих навстр ечу друг APY I'Y :  
2'/t u1 = A sl l I -;. (х - Cot) , 

Если м ы  сложим эти две ФОРМУЛ I ,I и !Н IЗДСJIИМ на два. 
то получим р аспределение скоростей  в с тояч е !\  вол н е :  

1 . 2'/t 2'/t U = "2 (и1 + иа) = А sIП т x cos -r t. 

Если же мы составим полуразность тех же выражений и 
разделим на Со. то (ер .  соотношение м ежду U и s в § 4) 
получим р аспр еделени е  относительного сжатия в стоячей 
волне [40) : 

1 1 21t . 2'/t 
S = 2 Со (и2 - и1) = со A COS T х SIП т t. 

Эти формулы удовлетворяют данным нам условиям .  Дей-
л 

ствительно, у стенок х 
= 

О и х = 1 = "2  скорост ь  u все  
время р авна нулю; у CTellO]( м ы  и меем УЗЛ I ,I колебаний,  
тогда как поср едине м е жду стенками M I,] и м е е м  и х  пу чность . 
Наоборот , отнuсительное сжатие s им е ет пу чность у стенок 
и узел поср едине . 

Напомню читателю способ графического постр оения стоя
чих волн . На двух полосках бум аги чертят две одинаковые 
синусоиды и, положив одну синусоиду над другой , соста
вляют при помощи циркуля суммы и разности их ординат, 
нанося их каждый р аз на соответствующи е абсциссы . Таким 
образом получают две результирующи е  кривые ,  которые ,  
конечно, опять будут синусоиды , но у ж е  другой амплитуды. 
Затем сдвигают одну полоску бумаги вправо ,  а другую 
полоску сдвигают на столЬ/со же влево и опять повторяют 
графическу ю  операцию сложения и вычитания. Затем про
изводят сдвиги полосок вправо 11 влево еще раз и притоЪ( 
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на то же р асстояние и опять чертят сумму и разность и т .  д . 
Если производить сдвиги каждый раз на длину в 1/8 длины 
волны , то через  восемь  построений м ы получим .два чер
'Гежа:  P\ic . 3 , а ,  изоБР.ажающиЙ распределени е  скоросте й  

и а) 
0;8 

Р и с .  3. С гоячие !!ОЛНЫ. 

в стоячей волне в различные мом енты врем ени , отстоящи е  
друг от друга на Чв  периц.да, и рис . 3 ,  Ь, изображающий 
распределение относительАых сжатий s в различные мом енты 
врем ени (те же мом енты , как и на предыдущем чертеже) , 
в той. же  с амой стоячей  волне . 

19. С тоя ч и е  вол н ы  большой ампли туды 

Аналогично с тем , как мы поступили при р асчете стоя
чи х волн м алой амплитудJ,J , м ы  м-ожем и при больших ампли
'гудах рассм атривать стоячие волны как  р езультат одновре 
м енного движения двух проходящих волн, идущих навстречу 
друг другу . М ы зададимся проходя щими волнами в такой 
·же фор м е ,  как это м ы сделали в пр едыду щем параграфе,  
а именно : 

и! = А sin 2; (x - C1t) = А sin ер ,  

U з  = А sin 2; (x + C-,i) = А sin !JI.  

Можно убедиться непосредственной подстановкой ,  что 
каждая из этих формул вполне удов.'1етворяет основному 
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диф ференциальному ураВ l l ени ю (§ 3) .  Тем н е м енее , сум м а  
или разность этих выражени l\ уже  не  будет удовле творять 
ЭТОll1У уравнению .  Это uб ЫI ':I I ,I С ТС Я  тем , ч то ураlJнения наши 
неЛИllеЙны . А с ФИ3И 1 lеской Т()'IIШ зр ения это означает ,  что 
при двух волнах каждая И :I Н И Х  расп ростр аняеТСil в воздухе ,  
уже возмущенном BCTP C ' I I IO I\  ВО:I I I О И ,  \oI ежду обеими волнами 
возникает некоторое IIз а И М О ll е И с  [· В И С . Я подсчитал это взаи 
модействи е ,  огр аllи чиваНСI ,  IJ т U р 1 ,1 М Il р иближением ,  которое , 
как мы выяснили, для н а ш и х  I l t' л е И  B Il OJI I I C  достаточно (тем же  
способом МОЖI IО ПUJlУЧ И Тl ,  11 J I :l Jl Ы I С И Н I И L:  п рибли жения).  Ока
зывается, что IIзаИМОДС ИСТ ilИС  М L: ЖДУ дву м н  встречными вол
нами сказывается в п е р  и о Д и ч с С к о м и 3 М е 1 1  е н и и и х 
ф а з  ы ,  и на м есто вышенаписанных фор мул ,  годных для 
каждой волны в отдельности , мы теперь  получаем  сл едую
щи е формулы : 

причем  

А . ( + k - 3  А . Ь . [) и 1 = sш r.p -4- СО sш х sш т , 

А . ( 1 k - 3 А . Ь . {) и2 = 51 1 1  'r - -4- со S1 П х sш m  , 

Ь =  21t 
1, ' 

Нетрудно проверить ,  что эти формулы у .lовлетворяют 
(во втором приближении) основн ы м  дифференциальным урав
нениям . Выражения, стоящие 11 больши х  скоб ках ,  прирав
ненные к какой -либо постоянноИ , и пр едст�вляют собой 
уравнения тех характеристик ,  о которых  г овор илось в § 1 .  

Полусумм а  этих выражени й дае т на м ,  как и в предыду 
щем параграфе,  распр еделение скоростей  в результирующей 
стоячей  волне :  

между тем как полур азность 

1 
v = 2 (l12 - и1) 

еще не  дает нам непосредственно р аспределеllи е плотно
�тей � ,  так как при бо.льщих ам плитудах соотнош ения �ЛQЖ -
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нее;  на м есто линейны х соотнош ений §§ 4 И 18 мы теперь 
получаем (ср .  § 6) :  

2 

1 + s = (1 + k 2 1 ;Jk -l .  
Ограничиваясь вторым приближением ,  м ы  можем напи 

сать (ср . § 1 3 , зам енив и через  v) : 

v . 3 - k ( V )2 
s = Co + -4- СО . 

Но, как бы то ни было, раз м ы  нашли выр ажения и1 и 
U'2 С достаточной для нас точностью , то по написанным 
формулам мы можем определить и все остальные величины 
в стоячей волне-: распр еделение скоростей , плотностей ,  
давлений ,  температур и т .  д .  

Развернув полу ч е нные  В I .l р аЖС I I И Я  (как это мы делали 
в § 1 1 ) и огра l lи ч и ваЯСh BTOP I,lM приближением ,  м ы  получаем:  

и = � (Иl + И2) = А sin ЬХ СОБ mt -
2тс k + 1 . - t t -в- А9 SШ 2ЬХ СОS 2mt + 

+ k - 3 
A� . 2 Ь  . 2 t 16Со sш х sш m .  

v =  � (и2 - и1) =  - A cos bx sin mt + 

+ t 2; k t 1 A9 cos 2bx sin 2mt + 

+ �6C: А2 sin2 Ьх sin2 mt. 

(5) 

Теперь мы можем убедиться в том , что полученные 
формулы удовл етворяют не  только ОС IЮВIIЫМ дифференци
альным уравнениям , но также и пограничным условиям ,  

л. 
а и менно: у стенок х = О и 

х 
= 2' мы опять получаем узлы 

колебаний и пучности для в еличин v, s,  р и т . д. 
Положив В этих выражениях t = О ,  мы получаем те 

н а ч а л ь н ы е условия ,  к которым относятся наши решения, 
� именно: 2 А · 'It О и =  sш "'[; х. v =  . 
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Впрочем ,  анаЛОГИ'l I IЫМ  с пособом можно найти решения 

и для других пог раНИЧ I IЫХ и н ачальных условий . 
Но м ы  замечаем зде С I .  е ще одну особенность стоячих 

волн большой ам плитуды : IЮ вто ром члене каждой из формул 
у нас оказался МНОЖИТСJI I .  t .  Э "го означает, ч то фор ма  волны 
изменяется со временем ; в Щ1Ох одящеИ волне мы имели нечто 
подобное (множитель х) ; она т о ж е  Иdменяла свою форму по 
мере  п родвижения впе ред .  I<ак  и в I1 роходящей волне . так 
и здесь в стояче И lЮJl I !е I I р С ЖДС всего обна руживается 
о К т а в а ОСIЮВl IOГО тон а .  1 10 а а т с м ,  I( О l lе чно , появятся и 
другие высшис  ком 6И l lаЦИО I I I I I .I С  '1'0 1 1 1 ,1 

Для того чтобы п р едставиТl. ссбс I I a I'ляднее , к ак будет 
деформироваться стоячая волна со в р еменем , м ы  можем и 
здесь применить г р афический способ (§ 1 8) .  Для упрощения 
мы можем откинуть переменную фазу,  так как она не р астет 
со временем и составляет полусумм у  и полуразность двух 
уже деформированных волн, полученных нами тоже графи
ческим способом «сдвига» в § 7 .  Производя такое графи
ческое построение с двумя  деформи роваШJЫМИ волнами (как 
на рис . 1 , ОЬ1О1Ь2О2) , причем в волне , иду щей вправо, 
возьмем наклон вправо. а в волне , идущей  влево,  - наклон 
влево, мы получаем для u и v рис . 4. Сравнивая эти чертежи 

Рис. 4. Деформированные стоячие волны. 
с соответствующими чертежами синусообр азной недеформи
рованной волны (рис . 3), м ы  можем проследить явление 
деформ ации стоячей волны . Прежде всего нам бросается 
в ,"лаза изменение кривой u (рис . 4 ,  а), указывающе е  lJa 
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появление комбинационных тонов и, в первую оче редь , 
о к т а в ы .  Это заключение подтверждается и на рис . 4 ,  Ь, кото
рый отличается от соответственного рис . 3 , Ь тем ,  что посре 
дине между стенками мы получили колебания величины v, а 
следовательно , и величины сжатия s и давления р. Все эти 
величины уже перестали образовывать узел посредине между 
стенками,  как это имело место в начале движения (рис . 3 , Ь) . 

Наконец, то, что мы сказали о влиянии трения и тепло
проводности в проходящих волнах, п рименимо и здесь,  
а именно: стоячая волна будет деформироваться со временем , 
делаясь все круче и круче (например , на рис .  4, а и Ь); 
в конце концов на месте синусоиды мы получим почти острый 
треугольник . Затем , кроме уменьшения амплитуды ,  трение 
и теплопроводность будут сглаживать и крутизну волны ; 
волна опять сделается более симметричной относительно 
се редины рис . 4, а ,  пока , наконеа ,  она не затухнет совсем . 

Конечно, как это видно и из нашего изложения, получен
ные нами рисунки только приблизительны, но они совершенно 
достаточны для того, чтобы дать нам общее понятие о том ,  
что происходит в стоячих волнах большой амплитуды . 

20. Принужде н н ы е  стоячие волны 

В п р едыдущем параграфе м ы  видели, что стоячие акусти
ч еские волны, п редоставленные самим себе ,  понемногу изме
няют свою форму,  причем в них п р ежде всего появляется 
октава основного тона (как и в проходящих волнах) . Можно 
уяснить себе появление этой октавы следующим образом . 
Когда в самом начале движения происходят колебания воздуха 
и изме нение  величины относительного сжатия s ,  то вследствие 
нелинейности адиабатич еского закона 

в различных частях стоячей волны начинает действовать 
давление ,  пропорq.иональное s'J, с частотой ,  вдвое больш ей ; 
м ы  полу чаем как бы новую силу, действующую на волны 
и раскачивающую их с двойной частотой.  Но двойная час
тота колебаний имеет длину волны , вдвое м еньшую, кото
рая тоже укладывается на длине 1 ц е л о е число р аз (два 
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раза); м ы  должны , следовательно, получить явление резо 
нанса и постеп енное увеличени е  ам пли туды окта в ы  п ропор 
ционально вр ем ени t (если не принимать во вним а н и е  В Л И Я I l И Я  
т р ения) . Это и обнаружилось у нас в фор м у л а х . П о  тем 
же причинам вм есте с октаво!! начнут расти КОJ1 с б a J I И Я  дуо 
деци м ы  и других комбинационных ТОI IОВ . Ml d  м о г  Л И  бы 
назвать это явлени е саморас" а 'tиванирм И J J И  tl/lmорезо
нансом . 

Из этого р а сс у ж д е l J И Я  СJIt'Д У t" Г JLll JJ J , Jll t' ,  ч т u  е с л и  м ы  
сами вне шним воздейстп и с м  6yltt' M  I НI С I< 1J 1 I И II П Т I, возду х м е жду 

л. 
с т е нками х = О и х = "2 ' 1 10 С l 1 е риодо м ,  11 (' с о п п а д а ющи м 

ни с одним из собственных кол ебаний р ассм а тр и в а е м ой с и 
стем ы , то у нас (вследствие нелине!!ности адиабаты) опять 
появятся волны двойной , тройной и т . д .  частоты;  но все 
эти колебания тоже не будут совп адать ни с одни м из 
периодов собственных колебаний системы, и м ы  никакогu 
резонанса не получим . Отс юда мы з а к л ю ча е м , что если пе
риод внешней силы l I е  совпадает I I И  с одни м из п ериодов 
собственных колебаний системы , то фо р м у лы п р и н у жденны х 
колебаний стоячей волны не будут содержать в себе чл е
нов  со м ножителем t, и волна не будет дефор м и роваться , 
м ежду тем  как члены с ДВОЙНОЙ ч астотой все -таки оста
нутся [41].  

На основании этих сооб р аж ений м ы  "l O ж е м  для п рину 
жденных стоячих  волн написать следующие  фор м улы:  

и = А si n Ьх cos mt - А 1  sin 2Ьх СОБ  2mt + 

+ kl 6C: А'А sin 2Ьх sin 2 mt, 

V = - А cos Ьх sin mt + А 1 cos 2Ьх si n 2mt + 

+ k- 3  А'А . II b  . 'А t 
Н СО 

51 1.  Х sш т . 

Коэффи ци енты А и А 1  будут  зависеть  от а м п л и т у д ы  

внешней силы и от отношения периода вне шней  силы к п е 

р иоду собственных кол ебаний сист ем ы .  Н е  НУЖI IО ,  однако, 
упускать из виду , ЧТО эти фор м улы относятся л и ш ь  к п р и 
н у ж Д е н н ы м КОJlебаниям и что м ы  п р едполаг аем , что co(j-
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ственные колебания системы,  еСли они и возникли от каких
либо п ричин, уже успели затухнуть в достаточной мере .  

Исходя из этих формул,  м ы  получаем для р аспр еделения 
плотностей и давления в принужденных стоячих волнах фор 
мулы: 

(р - Ро) = - ро �o cos Ьх sin mt + ро �� cos 2Ьх sin 2mt + 

+ 3 -k ( А )9 . 9 -4- ро СО cos 2Ьх SlП mt, 

(р - Ро) = - роСоА cos Ьх sin mt + роСоА1 cos 2Ьх sin 2mt + 

+- Ро [ k t 1 cos� bx - 3 4 k sin9 bx] A" sin9 mt. 

2 1 .  Средние вел и ч и н ы  

П ринужденные с тояч и е  волны м ы  производим , например ,  
в известном приборе Кундта. Если трубка Кундта хорошо 
замкнута, то количество воздуха, которое было заключ ено 
в трубке до возбуждения волн, должно остаться неизменным 
и во время колебаний . С математической точки зр ения это 
означает,  что ср едняя плотность воздуха по всей длине трубки 

1 

-
х 

1 S Р = 7 p dx = po 
о 

ДОi1жна оставаться неизм енной . Формулы,  полученные для 
р - ро в предыдущем параграфе , действительно удовлетво
ряют этому условию,  так как средние величины cos Ьх 
и cos 2bx равны нулю . 

Тем не мене е ,  ср едни е величины в о в р е м е н и ,  опре 
деленные за время одного или нескольких периодов колеба
ний ,  не  р авны нулю: 

т 

(p _ Po)t = � S'(P - Po) dt = +  3 8 k PO (�)9 COS 2bX. 
о 

Следовательно , колебание плотности во всех частях волны 
происходит а с и м м е т р и ч н о. То же самое мы должны , ' 
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сю!.зать о колебаниях давления и темпе р атуры .  Мы выпиш ем 
здееь еще формулу для давления, так как ср едне е давление 
может быть набл юдае м о  на опыте :  

(р __ ро{ = [ k  t 1 
cos2 bx -- 3 � k 51п2 ьх] роА2 = [ k + I 1 .  '! Ь J А2 = --�- - i S1 П  Х РО • 

Это распр еделени е  ср еднего даПЛ СI IИ I( 1 10 Д.n И l ( е  Х изо

бражено у нас на рис .  5 ,  n I<OTOrOM ДЛI( случая воздуха 
с коэффи циентом k =  1 , 4 M I.( ДОЛ Ж I I Ы  " РИ I I IIТL з а  ось р = ро. 

k =  JI====S;;::::==+=:==':I====1 
1,4 1.4 

2 �------�---+--��------; 
3 �--------��--------� 

Рис .  5. Средние з н а ч е н и я  В С Ш i 'I И Н  
в различных местах стоячей волны. 

от которой нужно отсчитывать давления в р азличных точках 
волны, жирную линию 1 , 4 .  Но тот ж е  чер теж может слу

жить и для отсч ета давлений при других значениях коэф
фициента k; нужно только соответственны м  обр азом поднять 
или опустить ось ну левых давлений ,  как это у ( ззаI lО на на
шем рисунке . 

Из этого рисунка, а также и из н а ш и х  форму л следует , 
что в у з л а х колебаний ,  а сл едовательно,  и у отражающих 
стенок ср едне е  давление буд ет равно 

.,.-----:-t k + 1 '2 (р -- ро) = -8 - роА ; 
эта величина -- n о л о ж и т е л ь н а я, и ,  сл едователыl,, давле

ние в этих точках будет б о л ь ш е ,  чем в отсутствии звука . 

Между тем как из тех же формул следу е т ,  ч то в пуч-ностях (Х = � ) t 3 _ k 
(р - ро) = - -8 - роА2, 

ср едн е е  давление будет о т р и Ц а т е л ь ч О е .  
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Избыточное д авление у отра жающей стенки было впер �  
вые наблюдено Дво р жаком ( 1 876) и объяснено теоретически 
лордом Рэлеем  ( 1 878) .  Прим енив метод приближения к ос
новным ур авнениям ,  Рэлей выразил ср еднее давление у OT� 
ражающей стенки фор м улой . 

.,------, t k + 1 
(p � po) = -2 - Е, 

где Е означа ет среднюю плотность энергии всей стоячей 
волны во вр емени : 

А Т 

Е =  л� f f Eo dx dt . 
о о 

Если огр ани читься п е р  в hI М п р и  б л и ж е 11 и е м ,  то мы по
лучим для с тояч е й  волны : 

Е =  � роА2 . 
Из этого мы видим ,  что фор мула Рэлея совпадает и 

с нашей  формулой в частном случае,  а именно в прим енении 
к у з л а м колебаний. 

Фор мула Рэлея была подтверждена количественно на  
тщательных опытах Альтберг а  ( 1 903) и 3ернова ( 1 906), 
произведенных в лаборатории п. Н. Лебедева в Московском 
университете .  

Получ енная н а м и  формула средних давлений для  различ 
ных частей стоячей волны : 

относится к коорди натам х (Эйл е р а) ,  между тем как анало� 
гичный р а с ч е т ,  произведеН/ lЫЙ в коорди натах Л а г р анжа,  дает 
нам фор мулу 

--- t k + l 2 ( р - Ро)а = -8 - роА , 

которая показыват, что по отнош ению к субстанциальным 
координатам ср еднее  давление для всех точек волны - одно 
и то же и притом оно р авно среднему давлению проходя
щей волны той ж е ам плитуды . 
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Все полученные нами здесь результаты подсч етов сред
них величин мы мржем пр едставить в виде табnицы . 

ПРОХОДllщие I a = const I х са сопэ! волны 

СТОllчие ВОJlНЫ I а = совэ! I х "'" cons ! I х _ const 
везде в уз л а х  в ПУЧ НОСТIIХ 

t ( Р роРО) = в  + _З - k k + l  
8 

- -8 -

t (Р-Ро) + k + l  З - fl 
РОЯ 

8 - -8 -

( & - &0 ) ! k - l 5 - я  
&o (k - l )  + -8- - -8 -

В этой т аблице в п ервом ее столбце обознач ены т е  
величины , для кото рых оп р еделяется с р еднее знач ени е в о  
в р е м ени . Н адписи а = const и х = const означают , что 
в первом случае ср едние относятся к субстанциальным ко
ординатам (а), тогда как во втором слу ч ае с р едние во вр е .  
м ени отнесены к локальны м  координатам (х). Во в тором и 
т.р е'Еьем столбцах показаны кОЭффи циенты , на которы е нужно 
пом ножить величину 

(�J� .  
чтобы получить соответствующее с р еднее значение в р ас
см атривае мом случае.  

Зам е тим еще, что все р асс м атрива ем ы е нами ср едНИ'е 
одинакового порядка м алости . 

Добавочное замечание 

Почт.и вс е наши формулы могут быть п ри ыеняе м ы  Jt 
к волнам , распростр аняющимся или образующим ся на пове рх 
ности воды в kанал е ,  с тем ,  конечно, ограничением , что 14 
волны В канале можно тр актовать как имени е , обусловле нное 
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только одной координатой х и временем t, как это часто 
и делается при р асчетах. Более  того, мы можем получить 
формулы для волн в канале непосредственно И3 наших фор" 
мул, положив в них k = 2 .  При такой зам ене k = 2,  и 
рис . 5 остается в силе .  
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