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о ДВИЖЕНИИ ЭНЕРГИИ ПРИ ПОЛНОМ ВНУТРЕННЕМ 
ОТРАЖЕНИИ СВЕТА [1'.d) 

1. Введение 

После классических работ Френеля:!), который исполь­
зовал значение мнимых величин, получающихся в формулах 
полного BHYTpeHHero отражения- света, вопрос этот подвер­
гался многократной разработке 2). Особенный интерес пред­
ставляет при этом то световое явление, которое имеет место 
во второй среде, т. е. в той, где обыкновенно бывает пре­
Jlомленный луч. По мнению многих физиков, uри полном 
внутреннем отражении во второА среде получается особыR 
луч, идущий вдоль плоскости раздела и отличающийся от 
обыкновенных луч�й тем, что ямплитуда его непостоянная и 
колебания в нем продольные. 

Мы постараемся раЗЪЯСНИТI, это lIедоразумение. 
для этого исследуем, BO-III'РlIblХ, Юll< распределяются 

электрические и маГIlИТllые lIаПРЮКСllЮI [1:'), Т. е линии сил, 
на границе двух сред, а во-вторых, каковы направления 
движения световой энергии при полном внутреннем отраже­
нии. Так как оба эти вопроса находятся в тесной связи друг 
С другом, то мы и будем рассматривать их одновре­
менно. 

Исследование это показывает, что то, что многими авто­
рами принимается за луч света с продольными колебаниями, 
распространяющийся вдоль пло:кости раздела двух сред, 
есть только проекция лучей на эту плоскость. На самом же 

1) F r е s n е 1, Oeuvres 1, сТр. 758 И след. 
В) Позднейшую литературу см. А. W i n k е I m а n п, Hanctbuc" 

der Phy-sik 6 (2), сТр. 1275, t906j статья Р. Dr"de. 
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деле при полном внутреннем отражении лучи света (То е. 

траектории энергии) во второй среде представляют собой 
кривые линии, направление которых меняется со временем, 
колебания же света этих лучей строго поперечныо 

2. Общие уравнения 
Назовем через EI1)' Е" Е •• MI1)' М'" М. проекции напря­

же!iИЙ электрического и магнитного полей на оси коорди­
нат и через е: и fJ--ДИ9лектрическую и Щlамагнитную постоян­
ные данной среды; тогда уравнения Максвелла - Герца для 
неподвижных тел напишутся так 1) [14]: 

е дЕI1) дМ. дМу 
с дt= '"дУ- az ' (1) 

е дЕ1/ дМх дМ. 
с дГ = дz -. дх ' (2) 

е дЕ. дМу дМI1) 
с де = дх - ду , (3) 

!Io дМ", . дЕ. дЕу 
-с щ= ду - дz ' (4) 

,.... дМу дЕI1) дЕ. 
- с дt = дz - дх ' (5) 

,.... дМ. дЕу дЕI1) 
- С дt = дх - ду о (6) 

Плотность электромагнитной энергии 

W= We+ Wm= ;'/t (вЕЗ+}LМ9)о (7) 
Помножим уравнения (1), (2). (3) поочередно на Ет , Еу, Е., 

а уравнения (4), (5), (6) соотнетствеllНО на- MI1)' -Му, -М• 
� затем, помножив сумму всех этих уравнений на элемент 
объема d't, проинтегрируем ее по некоторому объему 'tj 
тогда получим, приняв во внимание (7): 

д S ' f ( a/11) д/у д/. ) 
дt Wd't=- дх + ду + дz d't. 

1) Оси координат Jlыбраuы так, что если ось + Х направлена н � 
росток, ось + у 'Нl ��Jlер, то ось + Z будет наПРilВЛ�НII в �eJJlJT, 
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где 
1 

Ja: = --;r:; (EI/Mz-ЕzМI/)' (8) 

1 /1/ = 41t" (F.zM.v-Еа:М.), (9) 

/; = 4� (П'�'Мu - ЕI/Ма:)' (10) 

Объемный интеl'раJI 11 IlpallO!! 'Iасти нашего уравнения 

можно преобразо"ать о интеграл, распространеНllыlt по по­
верхности данного объема, и тогда 

� S Wd� = - f /flds, (11) 

где /fI- проекция вектора / на н а р у Ж Н У Ю нормаль 
к элемеН1У поверхности ds. 

Уравнение (11) выведено Пойнтингом и использовано им 
следующим образом [t5]. 

Пусть интеграл (11) распространен по всему бесконеч­
ному пространству , тогда в бесконечности, вдали от наэлек­
тризованных, намагниченных и лучеиспускающих тел, Е и М, 
а следовательно, и f равны нулю; поверхностный интеграл 
правой части обращается в нуль, и мы получаем выражение 

00 
I w d� = const, 
о 

которое означает, что количество энергии всего бесконечного 
пространства не меняется со временем. Это есть не что иное, 
как закон сохранения энергии. 

Если же применить уравнение (11) I{ конечному объему, 
то, вообще говоря, правая его часть не будет равна нулю, 
и электромагнитная энергия внутри данного объема буде'!' 
'Меняться со временем. Предположим, что энергия внутри 
данного объема увеличивается, тогда в то же время гдеw 
цибудь �наРIЖ� I<Qличество ЭН,ергии д.ОJIЖЩ> Hj1 CTQJ!bI\Q же 
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уменьшиться, ибо общее количество энергии мирового про­
странства должно оставаться постоянным. Уменьшение коли­
чества энергии снаружи и уilелйчение его внутри рассматри­
ваемого объема мы можем представить себе происходящим 
вследствие н е п р ер ы в н о г о движения- энергии снаружи 
внутрь объема сквозь его поверхность. Назовем через f 
1(,олuчество вnершu, nроmе1(,ающее в единицу времеnи с1(,возь 
едиnицу nоверхnости, nоставлеnnой nармальnо Il двuже­
nuю вnершu, тогда правая часть уравнения (11) даст нам 
полное количество энергии, в т е к а ю щ е е (знак минус озна­
чает, что положительный поток энергии направлен противо­
положно н а р у ж н о й нормали) во всю поверхность данного 
объема в единицу времени. 

Итак, уравнение Пойнтинга (11) говорит, что увеличение 
или уменьшение количества энергии внутри данного объема 
происходит вследствие втекания или вытекания энергии 
сквозь поверхность, ограничивающую данный объем. 

Выражения (8), (9), (1 О) показывают; что плотность потока 
эяергии есть вектор 

f= 4:EMsin(E, М) (12) 

и что J перпендикулярно к Е и М. причем относительное 
положение J, Е и М - такое же, как выбранное нами отно­
сительное положение осей+х, + У, +z (см. выше). 

Как известно, под лучо?t---света мы подразумеваем ту 
линию (прямую, кривую или JlOманую - безразлично), по 
которой энергия движется от светящегося предмета к осве­
щенному. Следовательно, nаnравлеnuе луча есть nаnра-
8леnuе nотО1(,а элеllтромагnuтной эnергuu и определяется 
уравнениями (8), (9), (1 О) и (12); поэтому луч света всегда 
nерnеnдUllуляреn '( элеfmtРI1'1fl'f(ОМУ II магнитному nаnря­
;нсеnuлм в даnной тОЧf(е. 

ЭТIIМ определением понятия «луч» мы ниже воспользуемся. 

3. Плоская волна 
ПРIIМСJlJJМ теперь уравнения Максвелла к частному слу­

чаю, ног да луч света направлен параллельно плоскости Zx 
и когда в нuпраВЛСШJJJ, перпендику лярном к этой плосности, 
аеi1ичиflы Е 11 М - 'fC жt. 'ПО И а i1ЛОСJ<ОСТИ Z((. {3 TaKq� 
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случае нужно везде проиэводные ПО у положить paBHblM1J 
нулю; тогда имеем: 

s дЕ{]) дМу 
с дГ=- дz ' а дЕ. дМу 

7
дt

=
+ 

дх
' 

/Jo дМ" дЕ.» дЕ. - 7 дt = дz - дх ' 

(1) 
(2) 
(3) 
(4) 

(5) 
(6) 

/Jo дМ{]) дЕ/I 
-7 дt=�7ii"' 

/Jo дМ. дЕу 
-7 дГ=+ дх '  

s дЕ, дМ", дМ. 
с дГ=дj'-Гx' 

Мы видим , что в данном случае шесть уравнений рас­
падаютсS\ на две незаВИСИ)fые друг от друга системы. 

Действительно, уравнения (1), (2), (3) содержат толь!<о 
величины E(D' Е. и MfI, т. е. соответствуют ЛУЧУ; В кото­
ром плоскость электричеСКQГ,о поля совпадает с плоско­
стью ZX; такой луч называется лучо,М., nоляризованны'м' 
nерnендu�улярно � nлосuостu падения. 

Уравнения (4), (5), (6), напротив того, упомянутых выше 
веЛИЧИ!I не. содержат, зато здесь имеются М"" М=, Еу' и 
потому эти уравнения соответствуют лу"у, nоляризован­
но.м.у в nлосuости падения. 

Оба эти луча, конечно, можно рассматривать lIезависимо 
друг от друга. 

Зададимся следующим реш ением этих уравнений: 

Еа; 
=
.АеИ, } 

E,=Cek, (1) 
M,=Mei". 
Мф=&i", \ 
М, = Ne.i., } (8) 
Еу = 8е'., J 

21t IX 
= 

r(t - ах - bZ)r (9) 
l=V -1.-. 
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Как известно, 
eia = COS 1% + i sin 1%, 

и решения написаны нами в мнимой форме лишь для удоб­
ства вычислений; на самом же деле уравнения эти удовле­
творяются и функциями sin 1% и COS � в отдельности. Последние 
означают, что мы имеем дело с электромагнитными волнами 
периода Т. Волны эти плоские, так как в любой плоскости 

ax+bz=c 

мы имеем всюду одинаковые фазы. 
Две параллельные плоскости, для которых СЗ - С1 = Т, 

имеют согласно (9) разность фаз 2'1t, т. е. отстоят друг от 
друга на длину волны л = vT, где v - скорость распро­
странения волн. 

Плоская волна, проходившая через начало координат при 
t = О, будет иметь во время Т уравнение 

ax+bz=T. 

С другой стороны, если ер есть угол, составляемый нор­
малью к плоскости с осью Z, и если эта плоскость отошла 
от начала координат за время  Т на длину л = vT, то ее 
уравнение будет: 

sin rp • х + cos ер • z = л. = vT. 

Следовательно, 

(10) 

Из этих выражений мы видим, что v есть скорость 
распространения фаз, считаемая по нормали к плоскости 

1 1 
волн, тогда как а и 7i суть скорости распространения фаз 

соответственно по оси Х и по оси Z. 
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Подставив (7), (8), (9) в уравнения (1)-(6), мы получим 

следующие соотношения межл.у амплитудами: 

...:. А= Ml" с 
.:.. С=-Ма, с 
� М=- АЬ -Са. с 

_1: L=Ш" с 
-1:N=-Ba, с 

� B=-LЬ+Nа. с 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

( 15) 

(16) 

Подставляя в (13) и (16) значения А, С, L и N из 
предыдущих уравнений и имея в виду (10), получим и в том 
и в другом случае 

� = ag+bg=_l_ C� v2 • 
с V= vi� , 

Это - известный закон Максвелла. 
Остальные уравнения дают нам: 

(17) 

(18) 

С = - : А = --:;А tg <р. L = - ; ЬВ = - { ; В cos <р, 

М = .!.. .!. А = "/ е _l_A, N=-�аВ= +� r!: Bsin<p с ь V fJ. cos '11 f.J. V f.J. ' 

после чего, положив A=Epcos<p и В=Ез, реш ения наш и 
можно написать в таком виде : 

Ew=+Epcos<psina, Mw=- { ; Escos<psina, 
r-Ев = -Ep sin <р sil1 а, Mz = + V ; Ез Sil1 <р sin сх, 

М,= У; Ер sil1 а; E,,=Essil1cx, 
1% = � (t _ sln '11 ' х t cos '11 • Z) , с v= fi' 
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Определим угол ,� между линиями сил и осью Z: 

t ,1 _ Ет ___ 1_ g te - Ez - tg:p , 

следовательно, 

tg') _ МТ ___ 1_. ,m- Mz - Ig:p' 

'fe = 'fm = <Р + 90"· 
Это значит, что линии сил перпендикулярны к нормали 

волны, т. е. лежат в плоскости волны. Отсюда же следует, 
что направление потока энергии, которое перпендикулярно 
к Е и М, совпадает с направлением нормали к плоскости 
волны. 

4. ПОJlное внутреннее отражение 
Решение предыдущего параграфа име е г лишь тогда 

определенныl'\ физический смысл, когда 

�- \!-t-b9--1-с2 - а - v2' (1) 
т. е. когда а и Ь в отдельност·и меньше l. Бывают, однако, 'V 
случаи, когда а задано условиями опыта. Так, например, 
известно, что если плоскость ХУ разделяет две различные 
среды, то углы <Р и Х падающего и преломленного лучей 
должны удовлетворять условию 

sin ч1 Vt -,-=-=n, sш у. Va ' 
где n - показатель преломления, ил� ИЩIЧ� 

(2) 

sln ч1 sin Х a1 = --;=.. -- = а2, (3) Vt V2 
а это означает, ч го скорости ДВИЖСIIИЯ фаз по оси Х для 
падающего, отраЖСIIНОГО и ПРСЛОМJlСIIIIОГО лучей должны� 
быть одинаковы. Поэтому, ссли угол ер, а потому и a1 
в первой среде даны, то может оказаться, что равное ему а2 

1 
для второй среды будет более -v2 

Конечно, если 

то 
sin <р > n, 



о ДВИЖЕНИИ 9НЕрrии при полноМ BH�TPEH"EM ОТРАЖЕНИИ t 29 
а потому этот случай возможен только, когда n < 1, т. е. 
когда вторая среда менее преЛОblляющая, чем первая . 

1 
Но если действительно по условию опыта а > - , t12 

то sinx делается больше еДИIIИIЩ, \'1 следовательно, нельзя 
nодыс"ать для nрелом.ленного луtta та"ого постоянного 
направления Х. при котором условие (2) было бы соблюдено. 
Как известно, мы получае м при 9ТОМ так называемое полное 
внутреннее отражение, т. е. mщающий луч целиком отра­
жается, не преломляslCI •. 

Из этого не следует, однаl<О, '1'1'0 при таких условиях 
на границе распространение света во второИ среде делается 
совершенно невозможным. Как увидим lIиже, при этих 
условиях с;вет проникает и во вторую среду, 110, во-первых, 
сила света быстро убывает с глубиной под плоскостью 
раздела, а во-вторых , угол Х делается переменным во 
времени. 

Положим, действительно, 

мнимым. Пусть 

тогда Ь делается 

b=-lk. 
Уравнения (1), (2), (3) дают: 

а2 _ k2 = E2fL2 = _1_ с2 v2 ' 2 
k_ :1 2- , _ v s1112r.p -- I -

- V s1112r.p - n2 
v1 v2 v1 

k V sin2r.p-n2 -= а з1п r.p 
При Ь =::1 -lk решения предыдущего "араграфа 

менятся , а именно: 
2", 2", 

i - -;;;- k� , Т (е-_) 
е"'=е ... · ·е -

=е-2; kZ[COS 2; (t-ax)+lsin 2; (t-ax)] , 

(4) 

(5) 

(6) 

из-

а зто означает, что амплитуды всех напряжений с увели,,: 
чением Z быстро убывают, т. е. свет заметен лишь на 
небольшой глубине под плоскостью раздела обоих тел. 
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Далее, соотношения между 
следующий вид: 

С = + : Ai, 
е 1 M = -сТ Ai, 

амплитудами 

L= � kВl, 
iJ. 

N=!... аВ . 
iJ. 

принимают 

f10лученные нам и  МНИМые амплитуды означают лишь, 
что необходимо изменить фазу на 900. Действительно, 1t 
при а="'2 

е± "а. = -1- i. 
Приняв IIсе это во внимание, \tbl можем для этого случая 

придать окончательным решениям следующий вид: 

-�kz 21t Еш = Ае т cOSr (t-ax), 
а _21tk8 2'1t Ев = А 7i е т sin T(t- ах), 

€ 1 -�ka 21t М.,=-А ёте т sinT (t--ax), 
с -�k� 21t Mw=B""jJ:ke т sin-y(t-ax), с _2"ks 2'1t 

Mz=Bfj:ae т cosr(t-ax), 

-�kг 2'1t Е,,=Ве т COSr (t-ax). 
Угол 1\12' образуемый линиями сил с осью Z, получится 

Ив соотношения 
t '  Вт Мт k t 2'1t (t ) g'ii2== - =-M =-cg- -ах . 

ЕII 11 а т 

Как ВИДИМ, эт�т угол меняется со временем. 
Таким образом, составляющие напряжений Ет 

и Еа, 
с одной стороны, и Мт и М:;, с другой, имея разность 
фаз 900, дают в плоскости падения вращающиеся электри­
ческое и магнитное поля. 
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Поток энергии, будучи перпендикулярен к Е и М, 

тоже, следовательно, образует вращающе еся в плоскости ZX 
поле, и направление луча, характеризуемое углом Х, меняется 
со временем: 

1 tgX=--t -1-= g '112 
а 21t . IJ..:"- (t-ax). k т 

Итак, хотя в СЛУ'I3С IЮЛIIОI'О внутрсннего отражения , 
т. е. для sin tp > n, и IIСJlJ.::ИI HOjtl,ICJ<:I1'I, такого nосmоянrЮlО" 
направления преЛОМЛСllllOl'О JIY'Ia, IШТОРОС ()I,I У доплетворяло 
пограничным условиям, тсм не МСНСС ПРСЛОМЛСНIIЫЙ луч 
существует, но имеет напра вление, меняющееся со времене.Ч 
по вышеуказанному закону, 

5. Форма лииий сил и лучей во второй среде 

Ив формулы 

k 2тс tg�2 = - ctg- (t-ax) а т 

оидно, что угол наклона линий сил не взвисит от z И что, 
кроме того, он меняется со ВРСМСНСМ, 110 так, что 92 для 
некоторого времени t1 в какой-либо ТО'II<С Х1 будет им еть 
то же самое вначение, КОТОРОС 011 имсл О другое время t'J' 
но в другой точке х2, опреДСJlЯСМОЙ УРЗIIНСIIИСМ 

t 1 - аХ 1 =--: t � - . аХ2 
ИЛИ 

t1 - t2 = а(Х1 -х2)· 
Другими словами, линии сил, сохраняя свою форму, 

1 
движутся nараллельно оси Х со с"оростью -, т. е. с .. ой а 
именно скоростью, которая предписана пограничными'УСЛО­
виями и которая равна скорости движения фав по оси Х 
в первой среде : 

1 tll -а = sТl1�' 
Имея это в ВИДУ, МЫ МОЖСМ OI'РЗIIИЧИТЬСЯ определением' 

формы линий сил для одного какого-либо момента времени, 
например для t:::::z О. 
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Те же замечания можно сделать и О фdрме лИНий 
потоков энергии, т. е. О форме лучей, которые всегда 
остаются перпендикулярными к линиям сил . 

dx 
Приравняв tg �2 производной dz и заметив, что 

271: 2тс sin ер 271: -a=-·--=� 
т т v Ах ' 

где Ах - расстояние между одинаковыми фазами по оси Х, 
получим: 

dx k х - = - - ctg 21t -, -. dz а Ах 
Интегрируя от О до z при изменении х от Х1 до Х, 

получим уравнение кривых линий сил 

и уравнение лучей, к ним перпендикулярных: 

z = !!... Лm In [Sin 271: 
t] . 

а 271: i 2 Х1 sn 7t-)'m 

(Не) 

(IIf) 

Кривые эти показаlIЫ lJа прилагаемом рисунке (рис. 4) 
и будут нами разобраны ниже. 

Составляющие потоков энергии по осям Z и Х как для 
пуча, поляризованного в плоскости падения, так и для луча. 
поляризованного перпендикулярно к 3ТОЙ плоскости, будут 
совершенно одинаковы, еСли амплитуды обоих лучей оди­
наковы. Легко видеть, что если А = В, то 

ЕmМу = - Е"Мm, 
ЕvМ� = -ЕtМv· 
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Поэтому мы можем для каждого из этих лучей нап исать 
отдельно : 

с It - �r:� z 2тс 2тс 1;: = 4iёЕшМу = - AI! 4тck е т sinr(f-ax)cosy(f- ах) , 

4." с ta .. : 2тс 1ш = - 4тс EzMg = AI! 4r.k� /' '1' si tll! Т (! - ах), 
или 

I = _. A'J t /' Z Hr.k ах). 
4." еа -- z [ 4тс I 1ш = AI! 8тck2 е т 1- cos т (t- aX)J-

Выражение Iz показывает, что световая энергия колеблется 
по направлению Z с периодом Т/2. т. е. за время полного 
периода светового колебания Т энергия успевает два раза 
войти из первой среды во вторую И два раза выйти 
обратно. Количество энергии. вышедшей из первой среды 
во вторую за время Т/4. т. е. за одну половину периода 
колебания энергии, равно КОЛИ'IССТВУ энергии, вышедшей 
обратно из второй среды в первую за врсмя другой половины 
периода колебания энергии . 

Поэтому, понятно, ЭllеРI·ИН падаlOщего ЛУ'13 целиком 
возвращается в отражснном ЛУ"t'. ()ДIlaКО выражсние Iz, 
а в особенности наши 1< ри 11 1 ,Н: ПOl<Н:ШII:lЮТ, '1'1'0 вход и выход 
энергии в разных мсстах IIJЮСI<ОСТИ ра:щела (для разных х) 
совершаю'lСЯ не в ОДIIО врсмя. так что, в то время как 
в одних местах Iz > О, энергия входит из первой среды 
во вторую, в других местах, отстоящих от первых на 
длину 

Iz < О, энергия выходит из второй среды в первую. 
Внутри второй среды пути энергии , т. е. лучи света,­

кривые и имеют вид гирлянд, расположенных по оси Х. 
Выражение 1ш всегда (дли JllOбого t) и везде (для любого х) 

имеет положительное Зllа'lсние, и это обстоятельство дало 
повод недоразумению, будто мы имеем здесь дело с само ­
стоятеJIьll.ыMM лучом Сllета, идущим �доль цлоскости раздела. 
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,Кроме того, этот фиктивный луч 1т обладает особенным 
свойством: в нем световые колебания происходят по тому же 
направлению, т. е. колебания эти продольные. Хотя 
П. Друде 1) и полагает, что это обстоятельство не проiи­
воречит поперечности световых колебаний, которая будто бы 
имеет место лишь при волнах п о с т о я н н о й а м п л и т у д.ы, 
но нам кажется, что и это недоразумение отпадает, если 
принять во внимание, что 1т нельзя раосматривать как 
самостоятеJIЬНЫЙ луч света, а лишь как проекцию лучей 
на ось Х; на самом же деле лучи света во второй среде 
имеют кривую форму, показанную на рис. 4 (толстыми 
линиями), и колебания в них строго поперечны. 

6. Условия на границе 
Посмотрим тепеРI>, '11'0 происходит в первой среде, 

в которой находятся падающий и отраженный лучи. Сначала 
рассмотрим отдельно тот луч, электрические колебания 
которого параллельны плоскости падения; явления в другом 
луче совершенно аналогичны, и разница лишь в том, что Е заме­

I 

2 

z 

Рис. 1. 

няется через М, s - через !1 и 
наоборот. 

Пусть амплиту ды электри­
ческих колебаний падающего и 
отраженного луча будут � и R, 
тогда (рис. 1) .Составляющие элек ­

.х трического поля по осям 
будут: 

Ет = (&-R)cos ер. 

Х и Z 

Ez= -($+R)sinep, 
и угол IIаклона nиний сил в пер­
вой среде 'f1 будет: 

Е �-R 1 tg'�l= Е: =---t;+R·�·(I) 
На границе двух тел, т. е. в плоскости ХУ, должны 

быть соблюдены условия равенства тангенциальных соста-

1) р. D r u d е, Lehrbuch der O�tlk. стр. 286, 1906 [16}. 
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�яющих электрических напряжений и равенства нормальных 
составляющих электрических индукций, Т. е. 

Е1х = Е2х, e1E!Z = e2E2Z' 
откуда 

ЕI r 'IЕ2Т 
Е Iz =-: !�t:�--;' 

И для �2' уг ла наклона ЭJlСI<ТРИ'IССКИХ линий сил к оси Z 
ВО второй срел.е, имеем: 

t",� - - t 1 t'''� . h J 1 - !:2 ....... r2' 
следовательно, пограНИЧIlые условия требуют: 

Z-R I €! I 
Z + R • tg 'f = �. tg х . 

При полном внутреннем отражении Z = R, но так как 
УГОЛ '�2' а также и Х перестают быть постоянными, то и 
УГОЛ 'fl должен меняться со временем, а это при постоянном � 
возможно лишь, ког да t> и R имеют разные фазы . 

действительно, пусть колебания R опережают колебания Z 
на угол О, тогда подучим: 

где 

t� -=-20 • ctg (сх + �2) sJn сх - sln (сх + (,) 
tg �1 = - sln сх + sln (сх + о) '"ig<p = tg 'f 2'1t а = - - (! - ах hz); т 

в то же время согласно § 5 можно положить: 

tg�2= : ctg[2; (t-аХ)+1] , 
г де 1 - та фаза, на KoropylO колебания преломлеflНОГО лучи 
опережают колебания падающего луча. для удовлетворения 
лограничны х условий необходимо так подобрать о и 1, 
чтобы при z = О 

+lЛИ 
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и так как это условие не должно содержать времени, т. е. 
ОС, то ему можно удовлетворить , лишь положив 

и тогда 

Для луча, поляризованного в ПJlОСКОСТИ падения, получим, 
заменяя ! через - 11: 

о' f-I-t k 
tg 2 = "

f-I-2 
• а tg ер. 

Для большинства прозрачных тел !!-1 = !!-2' И потому 

Пользуясь, кроме того, значением 

получаем: 

k VSln2,- n2 -а sln, 

& Vsln2'1'-n2 

tg"2 = n2cos '1' 
о' V sln2 '1' - n2 tg -2 = --'---�­

cos, 

8 - 8' У sln:! '1' - па 
tg -2- = �c-o-s -, -'ctg-;2 ::-,- · 

Последняя формула показывает, что между лучами, поля­
ризованными в плоскости падения и поляризованными перпен­
дикулярно к этой плоскости, образуется при полном внутрен­
нем отражении разность фаз � -�'. Как известно, на этом 
основано устройство па р а л л е л е п и п е Д а Фр е н е JI Я, 
который превращает ПЛОСКОПОЛЯРИЗ0ванный луч в луч, поля­
РИЗ0ванный по кругу . Для этого необходимо при равных 
амплиту дах обоих> отраженных лучей, чтобы а - а' = 900. 

При sin ер = n, т. е. при предельном угле полного вну­
треннего отражения, а также при ер = 900, т. е. при сколь· 
�ящем падении, 

9=0' =1=0/ 
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т. е. все фазы равны. Но тог да И 

'�1 = '�2 = О, 
И, кроме того, EJ) И f: paBlIbl IIУЛЮ, И, следовательно, во 
вторую среду сквозь ГJЛОСI<ОС'IЪ ХУ никакоlt энергии не 
входит 1). 

Величины, 

2'IC 
или cosTt, 

7. Графическое изображение 
• 2'IC t меrrяющисся со врсмснем 110 закону sш т 

можно изображать графичеСI<И векторами, 

наклоненными друг к другу под углом, равным разности 
фаз данных величин. Применим такую «векторную диаграмму» 
к тангенциальньtм И нормальным состав.'IЯЮЩИМ электриче­
ского И магнитного ПОЛЯ на границе двух сред при полном 
внутреннем отражении. 

Так как 

Е1Х = [�sill а - R siп (а + о)] COS <р = Е2х, 

E1Z = --[� sin а + R  sin (а + о)] siп <р = -- ..2..E2Z = -n2 Е21, Еl 
М11/ = [�sin а + R sill (а + о)] y� ='" М2/1' 

то, отложив по ГОРИЗОНТIIЛIollОМУ 1I:IIIР:lIIII('IIИIO (рис. 2) АВ = , 
и под углом 1) ВС = [(, 11ОСI'РUИМ IщраllllСJlограмм ABCD, 

1) Оба эги предельных случая не входят в рамки 9тоII иатьи.  
Необходимо, однако, заметить, что их нельзя трактовать как частные случаи разбираемого явления, как 9ТО делает, между 
прочим, W. Volgt, Апп. d. Phys. 67, стр. 192, 1899. Деllствительно, 
при sln Ч' = n, k = О, 

-�kХ е т = 1 ; 
мы получаем, "то прн предельном угле падения энергия во второй 
среде не убываег с рпrСТOIlllllем от плоскuсrи р�здела, а п�ости­
ра ется до бесконеЧНОСIИ, "ro, IЮllе1JНО, lIe соответствует деистви­
тельности. Это несоотнеl с I Blle НРОИСХОДIJТ о r гого, что и при 
sln Ч' = n и при ч' = 900 мы IIMeeM дело с лучом, ограниченным 
с одной стороны нулевой плоскостью, а такие случаи должнЬj 
быть рассматриваемы особо, как явления дифф раДЦИОJlНPIе. 
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который вследствие равенства � = R обращается u ромб. 
В этом ромбе 

ОВ=АВ-АО = Е2х , COS IP 
n2 AC=AB+BC=-t-E2111 ' sn'f' 
1 АС = АВ + ВС = ,/7 М2у' 

r Еl 
Вследствие геометрических свойств ромба можно прямо 

видеть, ЧТО: 

1) Разность фаз 'у между АС и АВ, т. е. между падаю­
щими и преJIOмленными магнитными колебаниями, вдвое 

к-------..".с 
меньше разности фаз между 
теми же колебаниями в падаю· 
щем и отраженном луче. 

2) Разность фаз между Е:: 
и М, равна нулю, тогда как 

3) разность фаз между E:J) 
и Ег, а также и E:J) и Му 
равна 90". 

д 4) Площадь ромба, пропор-
циональная АС· ВО, пропор-

Рис. 2. циональна E:J)My, или коли-
. честву энергии, входящей из 
первой среды во вторую сквозь плоскость ХУ; а потому 
при данном � наибольший поток энергии будет иметь место 
при наибольшем а. 

5) С другой стороны, так как АС перпендикулярно к DB, 
'1'. е. разность фаз между E:J) и Му равна 900, то полное 
количество энергии, прошеJl.wее сквозь ХУ за целое число 
периодов, будет равно нулю, ибо 

т S sin � tSin (� t-�) dt= � cos�, 
о 

ЧТО при � = 900 patlHO нулю. 
Следовательно, энергия лишь колеблется по оси Z. 
6) Так как Ег и Му в одной фазе, то составляющая 

�OTOKa �нергии по оси Х бrдет всегда положительная, 
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7) Из рисунка видно, что 
& 

АС = 2ABco s2" 
следовательно, 

DB=2ABsin �. 

E2i1J = DBcos tp = 2&', sin � cos <р. 

� ('OS -�III t9 2 Е =Ас---- :2' ---sil1'" ): n� ., n� • Т' 

Для другого луча. поляризованного в плоскости падения, мы 
получим тоже ромб, но лишь с углом о' вместо О. Кро ме 
того, те линии. которые в первом ромбе изображали элек­
трические напряжения, будут во втором ромбе обозначать 
напряжения магнитные И наоборот . 

8. Форма линий сил и лучей в первой среде 

Мы выяснили, что происходит IJ первой среде у пло­
скости раздела ХУ; исследуем тепеРI" 'ITO происходит выше 
этой ПЛОСКОСТИ дЛЯ z >  О. 

Пусть амплитуды падающего и ограЖ('IIIЮI о ЛУ'lеИ равны. 
Прав едем новую ПЛОСКОСТI, ХУ т 111< , '11'o6bl IIРИ Z = О 

фазы обоих лучей были ОДИIШКОIII,I, тогда будем иметь: 

� А '  211 (t х �111 ер + z «()� ер ) Ь'= sш У - tI ' 

R А · 211 (t х 51п ер - z cos 'р ) = slПу - tI • 

Эти выражения показывают, что для не равного нулю z 
между R И � имеется разность фаз О. причем 

(1) 
где лz-расстояние между ОДИllаковыми фазами каждого 
из лучей, считаемое по оси Z. 

в тех меСТаХ, где о имеет конечное значение, мы должны 
полrчит� вращающееся в плоскости ZX электрическое ил� 
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магнитное поле, а следовательно, и направление потока 
энергии будет тоже меняться со временем. Опять 

о 
tg-

t , = _2_ . ct [2'11: (t _ Х sln ч' + z СО5 ч' ) +�] 
g IJIl tg Ч' g Т v 2 ' 

или, подставляя вышеприведенное значение а и обозначая 
sln ч' 1 -т;- = lш ' получаем: 

tg (2'11: ..;... ) ( t tg rfl = - tg Ч"'Z ctg 21t Т - � ) . 
Что касается формы кривых линий сил в первой среде, 

тО опять заметим, Что форма их со временем не меняется, 
только они движутся параллельно оси Х с ПОСТОЯННОй ско· 
ростью 

}'IJ V V =-=--ш т sln'l' ' 
поэтому достаточно исследовать форму этих кривых для 
t = О; положив 

d.x tg (2'11: _,Z_) 
-dz = - _--,-:-_A=--z .:... ctg (21t�) tg'P l.v ' 

имеем: ш � 
tg ер J tg (21t �) dx = - S tg (21t :�) dz, 

_ tg ер Аш In 2'11: 

". 
l COS (2'11:Т) 

= .--!..In fI 
2'11: ( z ) ' cos 211 А: 

или, так как 

то 

Az Tv cos Ч' - =--. -- =ctgep Аш 51п Ч' Tv ' 

cos (21t :ш) cos (21t �:) = cos (21t �; ) cos (21t :а). (Ie) 

Для кривых ЛИНИй потоков энергии получим точно так же: 

�in (21tл:).SiП(21t �;)=�in(21t :;)Sin(21t :, ) . (lf) 
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На рис. 3 показаны формы ЭТИХ КРИВЫХ. Подробное рас­
смотрение их сделаем ниже (§ 9). 

Составляющие потокон ЭIIСРГИИ по осям Z и Х для луча, 
поляризованного в плоскости ШIДСIIИЯ, И для луча, поляри­
зованного перпендикулярно '{ этой плоскости, будут одина­
ковы, а именно 

fz = :1t /;' ,.MIJ 

f.л =--= - ,j('тt /:',MIJ (' , 
- -1- /:IJM •• '1t " 

а так как 

Ех =(�-R)cos <р = - 2� cos <р sin{ cos 2тс ( ; - �), 
Ег = - ($ + R) sln <р = - 2� sln 'f cos � 51п 2тс ( � - л:), 

М" = (�+ R) У;; = 2$ y� cos � sln 2тс ( ; - �), 
то 

f;=- :тt $95inaCOS<PV� Sln41t ( ; - л:), 
J!lJ = 4 :п $9 cos\J а 5iп 'f v;; sill� 2тс (-;- - ( ) . 

Это означает, 'ITO 110 ОСИ 7. энсргия движется взад и 
вперед, образуя стоячую волну с р аЗЛИЧIIЫМИ фазами 
параллельно оси Х; составляющая же потока энергии по Х 
хотя и меняется со временем, но всегда положительная, 
поэтому по оси Х энергия образует проходящую волну. 

Мы видим , что в первой среде у нас получаются явле­
ния, вполне аналогичные тем , которые мы уже разобрали 
для второй среды при полном внутреннем отражении (см. § 5). 

Как там, так и здесь fx нельзя считать за с а м о с т о я­
т е л ь н ы й луч света, идущий параллельно плоскости раз­
дела, иначе мы и здесь должны будем допустить суще­
СТВОВl!ние п р о  д о л ь н ы х CBCTOIII>IX колебаний _ Более того, 
эдесь нам нельзя уже бу дст для об ьяснения такой аном алии 
сослаться на «колебания с переменной амплитудой » , ибо 
амплитуда в первой среде, несомненно, постоянная. 
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При норм альном падении sin <р = О, fiJ) = О, Аж = 00, 
и м ы  получаем только стоячие волны: 

Jz = - :п '9 sin (2'1t �) sin (4'1t :) . 

Как известно, стоячие волны при <р = 450 и при <р = о 
были обнаружены на опыте О. Wiener'oM. 

9. Объяснение рисунков 

В обоих рисунках 3 и 4 линии сил обозначены пунктир­
ным и  линиями ,  а перпендику лярные к ним траектории 
энергии , или лучи, - сплошными линиями. 

Угол падения � принят для простоты в 450, при этом 
ЛiJ) = А;. Рис. 3 изображает поле падающего и отраженного 
лучей при р азности фаз о = о (формула (Ie), § 8). Это 
будет случай отражения от идеального зеркала, или случай 
предельного полного внутреннего отражения sin <р = n. 
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Следова'l.'ельно, при <р = 45О дЛЯ этого случая необходимо, 
чтобы вещество первой среды имело n = 1,41. 

При другом n наш рисунок немного изм енится, а именно, 
ЛХ не будет равно Лz; но это изменение для нас пока несуще ­
ственно . 

Мы видим, что ВСе поле распределено на отдельные 
квадраты, внутри которых находятся замкнутые линии сил. 
Эти линии сил - э л е к т р и ч е с к и е для луча, ПОJlЯРИЗО­

ванного перпендику лярно к плоскости падения; они же 
представляют собой м а г "и т " '" с линии сил для луч а, 
поляризованного в плоскости падения. Разница лишь в том, 
что для второго случая нужно себе представить плоскость 
р аздела перемещенной на Лz/4 выше, т. е. по направле­
нию-Z. 

Упомянутые выше квадраты, параллельные осям Х и Z, 
представляют собой тоже линии сил. В тех местах, где 
в данный мом ент времени t = О, угол Ф = О, или 1800, 
т. е. где 

tg Фl = t 1 tg- (21t +-) ctg (21t �) = О, g tp z А.х 
а именно, где 21t � р авно lIечетному числу 1tj2 или 

Ах 
л х=(2,,+ 1)т, 

причем 'У- какое -либо нелое число, - там мы будем иметь 

прямую линию сил, параллельную оси Z. г де Ф = 900, 
а именно, для 

А z=(2'1+ l)-t, 
линии сил параллельны оси Х. 

Между z = О и z == -.!t значение tg (21t ( ) отрица­
л 

тельно; в то же время между х = О и х = + .: знач е-

ние ctg (21t ::) положительно; следовательно, в малом квад -
1.. А 

рате О. - .: ' + 4'1:, О знач ение tg Фl положите,lЬНО, и 
линии идут слева направо, поиижаясь. Легко также сооб р а-
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б + ЛШ + 3Лш Л21 Зл, зить, что В ольшом квадрате 4' 4' -4'-4 
все замкнутые линии сил имеют направление по стрелке 
часов. В смежных же квадратах направления линий сил 
взаимно противоположны. 

ЛИНИИ потоков энергии (формула (If), см. выше) направ­
лены все слева направо, т. е. но направлению+Х. Только 
иногда они при этом повышаются, иногда понижаются. 

С течением времени t весь рисунок нужно себе пред­
ставить движущимся pal,lНoMepHO по оси + Х со ско­

(11 ростью -1-' 
sncp 

Фиксируем какую-либо неподвижную линию х = Хl' 
тогда увидим, что при движении всех линий по направле­
нию +z энергия будет колебаться параллельно Z, причем, 

1 в то время как между z = О и z = -"4 Лz энергия будет 
1 1 колебаться вверх и вниз, в местах Z = - 4" Лz и Z = - 2" Л:J 

колебания энергии будут происходить в противопо.'южном 
направлении, т. е. вниз и вверх. Энергия, а также и линии 
сил дадут по оси Z стоячую волну, с пучностями для 

л Z=(2'1+ 1) : . 

По оси Х МЫ получим, наоборот, проходящую волну. 
Если угол падения � не равен 450, но все же ,= R. 

то все рассуждения останутся прежними, только KBaдpaTы 
линий сил удлинятся по Х или по Z в прямоугольные четы­
рехугольники. Наконец, если $ не равно R, а больше R, 
что имеет место при простом отражении с преломлением, 
то весь рисунок скосится так, что вместо вертикальных 
линий получатся наклонные под углом 

, fJ-R 1 
tg'1I1=-'+R tgcp' 

И прямоугольники обратятся в параллелограммы [17}. 
Рис. 4 изобра>gает поле лучей у плоскости раздела двух 

сред при полном внутреннем отражении. Здесь плоскость 
раздела помещена ниже, чем на чертеже 3, на величину 

Л" а 
z=2�'2 
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согласно формуле ( 1 )  § 8 .  Для полноты картины нужно 
себе п редставить рис.  3 надставленныM на рис. 4 И вс е 
вместе движущимся по оси + Х с ПОСТОЯlllюtl ско-

и 
ростью -1 - '  S П <р 

МЫ видим здесь ,  что линии сил во второй сред е .  
построенные по формуле ( I Iе) § 5 ,  представляют собо tl 
продолжение линий сил в первоtl среде С п е р  с л о м о м 
н а г р а н и ц е ,  как того требуют ПОГ Р З I I И 'l I lЫС  условия . 

I I I I I \ I I \ / I I \ \ I \ 
I , \ \ I I \ 

I , I \ I I \ 
/ I 1 \ I \ , 

I , \ \ / \ , / I \ / I \ " / I , ..- I ..... .. 
I \ I 

I 

1 
Р " с .  4 .  

Для м агнитных линиtl сил при fLl = 11-2 такого пер елома не 
будет, и кроме того, или вернее именно вследствие этого, 
8 будет другое .  

То ж е  самое можно сказать И про линии потоков энер ­
гии (формула (1 If) § 5). Энергия падающего луча как бы 
ныряет во вторую среду , чтобы затем вновь появиться 
в п ервоtl среде в луче отраженном . Но вход и выход энер­
гии происходят для разных м ест в разное время ,  а для 
данного врем ени вход энергии  во вторую ср еду происходит 
в местах, отстоящих друг от друга на половине расстояния 
м ежду одинаковыми фазами по оси Х. 
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Итак, общая картина такова: 
1) При угле ср, м еньшем пр едельного sin rp < n, мЫ 

имеем преломленный луч п о с т о я н н о г о направления х; 
энергия частью входит во вторую среду , 

2) При  предельном угле sin cf' = n, Х = 900, но интен­
сивность пр еломлеQНОГО луча р авна нулю, энергия не  входит 
во вторую среду вовсе .  

3)  При дальнейшем увеличении cf' преломленный луч 
хотя и не  имеет постоянного направления, но все же 9нергия 
входит во вторую среду на некоторое время и на некото­
рую глубину . При этом разности фаз а и "( падающего ,  
отраженного и преломленного лучей растут непрерывно, 
разность же а - а' имеет максимум и затем вновь умень­
шается до нуля при cf' = 900, 

4) Наконец, при cf' = 900 луч скользит по поверхности 
раздела и во вторую среду не входит .  
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